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Przyjrzymy sie dwém podstawowym modelom epidemiologicznym

» Model SIS — bez nabywania odpornosci
» Model Kermacka-McKendricka SIR — z jej uwzglednieniem

Celem jest przewidzenie koncowego efektu wybuchu epidemii, moze
ona: wygasnac lub ustali¢ sie na statym poziomie, co nazywamy
pandemia.
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Jest to najprostszy model epidemiologiczny, wystepuja w nim 2
klasy osobnikdw:

Model SIS (susceptible - podatny, infected - zainfekowany)
1. klasa osobniki zdrowe podatne na zainfekowanie;
2. klasa osobniki zainfekowane.

Kazdy osobnik z 1 klasy przez infekcje staje sie osobnikiem z klasy
2. Po przebyciu infekcji osobnik z klasy 2 wraca do klasy 1 lub
umiera. Osobniki rodza sie zdrowe.
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/atozenia:

- liczebnos$¢ populacji jest stata i wynosi N (rodzi sie tyle samo
osobnikéw co umiera);

- S(t),I(t) - proporcje osobnikéw zdrowych i zainfekowanych;

- NS(t) - liczba osobnikéw zdrowych, N(t) - liczba osobnikéw
zainfekowanych;

- osobniki nowonarodzone s3 zdrowe;

- infekcja rozprzestrzenia sie przez kontakt. Zaktadamy, ze
liczba kontaktéw jest proporcjonalna do NI(t)S(t).

A - $rednia liczba kontaktéw powodujaca infekcje, wiec liczba
zachorowan = ANI(t)S(t);
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/atozenia:

- liczebnos$¢ populacji jest stata i wynosi N (rodzi sie tyle samo
osobnikéw co umiera);

- S(t),I(t) - proporcje osobnikéw zdrowych i zainfekowanych;
zainfekowanych;

- NS(t) - liczba osobnikéw zdrowych, N(t) - liczba osobnikéw

- osobniki nowonarodzone s3 zdrowe;

- infekcja rozprzestrzenia sie przez kontakt. Zaktadamy, ze

liczba kontaktéw jest proporcjonalna do NI(t)S(t).
A - $rednia liczba kontaktéw powodujaca infekcje, wiec liczba
zachorowan = ANI(t)S(t);

- 1 - wspdfczynnik rozrodczosci i $miertelnosci (z zat. réwne);
- 7 - wspdtczynnik wyzdrowien (staty).
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(NS(t)) = uN = ANS(t)I(t) + yNI(t) — uNS(t)
(NI(t)) = ANS@®)I(t) — YNI(t) — pNI(2),

—
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- N = const - liczba osobnikéw narodzonych w chwili ¢;

ANS(t)I(t) - liczba zachorowan w skutek kontaktu w chwili ¢;

yNI1(t) - liczba wyzdrowien w chwili ¢;
uNS(t), uNI(t) - liczba osobnikéw zdrowych oraz chorych
umierajacych w chwili ¢.

Warunki poczatkowe: 71(0) >0, I+ S=1
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Po podzieleniu przez N mamy:

S=p—AST+~I—puS
I = \ST —~I —pul.

Jako, ze S'i I sa proporcjami catej populacji to powinno zachodzi¢
S + I =1 w dowolnej chwili t. Ukfad spetnia t3 tozsamos¢.
Mozemy zatem zredukowac¢ uktad do jednego réwnania:

f= AP+ (A= ()l

Zachowanie tego réwnania zalezy od wspoétczynnikéw, niech
0= ﬁ (stosunek liczby osobnikéw wchodzacych do klasy 2 do

liczby opuszczajacych j3).

Dla § < 1 rozwigzanie réwnania maleje i zbiega do 0. Dla § > 1
jesli Iy (Lo = I(0)) jest duze to maleje, natomiast dla matego
rodnie i stabilizuje sie.
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Rozwigzanie réwnania:

1(t)

Tpe(rtm(e=1)t

Tt Inz%5 (e tmE-1t — 1)’
dla 6=1

Iy

I(t) = ———
(*) 1+ Mpt’

przy czasie dazacym do nieskonczonosci:

dlad <1

dlad>1
tlim I(t)=0

) 1
epidemia wygasa

epidemia ustala sie na pewnym
poziome
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Do pandemii dochodzi gdy 6 > 1 czyli A > v + u, a zatem gdy
frakcja osobnikéw naptywajacych do klasy zainfekowanych jest
wieksza niz frakcja opuszczajacych j3.

Rozwiazania réwnania I(t)
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Model Kermacka-McKendricka

W tym modelu wystepuje trzecia klasa osobnikéw - osobniki
odporne na infekcje. Takie modele oznacza sie symbolem SIR
(susceptible-infected-resistant).

Zaktadamy, ze liczebnos¢ populacji jest dalej stata. Dla

uproszczenia nie uwzgledniamy rozrodczosci i $miertelnosci.
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(NS(t)) = —ANS(t)I(t)
(NI(t)) = ANS(t)I(t) —
(NR(t)) = yNI(t),

YNI(t)

ol

- NR(t) - osobniki wyleczone i odporne;
- ANS(t)I(t) - liczba zachorowan w skutek kontaktu w chwili ¢;

- yYNI(t) - liczba zdrowiejacych i uodparniajacych sie
osobnikéw w chwili ¢.

Warunki poczatkowe:
R+S+I=1, S0)=Sy>0, I(0)=1>0, 0<Sp+Ip<1

Uktad zredukowany:

S = —\ST
I = \ST —~I,
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Zachowanie rozwigzania zalezy od stosunku frakcji osobnikéw
zasilajacych klase zainfekowanych do frakcji osobnikéw

opuszczajacych te klase. Niech § = %
Portret fazowy uktadu
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Wykresy rozwigzan dla § < 1:
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Wykresy rozwigzan dla § > 1:
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W przypadku gdy § > 1 i przy wigkszych Sy funkcja I(t) rosnie do
1— Ry — § —In(6Sp), a potem maleje i limy .o I(t) = 0.

Widzimy wiec, ze w modelu Karmacka-McKendricka epidemia
zawsze wygasa. Wiaze sie to z jego uproszczeniem - budujac ten

model nie uwzgledniliSmy proceséw ktére zachodza w populacji gdy
nie ma infekgcji.
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Dziekuje za uwage

DA



	Wstep
	Model SIS
	Model Kermacka-McKendricka

