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WPROWADZENIE




W swojej pracy bede korzystata z ksigzki pt. ,,Quantum Calculus”, autorstwa: Victor Kac oraz
Pokman Cheung. Opracuje dziat 17. Dotyczy on rozktadu liczb na sume dwodch lub czterech
liczb trojkatnych. Przypomnijmy wzor na n-t3 liczbe tréjkatna:

nn+1)
n 2 '
Poniewaz A_,,_; = A, ciag {A, },,ez jest symetryczny oraz mozemy ograniczy¢ definicje liczb
trojkatnych dlan = 0. W tym przypadku liczby trojkatne zdefiniujemy jako szereg potggowy:

A(g) = z q°n.
n=0

Podsumowuijac, liczba sposobow wyrazenia N jako sumy m liczb trojkatnych, zliczajgc sktadniki
w kolejnosci, jest jednakowa ze wspdtczynnikiem wyrazu q" w rozwinieciu szeregu
potegowego A(gq)™, co oznaczamy: A,,(N). Uzasadnienie jest analogiczne do uzasadnienia
sum liczb kwadratowych, w poprzednim rozdziale.




CZESC GLOWNA




Twierdzenie 17.1

Dla dowolnej liczby catkowitej, dodatniej N zachodzi wzor:

A, (N) = (liczba dodatnich dzielnikdéw 4N + 1 kongruentnych z 1mod4) —
— (liczba dodatnich dzielnikdw 4N + 1 kongruentnych z 1mod3).

Dowdd.

Na poczatku przypomnijmy wzor (15.7):

z g z e n_l—[(l q™)*(1 - z‘zq")(l—zzq”‘l).
1 — an 1)2(1 _ Z—1qn)2

m,n=0 mn=1

Jezeli dokonamy podstawien: q = —q, z = —,/q, gdzie 0 < q <1, prawa strona rownosci
bedzie wyglgdata w sposdéb nastepujacy:

T = A - (—v@) A - (—v@) o™ _
(1= (VD" DA = (VD) (—g)")?

n=1
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Ostatnia rownos¢ wynika ze wzoru (12.8):
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Zajmijmy sie teraz przeksztatceniem lewej strony.

i (—q)™ (—y@) ™" i (—@)™ (—y) ™ "=

m,n=0 mn=1
— _1\ymn+m+in mn+(m+n)/2 _ _1\ymn—-m—-n, mn—(m+n)/2 _
(=1) q (1) q =
m,n=0 mn=1
— Z (_1)mn—1qmn—(m+n)/2 _ z (_1)mn—m—nqmn—(m+n)/2
mn=1 mn=1

Dokonamy teraz podstawien: m =m — 1, n = n — 1 w pierwszej sumie. Otrzymujemy:

2 (_1)(m—l)(n—l)—lq(m—l)(n—l)—(m+n—2)/2 . Z (_1)mn—m—nqmn—(m+n)/2 —

mn=1 mn=1

— z (_1)mn—m—n qmn—m—n+1—1+(m+n)/2 _ z (_1)mn—m—nqmn—(m+n)/2 —

mmn=1 mn=1



— _1\ymn-m-n, mn—-(m+n)/2 __ _1\ymn-m—-n,  mn—(m+n)/2
= (=1) q (=1) q

mn=1 mmn=1

Jezeli m + n jest nieparzyste, odpowiadajgce wyrazy dwoch sum znikajg. Lewg strone mozemy
zapisaC w sposob nastepujacy:

2 Z (_1)mn—1qmn—(m+n)/2 — 7 z qmn—(m+n)/2 _ Z qmn—(m+n)/2_

mn=1 mn=1 mmn=1
m+n parz. m,n niep. mmnparz.

Otrzymujemy stad, ze:

2A(q)2= 2 2 qmn—(m+n)/2 ) z qmn—(m+n)/2_

mn21 mmnz1
m,n niep. mmn parz.

Zatem:

A(q)zz z qmn—(m+n)/2 . z qmn—(m+n)/2 _

mn=1 mmn=1
m,n niep. mmn parz.



A(q)zz z qmn—(m+n)/2 _ z qmn—(m+n)/2

mn=1 mn=1
m,n niep. mmnparz.

m+in

Wyraz +g" pojawia sie po prawej stronie wtedy i tylko wtedy, gdy N = mn ——— lub
da4N+1=4mn—-2m—-2n+1=2m—-1)2n—1) dlam,n > 0, gdzie oba wyrazy m,n
parzyste lub oba wyrazy nieparzyste. Jezeli oba nieparzyste to 2m — 1 = 1mod4, natomiast

jezeli oba parzyste to 2m — 1 = 3mod4. Stad wynika, ze kazdy czynnik 4N + 1 kongruentny z
1mod4 oraz kongruentny z 3mod4, co konczy dowadd.

*W szczegolnosci, jezeli 4N + 1 jest liczbg pierwszg, mamy nastepujgce stwierdzenie.



Stwierdzenie 17.1

Jezeli N jest dodatnig liczbg catkowity, taka, ze 4N + 1 jest liczbg pierwszg, wtedy N moze byc
przedstawione jednoznacznie jako suma dwoch roznych liczb trojkatnych, zliczajagc w
kolejnosci.

Dowdd.

Oczywiste jest, ze jezeli 4N + 1 jest liczbg pierwszg, to dzielnikami tej liczby s3: 1 oraz 4N + 1,

oba dzielniki sg kongruentne z 1mod4. Z twierdzenia 17.1 mamy, ze A,(N) =2—-0 = 2.

Zwréémy uwage, ze moc w tej definicji to wspdétczynnik w szeregu potegowym A(q)™, A,

liczba dowolnie uporzagdkowanych sktadnikéw sumy. Stad, A,(N) = 2 oznacza, ze wszystkimi

mozliwosciami prezentacji N jako sumy dwoch liczb tréjkatnych to:
N=A,+A=7A+A,k#1

lub
N=Ak+Ak=Al+Al,krf:l.



Drugi przypadek jest oczywiscie niepoprawny, poniewaz cigg {A,},>0 jest scisle rosngcy.
Alternatywnym sposobem, aby odrzuci¢ drugi przypadek jest zauwazenie, ze N = 2A; co

oznacza, ze 4N +1 =4 (2 : k(k+1)) + 1 =4k? + 4k + 1 = (2k + 1)%. Oczywiscie nie jest to

liczba pierwsza, dlatego tez dowdd jest skonczony.

Przyktad 1.
7=1+4+6
4 -7+ 1 = 29 (jest to liczba pierwsza); sktadniki to liczby trojkatne: A, = %, Az= %
Przykfad 2.
13 =3+ 10
Przyktad 3.

43 =15+ 28



Twierdzenie 17.2

A,(N) = suma wszystkich dzielnikdw wyrazenia 2N + 1.

Dowdd.
Na poczatku przypomnijmy wzor (15.7):

z gmnzmn _ z gmnz—m-n — 1(1 —q")?(1-z7%q™)(1 - qun—l).
1 (1 — an—l)Z(]_ — Z—1qn)2

m,n=0 mn=1 n=1
Obustronnie dzielimy przez: 1 — g%z 2. Podstawiamy: q = g2, z = q. Prawa strona réwnania:
(1-¢°M*(1-q*q¢*") (A — q*q*"%) 1—[ (1-¢"M*1-¢*MH(A —q*")
1 (1 _ qan—Z)Z(l _ q—qun)Z(]_ _ CI4CI_2) (1 _ 2n 1)2(1 — an—l)z

(1 - #7201 - (1 - ¢
1_[ (1— 2n— 1)2(1_q2n—1)2 :A(Q)4-

Ostatnia rownosc¢ wynika ze wzoru (12.8), wspomnianego w dowodzie twierdzenia 17.1



Przejdzmy teraz do lewej strony rownania. Skorzystamy z regu’ry de I'Hospitala.
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z (2m + 2n — 2)g2mnmn | = z (m +n — 1)g2mn-m-n

mmn=1 mmn=1



Poniewaz wyrazenie jest symetryczne ze wzgledu na m oraz n, mozemy zapisac, ze:

oo

M@= ) (@m—1)gmmmn

mmn=1

Biorgck =2m —1, [ = 2n — 1, otrzymujemy:

A(q)4: z kq(kl_l)/z.

k,l<1
k,l niep.

Wyraz gV pojawia sie w sumie wtedy i tylko wtedy, gdy N = %, lub 2N + 1 = ki, dla
nieparzystych k oraz [. Stad otrzymujemy, ze kazdy dzielnik 2N + 1 jest nieparzysty,
wspotczynnikiem wyrazu g¥ jest:

>

K[2N+1




DZIEKUJE ZA UWAGE




