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DEFINICJA Q-CALKI NIEOZNACZONE]

Zdefiniujmy pojecie g-catki nieoznaczonej i podajemy jej podstawowe wtasnosci.

Definicja 2.1.1.. Funkcja F(x) jest jakqs funkcjq g-pierwotnq funkcji f(x) jezeli D F(x)=F(x).
Oznaczamy

/ f(z)dgz. (2.1)

Zauwazmy, ze méwimy "jakas" funkcja pierwotna, poniewaz tak, jak w zwyczajnym rachunku
catkowym, funkcja g-pierwotna nie jest jednoznaczna. W zwyczajnym rachunku catkowym
jednoznacznosé funkcji pierwotnej zalezy od statej, poniewaz pochodna funkcji znika wtedy i
tylko wtedy, gdy jest ona statq. W rachunku g-catkowym sytuacja jest nieco bardziej
skomplikowana. D @(x) = O Wtedy i tylko wtedy, gdy @(qx) =@(x), co wecale nie musi
implikowaé, ze @ jest statq. Dodanie takiej funkcji ¢ nie zmienia g-pochodnej funkcii.
Jednakze, jesli potrzebujemy, aby @ byta szeregiem formalnym, warunek @(qx) =@(x)
implikuje q"c.=c_ dla kazdego n, gdzie ¢, jest wspoétczynnikiem przy x_ . Jest to mozliwe tylko
kiedy c,= O dla dowolnego n>1, @ jest statq.



Co wiecej, jezeli:

jest szeregiem formalnym, wtedy posréd szeregdw formalnych, f(x) ma jednoznacznq funkcje
g-pierwotna z doktadnoscia do statei i iest to:

n+1

, L an ,
/ f(x)dgx = Z A +C (2.2)

n=I()

Jezeli jednak f(x)jest dowolnqg funkcjg nadal mozemy uzyskaé jednoznacznosé poprzez
wprowadzenie pewnych warunkéw dla funkcji g-pierwotnej. Rozwazmy ponownie funkcje
podobng do funkcji okresowej, ale okres staje sie coraz mniejszy im x jest blizszy 0. Ustalmy
dla przyktadu g= 0.1. Teraz przyktady okreséw naszej funkcji to bedq (0.1,1], (0.01,0.1],
(0.001,0.01], itd. Jezeli wykres @ w (0.1,1] jest funkcjq liniowq, ale nie statq, w okresach
blizszych O, wykres bedzie miat takq samq postaé, ale staje sie coraz bardziej stromy, co
powoduije, ze @ nie jest ciggte w x= 0. Ogdlna idea zawiera sie w nastepujgcym wniosku:



Whiosek 2.1.1.. Niech 0< q <1. Wtedy, z doktadnosciq do statej, kazda funkcja f(x)
ma co najwyzej jednq funkcje g-pierwotnqg ciqgtq w x= 0.

Dowéd. Zatézmy, ze F1 i F2 sq dwiema funkcjami g-pierwotnymi f ciggtymi w x= 0.
Niech ¢=F1—F2. Funkcja ¢ jest takze ciggta w x= 0 i spetnia warunek ¢(qx)=(x)
dla kazdego x, poniewaz Dqg@= 0. Niech dla jakiegos A>0,

m = inf{¢(z)|gA < x < A},
M = sup{o(z)|gA < x < A},

ktére moze byé nieskonczonosciq, jezeli @ jest nieograniczone. Zaktadajgc, m < M,
przynajmniej jedno ze zdan jest prawdziwe: Q(0) # m albo @(0)#M. Zauwazmy, ze w
przeciwnym wypadku musi by¢, ze @(0) =m i Q(0) =M, czyli m=M co oznacza, ze @
jest stata, a to prowadzi do sprzecznosci. Zatézmy wiec, ze Q(0) # m jest prawdziwe.
Z ciggtosci w x= 0 i wybranego, odpowiednio matego € >0 mozemy zawsze znalezé
takg O >0, ze

m+ e ¢ (0,9). (2.3)



Z drugiej strony, gNA < O dla jakiego$ duzego N. Z ®(gx) =@(x) mamy, ze
m+ ¢ € (m, M) C ¢[qA, A] = ¢l¢" T A, ¢" A] C ¢(0,0),

co prowadzi do sprzecznosci z (2.3). Co wiecej, m=M i @ jest stata na
przedziale[gA,A], co oznaczaq, ze jest stata wszedzie.O

Na zakonczenie rozdziatu zaprezentuje formute g-catkowania przez podstawienie
zmiennej u=u(x)=0xf3, gdzie a i B sq statymi. Zatézmy, ze F(x) jest funkcjq

g-pierwotng f(x). Wtedy
/ f("*"-)dq'“* — -F('”-) = 1‘1(?!..(;I:)).

Aby obliczy¢ F(u) skorzystam ze wzoru tancuchowego, ktéry pozwala obliczyé
g-pochodng f(u(x)), gdzie u(x) jest postaci u(x) =ax”"(B)

Dyf(u(x)) = (D} f)(u(z)) - Dg(u(z)) (2.4)



Zatem dla dowolnego g, korzystajqc z (2.4),

F(u(r)) = [ Dy F(u(x))dyx
= / (D s F)(u(z)) - Dyu(z)dgx (2.5)

— / (D s F)(ulz))dgu(x).



CALKA JACKSON'A ROZDZIAL 19

Konstrukcja catki Jackson'a.

Przedstawie tutaj konstrukcje catki Jackson’a. Zatézmy, ze f(x) jest dowolng, ustalong
funkcjg. Dla stworzenia funkcji g-pierwotnej wymagany jest operator "Mq Jest to
operator liniowy na przestrzeni wielomianéw, ktéry ma takq wtasnosé, ze:

M,(F(x)) = F(qx)

Na mocy definicji g-pochodnej:

dgf(5)  flan)— 1)
Dqf(z) = dgv (¢g— 1




Mamy, ze

b
(¢ —1)z

F(qz) — F(z)
(g —1)x

(M, —1)F(z) = = D,F(x) = f(x) (3.1)

Zwréémy uwage, ze kolejnosé poszczegdlnych réwnosci jest istotna ze wzgledu na
operator. Mozemy teraz, wyznaczyc¢ F(x) z pierwszej czesci rownania przenoszqc
wszystko inne z lewej strony na prawq. Pézniej traktujemy 1_}{ jako szereg
geometryczny i rozwijamy. Otrzymujemy: !

! y r)= f(z
W(M“' —1)F(z) = f(z)
~ f@)(g—1)z
Flz) = M, —1
1 o0




Wiedzqc, ze M, (zf(z)) = qvf(qr) Rozwijamy szereg geometryczny:

Z 1"&5 (zf(x)) = ﬂ;}g (zf(x)) —}—ﬂf\jf; (zf(x)) —I—E'Ef(? (zf(z))+... = zf (z)+qrf(qr)+¢°x f (g x)+

§=0

= z(f(x) + qf(gz) + ¢ f(¢°x) + ... —TZ@ f(dx)

7=0

Latem otrzymujemy, ze:

/f r)dgr = 1—Q)TZQf(fi‘ x (3.2)

7=0

Podane wyrazenie nazywamy catkq Jackson’a z f(x). Z tej definicji mozemy otrzymac
kolejnqg formute:



[ 1@ D@ = (- a Y S ) Daglas)

7=0

= (1—q)a E:qfqﬁ 2) — 9(a

= 1—@%%

J+1 )

Zauwazmy, ze z definicji g-pochodnej i g-rézniczki mamy:

/f Dqg dqr*r - /f g qr (I)(qf o I‘ /J( q (1” g

qr — T

Zatem formute (3.3) mozemy zapisaé jako:

— algitly
qu"j ¢z) Jx) .*-’_J'(G x)

—( q’
3=0 1

[ s@)digta) = (1~ ) STy

—E:wqu 9(d’x) — g(¢’ ).

3=0

(3.3)

/f r)d,g(x

(3.4)



Lapisalismy formuty dla catki Jackson’a, ale nie wiemy jeszcze dla jakich warunkéw
taka catka istnieje. Czyli doktadniej, kiedy jest zbiezna. Jest o tym mowa w
nastepujgcym twierdzeniu:

Twierdzenie 3.1.1.. Niech 0< g <1. Jezeli| f(x)xa | jest ograniczona na przedziale
(0,A] dla dowolnego 0 <a <1, to wtedy catka Jackson’a zdefiniowana w (3.2)
zbiega do funkcji F(x) na (0,A], ktéra jest funkcjq g-pierwotng f(x). Co wiecej, F(x)jest
ciggta w x= 0 oraz F(0) = 0.

Dowéd. Zatézmy, ze | f(x)xa | < M na (0,A]. Dla dowolnego 0< x<A, j=0, korzystajqc
z podstawowych przeksztatcen mamy, ze:

1f(2)z® < M = |f(x)| < M(z)" %= |f(¢x)| < M(¢x)“.

Dalej, dla dowolnego 0< x <A , mamy:

7 f(@x) < M@ (¢"z) ™ = M¢?q 7%~ = Ma~*(¢"' ). (3.5)



Zaczynaijqgc od | f(x)xQ | < M i za pomocq przeksztatcen otrzymalismy doktadnie nasz
szereg z (3.2) Poniewaz 1-a >0 i 0< q <1, mozemy zauwazy¢, ze ten szereg jest
ograniczony z gory przez szereg geometryczny, ktory jest zbiezny. Poniewaz prawa
strona (3.2) zbiega punktowo do F(x). Wynika z tego bezposrednio, ze F(0) = 0.
Ciqggtos¢ F(x) w x= 0, czyli, ze cate wyrazenie z (3.2) zbiega do O dla x—0, jest
oczywiste, skoro pokazalismy, ze szereg jest zbiezny, to teraz pokazemy, ze cate
wyrazenie F(x) jest zbiezne. Z (3.5) wiemy, ze:

@ f(¢'x)| < Ma—*(¢" ™).

Lauwazmy, ze

o0

l—ayg
Z(q ) 1= q(l—u) '

7=0




Zatem, sumujgc obustronnie naszq nieréwnosé mamy:

> Mz=®
ZQ"'f(QJ-T) < %
=0 L=q™
j=
o0 (1 _q) Ad—a
(l—q):r:Zq fl¢’z)| < mps e 0 <z <A
7=0

Aby udowodnié, ze F(x) jest funkcjq g-pierwotng obliczymy g-pochodng;:

1 = <
D,F(x) = —— ((1 —q)x Z ¢ fl?x)— (1 —q)gx Z q-’j(q-’“:rr))

(1 —q)x par =0
= Zq f(¢'x) Z P ) = f(da) =) d f(da) = f(a).
7=0 J=0 7=0 j=1

Zauwazmy, ze jezeli x€(0,A] i 0< g <1, to g x€(0,A] i g-pochodna jest dobrze okreslona.



Z Whniosku 2.1.1 i Twierdzenia 3.1.1 wynika, ze catkowanie formutq Jakson’a
zapewnia jednoznacznqg qg-catke ktéra jest ciggta w x= 0 z doktadnosciq do statej. Z
drugiej strony, jezeli wiemy , ze F(x) jest funkcjq qg-pierwotnqg f(x) i F(x) jest ciggta w
x= 0, to F(x) musi byé, w zaleznosci od statej mozliwa do wyznaczenia za pomocq
formuty Jackson’a (3.2), poniewaz czesciq sumy catkowania wedtug formuty Jackson’a
jest:

N N
(1— e @ f(¢z) = (1— )2 ¢ DeF(t)] -y

§=0 §=0

N Ny o 3 N
A F(dix) — F(g 1y p .
= (1 —q)x E q‘( g {) (4 I)> = E (Ifﬁﬂaj —-FTqJ+lm)) = (x) — F(¢" o),

= (1—q)g?x o

co zbiega do F(x)—F(0) przy N—, z ciggtosci F(x) w x= 0.



Definicja g-catki oznaczonej
Wykorzystamy catke Jackson’a, zeby zdefiniowac cake oznaczong.

Definicja 3.2.1..Niech 0< a < b. Wtedy catkq oznaczongq nazywamy:

b 50
/j'(;r:)(fff;fr =(1—q)b Z ¢ f(¢'D) (3.6)
0 J=0
i
b b a
/-f(:r:)dq.r = /-f(:x:)dq:x: = /f(:r)d,q:r (3.7)

Korzystajqgc z (3.6) mozemy otrzymaé bardziej ogdlng formute:

b 0
/ F(@)dgg(x) = 3 F(aB) (9(qb) — g(g*1b)). (3.8)
0

7=0



Zauwazmy, ze definicja potwierdza fakt, ze catka Jacksona znika przy x= 0 Nie
otrzymamy dobrze okreslonej definicji g-catki niewtasciwej zapisujgc po prostu, ze
b— % w (3.6). Zamiast tego, poniewaz:

g i gitH
/ f(x)dgr = / f(x)dgx — [ f(x)dgx
i+l 0 0
=(L=q)> (@ +k) = (1 —=q) ) (g,
k=0 k=0
oraz dalej
g
/ f(@)dgr = (1 = q)¢’ f(¢), (3.9)
i+

Teraz mozemy zdefiniowaé catke qg-niewtasciwqg z f(x) na zbiorze [0,*).



Definicja 3.2.2..

o0

/ v)dgr = Z [f v)dgx

0
dla 0 <g< 1, albo

[

0

dla g > 1.

q*’

qH-l

r)dgr = Z /f r)dgx

qf‘

(3.10)

(3.11)



Interpretacja graficzna.

f(=)




Na koniec chciatbym prze

Whiosek 3.4.1.. Q-catka niewtasciwa zdefiniowana wyzej jest zbiezna, jezeli = f(z),
jest ograniczone w otoczeniu x= 0 dla jakiej$ O <1oraz dla odpowiednio duzego x z
jakgs a >1

Dowéd. Korzystajgc z (3.9) mamy, ze

[r@ide=11-a 3 5@ 3.12
0 J==00
Poniewaz nasza suma:
Y, A=) A+ a7 fla)
j=—o00 j=0 j=1

nie zmieni sie, jezeli zastqpimy g, q—1 warto rozwazyé przypadek dla g <1.
Lbieznos¢ pierwszej sumy wynika wprost z (3.1).



W przypadku drugiej sumy zauwazmy, ze dla duzych x mamy, ze |z%f(z)| < M
gdzie d >1 i M >0. Wtedy dla odpowiednio duzego | mamy, ze
g7 f (7)) = ¢ Vg7 (g7 < M7V,

Czyli udato nam sie ograniczyé 2 sume za pomocq szeregu geometrycznego, a wiec
catosé jest zbiezna co konczy dowadd.



