20. Podstawowe twierdzenie g-rachunku
catkowego i catkowanie przez czesci

Sformutujemy ¢-odpowiednik podstawowego twierdzenia rachunku catkowego (znanego nam z
Analizy Matematycznej jako wzor Leibniza - Newtona).

Twierdzenie 20.1 (Podstawowe twierdznie q-rachunku catkowego). Jezeli I'(x) jest funkcjq pierwot-
ng funkcji f(x) oraz F(x) jest ciggla w v = 0, zachodzi
b
f flx)dgr = F(b) — F(a), (20.1)
gdzie 0 < a < oo.

Dowéd. Poniewaz F'(x) jest ciaglaw x = 0, wigc mozemy skorzystaé¢ ze wzoru Jacksona. Wtedy

o0

Flz)=(1—-qzY ¢ fldx)+F(0).
=0
Poniewaz z definicji
/0 fla)dgz = (1 — q)a.z ¢ fldla),
j=0

wiec otrzymujemy
f flz)dgx = F(a) — F(0).
0

Analogicznie, dla skorficzonego b zachodzi

b
/0 f(;l,)dq~1’ = F(b) — F(D]
Zatem , \
/a fla)dgr = /D f(r)dgr — /D f(z)dgr = F(b) — F(a).

Przyjmijmy a = ¢7*! (lub¢?)oraz b = ¢/ (lub¢?*1)dla0 < ¢ < 1 (lub g > 1). Wéwczas, korzystajac
z definicji catki niewatSciwej (19.12), widzimy, Ze wzor (20.1) jest prawdziwy dla b = oo, o ile tylko
istnieje granica limg,_ o F(z). [



Whiosek 20.2. Niech f'(x) bedzie pochodng f(x). Jezeli ['(x) istnieje w otoczeniu x = 01 jest ciggla
wx =0, zachodzi

b
f Dyf(x)dgr = f(b) — f(a). (20.2)
a
Dowad. Stosujgc regule de L'Hospitala otrzymjemy

lim qu(il‘) = lim M — lim Qf’(q‘r‘) - ff(;r)

T—300 z00 (g — 1)1? T00 qg—1

= 1'(0).

Przyjmujac (D, f)(0) := f'(0), mozemy przedtuzy¢ D, f do funkcji ciaglej w = = 0. Wtedy wz6r
(20.2) wynkia z twierdzenia 20.1. [l

Teraz sformutujemy ¢ odpowiednik reguly calkowania przez czesci.

Zalézmy, ze f(x) oraz g(x) sa takimi funkcjami, Ze ich pochodne istnieja w = = 0 i 53 ciagle w
x = 0. Stosujac wzor (1.12) mamy

Dy(f(x)g(x)) = f(2)(Daa()) + glqz)(Dyf ().
Poniewaz iloczyn funkcji rézniczkowalnych jest rézniczkowalny mozemy zastosowa¢ wniosek 20.2 i

wdéwczas otrzymujemy

b b
FO)a(b) = f@)afa) = [ @) Daa(e)dye+ [ alar)(Dys (),
lub
b b
| 1daat) = 501900 = farata) = [ atariiye, (203)
czyli ¢ odpowiednik znanego wzoru na calkowanie przez czesci. Zauwazmy, ze powyzszy Wzor

obejmuje rowniez przypadek, gdy b = co.

Stosujac wzor na g catkowanie przez czeSci uzyskamy wzor g-Taylora z resztg Cauchy’ego. Mowi
0 tym ponizsze (wierdzenie.

Twierdzenie 20.3. Zafozmy, Ze D;f} flx) jest ciggtaw x = O dla kaidego j < n+ 1. Wowezas zachodzi
T ] (b —a ﬂ
1) = (D3 ()

2 il

1 b
+ Tl f DI f(a) (b — qo)jdge. (20.4)

Dowad. Przeprowadzimy dowéd indukeyjny. Poniewaz D, f () jest ciagtaw o = 0, wiec z twierdze-
nia 20.1 zachodzi

b b
10~ 1@) = [ Dy =~ [ Dyst)iy(o - )

To pokazuje, ze wzor (20.4) jest prawdziwy dla n = 0. Zatézmy, ze (20.4) jest prawdziwy dla n — 1.
Wiedy
n—1 \J

1) =S (D))=

= ]!

1 ’ T \—
i [n—1]! L Dy f(x)(b—qux)g ldqﬂ?.



Stosujac wzor (3.11) oraz wzor (20.3) na g calkowanie przez czeSci otrzymujeny

b
/D;‘f(;t‘.)(b—qr)” 1d:r [
—a)® 1
:D?f(a)( i [—/ —qr)g )L f () g

Zatem

S b—a), 1 f°
f(b) = Z(Dg,f)(a)(jil) + Wf D;H'lf(;r)(b — qx)gdgr.

3=0
[ ] ®
21. Funkcje g-Gamma i q-Beta
Na poczatku przypomnijmy definicje funkcji gamma i beta oraz ich najwazniejsze wlasnoSci.
Dlat > 0 funkcjg gamma nazywamy
[=.9]
I'(t) = / o' le—rda. (21.1)
0
Dla s,t > 0 funkcjg beta nazywamy
1
B(t,s) = f 271 = 2)* . (21.2)
0
Niektore z ich wtasnosci to:
Lt +1)=tl'(1), (21.3)
I'(n)=(n—1)!, jezeli n jest dodatnig liczbg catkowita, (21.4)
r)r
B(n) = Js (2L.5)



Sformulejemy ¢ odpowiedniki powyzszych funkcji oraz ich wlasnoSci.

Definicja 21.1. Dla kazdego { > 0,
Iy(t) = fo R O (21.6)

nazywamy funkcjq q-gamma.

Zauwazmy, 7e z definicji (9.10) Eg = 1. Ponadto, z definicji (9.7) oraz zaleznoSci (9.13) mamy
Eq_'x' = lim, 00 1/6:2: = 0.
Korzystajac z réwnosci (9.11) oraz wzoru na ¢ calkowanie przez czesci otrzymujemy

] 2 By T dgr = —] aldgE, T = [t]/ -.zttflEq*qxdq.r.
0 0 0

Stad, dla kazdego t > 0
Lo(t+1) = [t]T,(1). (21.7)

Poniewaz -
Ly(1) = [ E7%dgr = By — B7™ =1,
0
wigc dla kazdego n nieujemnego catkowietego

Ly(n+1) = [n]! (21.8)

Definicja 21.2. Dla kazdych t,s > 0
1
B,(t,s) = [ 27N = gy g (21.9)
0

nazywamy funkcjq g-beta.

Korzystajac z definicji catki wlasciwej (19.7) i niewlasciwej (19.12) oraz z faktu, ze (1— qu)gc‘ =
0 dla kazdego j ujemnego calkowitego, otrzymujemy

iﬁmmg:(LfQEj@w%f%U*@HHf:
i=0

o0

oC
=(l—q) Z ¢ (¢/a) (1 - CIJH)EO = / 21— qr) dg.
j=—o0 0
Aby pokazac relacj¢ pomigdzy I'y(t) oraz By(t, s) skorzystamy ze wzoru B = (1 + (1 — q)z)z°.
Wowczas zachodzi - -
By(t.00) = fo ' B T dya.

Przedstawiajac zmiang x jako = = (1 — ¢)y otrzymujemy
Bylt.oc) = (1=a)f [y By gy

lub .
Bq(t- 00)

i L Rt 21.10
(1—q)t ( :

Pq(f) =



Wprowadzenie kolejnej zmiennej s pomoze nam uproScic¢ nasze zagadnienie.

Twierdzenie 21.3. (a) Jezelit > 0 oraz n jest liczbg catkowitq dodatniq, zachodzi

(1—q)(1—q)p!
(I-qghyg

By(t,n) = (21.11)

(b) Dla kazdycht, s > 0 zachodzi

(1-q)(1-q)F(1—qg")F
(1 =q")ge(l—q¢%)F

By(t.s) = (21.12)

Dowdd. (a) Stosujac wzor (3.11) oraz na g catkowanie przez czesci, dla kazdego £ > 1 oraz s > 0,
otrzymujemy

1 _ 1
By(t,s) = [}’]fo a‘t_ldq(l —x)y = [ [3]1} [} 21— qx)gdgx,

i stad

By(t.s) = ———DBy(t — 1. s + 1). (21.13)

Jednoczesnie zachodzi

1
By(t,n+1) = ] T qz‘)g_l{l —q"x)dgx =
0

) 1
= f 21 - q;f)gfldqx - qnf (1 - qu)gfldq;r.,
0 0

zatem
By(t,n+1) = By(t,n) — ¢"Bg(t + 1,n). (21.14)

Waéwcezas z (21.13) oraz (21.14) otrzymujemy

By(t.n+1) = By(t.n) — q[n[]]Bq(t, n+1).
lub
B(t-+1—iB(t‘ (21.15)
(L )—17(‘7tJrn gt m), 21.13

dla kazdego ¢ > 0 oraz n catkowitego dodatniego. Poniewaz

! t—1 1
B(t.,l)—[;rdx—i
! 0 G

wiec zachodzi

(l-¢ (-9 _(-al-0i"

By(t,n) = (1 —gtn=1)... (1 —gt+0)[1] ~ (1—=4");

co koriczy dowdd punktu (a).



(b) Poniewaz

) 1 — o0 1 1 — t+n\oo
(1 _q)g_l = ( (i,)qoc oraz tyn = ( : t :3(? !
wiec (21.12) jest prawdziwe dla s = 1,2, 3, .... Lewa stron¢ réwnania (21.12) mozemy zapisac jako
1 It_l 1 — gr)2®
/ (—Q)qdqx.
0 (1 — CL.'IT)Cq’O

Prawg stron¢ réwnania (21.12) mozemy wyrazié jako

(1 —=g)(1 =q)F(L —aqd")y®
(1 —gh)e(l —a)e

gdzie a = ¢°. Wowczas obydwie strony (21.12) sa formalnymi szeregami potegowymi w ¢. Odpo-
wiadjace wspdtczynniki sa réwne dla nieskoiiczenie wielu wartosci a, to znaczy a = q.¢>, ¢, . . ..
Poniewaz wszystkie wspolczynniki sa wiclomianami w a oraz rézne wiclomiany mogg zgadzad sic
dla skoficzonej iloSci punktow, wiec obydwa szeregi maja identyczne wspdiczynniki, co dowodzi ich
réwnosci.

O

Niech w (21.11) n — oc i skorzystajmy z (21.10) oraz punktu (a) powyzszego twierdzenia. Wow-
czas mozemy wyrazi¢ funkcje g-gamma w nastepujacy sposob

(1 -9
(1—q)=1(1 —q")g

Punkt (b) pokazuje, Ze funkcja g-beta jest symetryczna wzgledem ¢ i s, (o znaczy, ze zachodzi
B(t,s) = B(s,t).

Poréwndjac (21.12) oraz (21.16) mozemy wyrazi¢ funkcje g-beta za pomoca funkcji g-gamma,
analogicznie do wilasnosci (21.5):

Ly(t) = (21.16)

By(t.s) = M 21.17)



