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Wstep

Przypomnijmy z rozdziatu pierwszego, dla dowolnej funkgji f(x), h-rézniczke:
dwf(x) = f(x + h) — f(x)
oraz h-pochodna:

_ df(x) _ fx+h)—f(x)

Dh f(X) dhX h

gdzie h # 0. W szczegdlnosci mielismy, ze:

dh(f(x)g(x)) = f(x + h)dng(x) + g(x)df (x)
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WHtasciwosci h-rachunku

Zacznijmy od oméwienia wtasciwosci h-rachunku w analogiczny sposéb jak
zrobilismy to dla g-rachunku.

H-pochodna iloczynu:
Du(F(x)g(x)) = F(x)Drg(x) + glx + h)Duf(x)
Poniewaz dla lewej strony, mamy:

_ dh(f(X)g(0) _ F(x + hahg(x) + g(x)dhf ()

Dh(f(x)g(x)) dhX h =
_ fOx+h)(g(x + h) — g(x)) +g(x)(F(x +h) — f(x)) _
h
_ fx+h)g(x+h) — g(x)f(x)
h

dla prawej strony, mamy:

f(x)Drg(x) + g(x + h)Duf(x) = f(x)wJr

+g(x+h) f(x+ h,)7 —f(x) _ f(x+he(x +hh) —g(x)f(x)

Zatem mamy réwnos$¢.
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H-pochodna ilorazu:

£\ 8()IDAF(x) — F(x)Dag(x)
D”(g(x))‘ £()g(x + h)

Wynika z wzoru na h-pochodnj iloczynu.

Definicja 1
H-odpowiednik dla dwumianu (x — a)” definiujemy:

(x—ay=(x—-a)(x—a—h)---(x—a—(n—1)h)

gdzien>01i (x —a)) = 1.
Policzmy h-pochodna tego dwumianu:
Dp(x — a)l) = %((xfaJrh)(xfa)»»‘(xfaf(an)h)
~(x=a)(x—a=h)(x—a=(n-1)h) =
(x—a+h)—(x—a—(n—1)h)
h

(x—a)---(x—a—(n—2)h)

Zatem, mamy:
Dn(x — a)p = n(x — a)j *

Zauwazmy, ze h-odpowiednik liczby catkowitej n wynosi n oraz (x — 0)} # x".
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H-wzér Taylora
H-wzér Taylora dla wielomianu f(x) stopnia N:

f(x) = (D,,ff)(a)( J"’Yh

j=0

Przyktfad
H-odpowiednik dla funkgji f(x) = (x + b)", gdzie a = 0:

(x+m”=§j<7>wﬁ4

Jj=0

Przytoczymy kilka faktéw, ich dowody sa podobne do juz przeprowadzonych

dla g-odpowiednika.

(x —a)*" = (x — a)a(x — a — nh)y
Di(a—x)p=—n(a—h—x)] "
1 n
D =
"x—ap  (x+h-a)y?
1
Dy, ! = n oraz (x—a),"

(a—=x)5  (a—x)p*

- (x —a—+ nh)}
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h-odpowiednik funkcji wyktadniczej e*

Omoéwmy teraz h-odpowiednik funkcji wyktadniczej f(x) = ej. Trzy
wiasciwosci ktére f(x) powinna mieé:
(i) f(0)=1,
(i) Dnf(x) = f(x),
(i) f(x) mozna rozwina¢ wokét 0 dla wzoru h-Taylora dla matych h (z
N = o).
Te trzy wiasciwosci jednoznacznie charakteryzuja f(x), z punktéw (i) oraz (ii)
wiemy, ze (D4/f)(0) = 1 dla dowolnych j =0,1,....
Z wzoru numer (1) mamy dla a = 0:

Zoo x — 0, Zooxxfh~~xf j—1)h
-5 DRSS Z(f)'f

Zatem mamy
ey =(1+h)n
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W szczegélnosci ef = 2% oraz przy h — 0 wyrazenie (1 + h)% zbiega do e.
Zauwazamy, ze
a(x+h) ax
1+h —(L+h)w 1+h)*-1 ax
Dy = LEMN T (U WT _ (Ah 1, s
h h —_——

ax
h

zatem

ax ax . . 1+h*-1 1+h*-1
Drey™ = [a]1+ney™  poniewaz [a]i4n = (1 +/3_ = ( /3

Jezeli DyF(x) = f(x) to F(x) nazywana jest h-pierwotna funkcja f(x) i piszemy:

/ f(x) dnx

H-catka na przedziale z x = a do x = b, gdzie a i b réznia sie catkowita
wielokrotnosciag h, moze by¢ zdefiniowana jako skonczona suma.

Definicja 2
Jezeli b — a € hZ to definiujemy okreslona h-catke jako:
h(f(a)+f(a+h)+---+f(b—h)) jezelia<b

b
/ f(x)dyx = 0 jezelia=»b
a —h(f(b)+ f(b+h)+---+f(a—h)) jezelia>b

W definicji tej h-catka jest suma Riemanna dla f(x) w przedziale [a, b].
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Podstawowe twierdzenie h-rachunku

Twierdzenie 1
Podstawowe twierdzenie h-rachunku

Jezeli F(x) jest funkcja h-pierwotna od f(x) i b— a € hZ, to
b
/ f(x) dix = F(b) — F(a) 2
Dowod

Jezeli b > a wtedy z definicji mamy:

. (b=a) 4 (b=2) 4
/ f(x)dix=h > f(a+jh)=h Z D F(x)|x=atjh =
a j=0

(b;a)71

(F(a+ (j +1)h) — F(a+ jh)) = F(b)

j=0

- F(a)

Przypadek, gdy a > b jest podobny, natomiast przypadek gdy a = b jest
oczywisty.
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Stosujac Twierdzenie 1 do Dy (F(x)g(x)) i stosujac wzér na h-pochodng
iloczynu, otrzymujemy wersje h-catkowania przez czesci:

/b f(x) dng(x) = f(b)g(b) — f(a)g(a) — /bg(X + h) dnf(x) (3)

a

gdzie (przy zatozeniu, ze a < b):

/f ) drg(x) = /f )Drg(x) dnx =

(b=a)

—h Z f(a+ jh)(Drg)(a + jh) =

b—a) _
h

= f(a+jh)(g(a—+jh+ h) — g(a+ jh))

j=0

[

Przyjmujac h =1 i ze a, b s3 liczbami catkowitymi, gdzie a < b, dla funkgji
©(x) definiujemy:

F(x) = 9(0) + ¢(1) + -+ +p(x — 1)

gdzie x € Z. Innymi stowy D;f(x) = ¢(x).
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Podstawiajac do wzoru nr (3) otrzymujemy:

Y eU)sli +1) = g(BF(B) — g(a)f(a) — 3 FU) (&l +1) - ()

Jezeli x — a € hZ to korzystajac z wzoru nr (3) oraz wykorzystujac ponizszy
wzor:
Dn(a—x)p=—n(a—h—x)] "

otrzymujemy

f(X)—f(a):/X Duf(t) dnt = —/X Dyf(t) du(x — t)

a a

= (Duf)(a)(x — a) + /X(x — h— t)Dif(t) dat

— (Duf)(a)(x — a) - %/ D2F(t) dy(x — £)2
= (Duf)(a)(x — a) + %(fo)(a)(x —a)p - %/X D3 f(t) dn(x — t);

a

itd.
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zatem dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n

" (Dif)(a .
fFx)=>_ %(X —ay, — / DHF(t) di(x — t)p ™ (4)

= n+1

" (Dif)(a . x
f(x):zi( gl )(xfa)Jth%/ (x— t— BEDI () dht (5)

Wzér ten nazywa sie wzorem interpolacji Newtona. Z punktu widzenia
h-rachunku jest to reszta we wzorze h-Taylora.
Zatézmy, ze h > 0. Z Definicji 2 warto$¢ bezwzgledna powyzszej reszty jest
ograniczona przez:

1

~|x — a|" max |Dy |

n! [a,x]
Niech x = anh, gdzie m jest dodatnia liczba catkowita. Wtedy catka we wzorze
nr (5) jest réwna:

3
|
.

((a + mh) — (a+ jh) — h):Dg“f(a + jh)

.
Ii
o

z Definigji 2.
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Poniewaz funkcja g(t) = (a + mh — t — h)}, znika, kiedy

t=a+ (m—1Nh,a+ (m—2)h,...,a+ (m— n)h, reszta we wzorze h-Taylora
znika, kiedy m jest liczba catkowita od 1 do n. Catka oczywiscie réwniez znika,
kiedy m = O. Zatem skonczona suma we wzorze nr (5) jest dokfadnie réwna
f(x) przy n+ 1 réwnomiernie rozmieszczonych punktach

x =a,a+ h,a+ 2h,...,a+ nh. Natomiast suma, rozpatrywana jako funkcja
od x, jest w rzeczywistosci interpolacja wielomianu stopnia n, ktéry przybliza
dowolnga funkcje f(x) w przedziale [a, b = a + nh].
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