Wielomiany
Bernoulliego
L liczby
Bernoulliego.

Sumy poteg

Na podstawie 23 i 24
rozdzialu ksigzki
"Quantum Calculus"
Victora Kaca

i Pokmana Cheunga

opracowat:
Jakub Stachow




Streszczenle

W pierwszej czesci prezentacji poznamy sekwencje wielomianow,
ktora jest w bliskiej relacji do h-pierwotnej wielomianéw i ma
wiele waznych zastosowan. Zdefiniujemy wielomiany i liczby
Bernoulliego oraz zbadamy kilka ich wtasnosci.

Natomiast w drugiej czesci przyjrzymy sie blizej relacji miedzy

wielomianami Bernoulliego a rachunkiem h-rézniczkowym.




Liczby Bernoulliego - wprowadzente

Liczby Bernoulliego sa ciggiem liczb wymiernych, ktdre czesto
pojawiaja sie w rozmaitych zagadnieniach zwigzanych z teorig
liczb. Zostaly odkryte niemalze w tym samym czasie przez dwoch
matematykow jednoczesnie - przez Szwajcara Jacoba Bernoulliego
(od ktorego wziely one nazwe) oraz przez Japonczyka Seki Kowa.
Wystepuja one np. w rozwinieciach funkgcji stycznych w szereg
Taylora, we wzorze Faulhabera na sume m-tych poteg pierwszych
n dodatnich liczb catkowitych oraz w wyrazeniach dla niektérych
wartosci funkgji zeta Riemanna.




Definicja. W rozwinieciu Taylora
o Bn(X) _n ze™
n=0

n! ez—1’
B, (x) sa wielomianami x dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n. Sq one

znane jako wielomiany Bernoulliego.
Jesli zrozniczkujemy obie strony powyzsze] rownosci wzgledem x,
otrzymamy:

Bnp!(x By (x
%oon()znzz _Zoo n()n+1,
n! e?—1 n!

Poroéwnujac wspoltczynniki dla z", gdzie n > 1, uzyskujemy:

B, (x)=nB,_1(x). (23.2)
Wraz z faktem, ze B,'(x) =1 (co mozemy uzyskaé przez przyjecie
z dazacego do zera z obu stron réwnania), otrzymujemy, ze stopienn B, (x)
jest rowny n i wiodacy wspolczynnik jest jednoznaczny. Uzywajac (23.2),
mozemy wyznaczy¢ B, (x) jeden po drugim, pod warunkiem, ze ich stale
warunki sg znane.




Definicja. Dla n = 0, wartosci kolejnych wielomianéw Bernoulliego
b, = B,,(0) nazywamy liczbami Bernoulliego.

Kladac x = 0 w rownosci (23.1), otrzymujemy:
T2zt =—— (233

eZ—1

Odtad uzywajac rozwiniecia Taylora mamy:

z 1 B 1
ez—1 z0 z'  z%2  Z3 z  z? | 73
Tratyrtpt gyttt

i wlasnie ten dlugi podzial mozemy wykorzystywac¢ do znajdowania liczb
Bernoulliego. Jednakze chcielibySmy okresli¢ b, 1 B, w prostszy
oraz bardziej usystematyzowany sposob.

Zeby to osiggnaé, potrzebujemy nastepujacego stwierdzenia.




Stwierdzenie 23.1. Dla kazdego n = 1, mamy:

B,(x +1) — B,(x) =nx""1. (234)

Dowod. Porownujac wspolczynniki dla z" w wyrazeniu

o Bn(x+1) SN Jo Bn n _ ze?HD) _geZX 70ZX — iezx
n=0 p n=0 p e?—1 N dx ’
n_n
. zX o0 X Z .
gdzie e** = )p_o———, mamy:

B,(x+1)—B,(x) = d% x" =nx" L [




Stwierdzenie 23.2. Dla kazdego n = 0, mamy:
By () = X7 (7) bjx™ . (235)

Dowod. Niech F,(x) = Xj_, (7) b;x"J. To wystarczy do pokazania, ze
(1) E,(0)=b, dla n=>0 oraz (2) F,'(x) =nF,_1(x) dla kazdego n>1,
odkad te dwa warunki jednoznacznie charakteryzuja B, (x).

Pierwszy warunek jest oczywisty.

Jesli chodzi o drugi warunek, biorac pod uwage fakt, ze dla

_ (n—j)n! n! _ (n—l)’

jin=)!  jli(n—j-1)! j

n > j = 0 prawdziwe jest, ze (n — j) (’;)
mamy dlan > 1:

iF (x) — 1’_1—1 (n) (Tl _ -)b_xn—l—j — nzn—l (n—l) b_xn—l—j
dx " J=0 \j J)Dj j=0\ j j ,

co konczy dowod. [




Podstawiajac x = 1 do (23.5) mamy:
Bo(1) = X7 (%) by = 2023 (7) by + (Db = by + X723 (7) by, gdzien = 1.

Jednak, dla kazdego n = 2, mamy B, (1) = b,, co wynika z (23.4) dla x = 0.

W zwiazku z tym, dla n = 2 uzyskujemy prawidlowos¢
= () =0 (@230)

Ten wzor pozwala nam oblicza¢ liczby Bernoulliego indukcyjnie.




Kilka pierwszych z nich wyglada nastepujaco:
1 1 1 1
bO — 1, b1 — _E, bz — g, b3 — O, b4_ — _5, b5 — O, b6 — E (237)
Mozna pokusi¢ sie o zgadniecie, ze |b,| dazy do zera przy n — oo.
Jednak, jesli rozwazymy nastepne liczby w tej sekwencji:

1 5 691 7 3617
b = b = — b = —_—— == — b - —
b 43867 174611 , 854513 L. _ 236364001
18 ™ 59g 7 720 T 330 7 227 138 /724 T 2730 ’

mozemy zauwazy¢, ze ich wartosci ogélnie rosng wraz ze zmiang znaku.
Warto takze zaznaczy¢, ze jedyna niezerowa liczbg Bernoulliego
o nieparzystym indeksie jest b;.




Tak wyglada graficzna interpretacja
Bernoulliego oraz ich rozwiniecia dziesietne:
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kilkunastu pierwszych

liczb

Liczby Bernoulliego

b,, (ulamek)

1

+1/2

1/6

0

~1/30
1/42
~1/30
5/66
-691/2730
7/6
~3617/510
43867/798
~174611/330

b,, (rozwiniecie
dziesietne)
+1.000000000
+0.500000000
+0.166666666
+0.000000000
—-0.033333333
+0.023809523
—-0.033333333
+0.075757575
—-0.253113553
+1.166666666
—7.092156862
+54.97117794
—529.1242424




Inng wazna wlasnoscia liczb Bernoulliego jest b,, = 0 dla liczb nieparzystych
n = 3 (tzn. By,41 = 0dlan = 1,2, ...). Wynika to z faktu, ze funkcja

[ b_n n_ _z zZ _z eZ+1
f(Z) - ZTL=O n! Z blZ o eZ—-1 + 2 o 2 eZ—-1

jest parzysta, to znaczy f(—z) = f(2).

Wspotczynnik przy t" w rozwinieciu w szereg Taylora wzgledem 0 dla
dowolnej funkcji g(t) znika dla kazdego nieparzystego n, poniewaz jesli
g jest parzyste, g"(t) = (—=1)"g"(—t) dla kazdego n i g"(0) =—g"(0)
dla kazdego nieparzystego n.




Kolejna interesujaca formuta dotyczaca liczb Bernoulliego moze by¢
uzyskana przez rozwazenie x = —1 po obu stronach (23.4) 1 (23.5), co daje:

by +n(—D" = B, (-1) = ¥ (1) by (1),
lubn =1+2+372(-1)/(") by.

Podstawiajac j = j + 1 oraz n = n + 1, otrzymujemy:
bj+1 1 1

(el GO () rerinieint-a




Stwierdzenie 23.3. Dla kaz’dego n=>1
120 ( )B (x) =nx™"1.  (23.9)

Dowod. Dla n =1 ré6wnos¢ jest oczywista. Zakladajac, ze rownanie jest
prawdziwe dla pewnego k > 11 uzywajac , mamy:

%Zﬁ (kﬂ)B'(x) = ] —1J (k+1) j— 1 (x) = (k+1) j= 1j(] 1) j— 1(x) =
=(k+1) T623 7 (%) Bi() = (e + Dkt = (k + 1) =

lub rownowaznie ;{=o (k +1) Bi(x) =(k+ DxK + C, dla pewnej stalej C.

Ktadac x = 0 i uzywajac (23.6) mozna pokazac ze C = 0.
W zwiazku z tym, przez indukcje, powyzsze stwierdzenie jest prawdziwe
dla kazdej dodatniej liczby catkowitej. [




Jak wspomnieliSmy wczesniej, dzigki formule (23.6) i wiedzy o liczbach
Bernoulliego mozemy indukcyjnie wustali¢ wielomiany Bernoulliego.
Tak wygladaja pierwsze z nich:

EBernoulli polynomials

BO(x)=1/
Bl(X)ZX—%,
1
Bz(x)=xz—x+g,
3 1
B — 3 2 _
3(x) = x 5 X +2X, 1
B — x4 2x3 4 x2——
+(x) =x SX XS 301
B:(x) = x° —EX4 +§X3 — X
Be(x) = x6 —3x5 + 2x* —1x2 4 =
2 2 42

Interpretacja graficzna wielomianéw Bernoulliego




Teraz przejdzmy do drugiej czesci prezentacji. Przyjrzyjmy sie relacji
miedzy wielomianami Bernoulliego a rachunkiem h-r6zniczkowym.
Ze Stwierdzenia (23.1) mamy:
DBy (x) = B, (x + 1) — Bp(x) = nx™7 %,

lub rownowaznie: n [ x" 1d,(x) = B,(x), (24.1)
gdzie D; jest h-pochodna dla h =1 oraz [ f(x)d;(x) zatrzymuje sie dla
h-pochodnej z h =1. Stosujac twierdzenie (22.14) fundamentalne dla
rachunku h-r6zniczkowego, mamy dla nieujemnej liczby catkowitej n:

A"+ (@+ D"+ ot (b= D" = [ xndyx = 2Bl (o )

gdziea < borazb —a € Z.
Jesli przepiszemy prawa strone rOwnania uzywajac (23.5) oraz przyjmiemy
a=0,b=M+ 1, mamy:

Sk =30, (") (M + DM (243)

n+1




Kiedy liczby Bernoulliego sa juz dla nas znane, mozemy uzywajac (24.3)
fatwo znalez¢ wzor na sume poteg liczb catkowitych.

Dla przykiadu, gdy n = 1, stosujac (24.3) otrzymujemy:
1+2+3++M=3 k' =251, (%) (M + 1)? b, =

2 4J=0
=2 (M + 12— (M + 1) = T

Sa to tzw. liczby trojkatne.

Ich graficzna interpretacjadla M = 1,2, ...,6
zostala przedstawiona na rysunku obok.

Kolejne liczby trojkatne to:

0,1, 3,6,10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 105,
120, 136, 153, 171, 190, 210, 231, 253, 276,300, 325,

351, 378, 406, 435, 465, 496, 528, 561, 595, 630, 666...




Dla n = 2 mamy:
124224324 -+ M2 =%} k? =§<(M+1)3 —%(M+1)2 +%(M+1)> =

M(M+1)(2M+1) _ 2M3+3M?+M

6 6
Nazywamy je kwadratowymi liczbami piramidalnymi.

Tak mozemy przedstawic je w sposob graficzny:

g+m+@+ﬁ




Dla n = 3 mamy:
13+ 23433 4+ M3 = T K3 =2 ((M + D* —2(M +1)° + (M + 1)?) =

(M(M+1))2 _ M*4+2M3+M?
2 - 4 '

Dla n = 4 mamy:
e (R U R TRV [URSHE

_ M(C2M+1)(M+1)(3M?+3M-1) _ 6M5+15M*+10M3-M

30 30




Interesujagcym zbiegiem okolicznosci jest, ze dla kazdej dodatniej liczby
catkowitej M prawdziwe jest:

134+235+ . +M3=(14+2+ ..+ M)?.

Rowniez (24.3) ujawnia ogolny fakt, ze dla 1" +2"+ .. + M" jest
wielomianem M stopnia n + 1. Ten wielomian, dla kazdej dodatniej liczby
catkowitej n, zawiera czynnik M(M + 1). Skoro prawa strona réwnania (24.3)
jak tatwo widac znika dla M = —1, uzywajac (23.6) mamy, ze znika réwniez
dlaM = 0.




Dziekuje za uwage!




