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Wzor Eulera-Maclaurina

Przypuscmy, ze D,F(x)= f(x). Stosujgc zwykty wzdr Taylora mamy,

ze:

0 (n) n 0 nERn
Foxahy=3"F r(]:‘)h =(Zh D JF(X)

n=0 n=0 n!
i w zwigzku z tym mamy formalnie, ze

F(x+h)=e"™F(x) (1)

, gdzie D Zdi' A zatem mamy
X

_F(x+h)-F(x) _e™-1

f(x) - ™

F(x)

lub

F(x) =eth—D_l [fooox  (2)



Korzystajac z definicji liczb Bernoulliego mamy

hD_l_Z n( D)",

n0-

a zatem

o0

F(X) Z (hD)" j f(x)dx.

n=0

Korzystajac z faktu, ze b, =0 jesli n jest nieparzyste i wieksze od 2,

otrzymujemy wzor Eulera-Maclaurina

bgnhzn

Gy 00 @)

F(X) = jf(x)dx——f(x)+z

Przypus¢my, ze h=1 i b—aeN. Korzystajgc z podstawowego
twierdzenia h-rézniczkowego mamy, ze

Zf(n) j f(x)dx——(f(b)—f(a))+ ) (gzn)l( fem) - eI () (4)

Jesli f spada tak szybko z x tak, ze wszystkie jej pochodne
0siggajg 0 przy x — o, to



i £(n) :z f (x)dx+% f(a)—g% e (a).  (5)

Zeby usprawiedliwi¢ formalne rézniczkowanie tych wzoréw,
rozpatrzmy kilka przypadkéw. Jesli f(x)=x°, gdzie s jest dodatnig
liczbg catkowitg, to (4) staje sie

o

7 s+l s-1 s S st
1 S:b —a _b —a +Zlb—mS(S—l)...(S—m+2)(bs_m+l—as_m+l):
m=2

n
= s+1 2 = m!
x=b
L(s+1
1 (Xs+l_s+1xs+z( mexsﬂmJ
s+1 2 —~lm o

, a to jest réwne po prostu il(BM(b)— B..,(a)), gdzie B,,(x)jest
S+
wielomianem Bernoulliego.

Jako drugi przypadek, rozpatrzmy (5)z f(x)=e™ i a=0.Lewa

strona réwnania jest szeregiem geometrycznym

2 1
efl n —
nZ;‘( ) 1-e™

, CO zgadza sie z prawa strong:

8

b, 1

n

Zion)l el-1

N



, gdzie skorzystalismy z tego, ze Zb—”l 7" = ZZ
= nl e’ —

1 b,=0 dla kazdego

nieparzystego n wiekszego od 2 i podstawienia z=-1. W zwigzku z
tym, wzor Eulera-Maclaurina ma wiecej niz jedynie formalng wartosé,
przynajmniej dla funkcji, ktdre szybko malejg w nieskonczonosci, jak na
przyktad f(x)=e™".

Dla wzordéw (4) i (5), chociaz zaréwno lewa, jak i prawa strona
zawierajg sumowania, to te po prawej stronie mogg zbiegac duzo
szybciej od tych po lewej. W takim przypadku, te wzory zapewniajg
skuteczne sposoby na na oszacowanie skonczonych i nieskoriczonych
sum. Jednakze musimy by¢ ostrozni z wprowadzaniem tych wzorow dla
oszacowania sumy, poniewaz |b, | rosnie w sposob nieokreslony od n.

Rozpatrzmy f(x)=x7?.Poniewaz f™(x)=(-D"-2-3-...-(n+1)-x"?, mamy

Zobaczymy, ze szereg po prawej stronie rdwnania zbiega szybko, ale
dla wystarczjgco duzego n, |b, | staje sie dominujacy nad a*", a suma
czeéciowa coraz drastyczniej odbija sie w gére i w dot. Zeby zobaczyé, jak
dobrze pewna suma czesciowa przybliza obecng wartosé, chcieliby$Smy
zrozniczkowaé wzor podobny do (4), ale nieskoriczong sume znajdujaca
sie po prawej stronie rownania zastgpimy N -tg sumg czesciowq s,

zwiekszong o reszte R,.

Przepiszmy prawag strone (4) jako

i%(h(k)(b)—h(k)(a))

k=0



, gdzie h(x)zjf(x)dx.Przypus'c'my, 7e aeZ i b=a+1. Rozwazmy

N -tg sume czeSciowa:

-y Bkk(!o) (% (@a-+1)—h® (a))

, gdzie N jest dodatnig liczbg catkowita. Jesli dokonamy

podstawienia g(x)zBNT(IX),mamy g (x) = %222 k() , co wynika z tego, ze

B,(x)=nB,,(x). Poniewaz B, (x+1)—B,(x)=nx ‘1, to B ()=B,(0) dla
k=1 oraz B,(@)=B,(0)+1. W zwigzku z tym

=3[ B0 B0 )| e -

k=0

> (o™ PO (a+1- g Y @)+ (@) =

h'(a) - i g™ (x)h® (a+1-x)

x=0

Poniewaz funkcja
N
G()=>.9™"(xh"(a+1-x)
k=0

ma bardzo prostg pochodng



N
G'(x)=> g™ P (x)h®(a+1-x)
k=0
N
— z g™ 0h* Y (@a+1-x)

N
=> 9" (xh®(@a+1-x)

0

zZ =~

g (N (x)h™® (a+1-x)

x

= g(N*l)(x)h(a+1— X)—g(x)h™"*?(a+1-x)
=—g(x)h™?(a+1-x)

, gdzie g™ (x)=0, poniewaz degg=degB, =N imamy
1
sy =h'(2)-G@®) +G(0) =h'(a)+ [ g()h" (a-+1-x)dx
0

Lub

=

ib

k=0

|( 6D (a+1)— f*D(a))= f(a)+iBNT(!X) f ™ (@a+1-x)dx

=

, jesli oznaczymy _[f(x)dx przez fP(x). Dokonujgc zamiany

zmiennej x=a-+1-t w catce, otrzymujemy

N

f(a)= Z—k( f €D (as1)— D (a))

koo k!
a+l

a



, gdzie {y}<[0,1) oznacza cze$¢ utamkowa liczby rzeczywistej y. W
rzeczywistosci, poniewaz a jest liczbg catkowitg, todla a<t<a+1
mamy -a<l-t<-a+1, azatem {l-t}=a+1-t.Ostatecznie, jesliza a

podstawimy a-+l,a+2,...,b—1 izsumujemy te wszystkie wyrazy,

otrzymujemy

o

=

(=3 2 (1000) - 100 @) [BE&Droga @)

n=a k=0 a

badz,z N=2m+1

um:jfmm—%(um—f@»

(£ () f @D ()  (8)

)l

j). BZm+1({1 t}) f (2m+1) (t)dt
! 2m+)!

, ktory jest wzorem Eulera-Maclaurina z resztq. Jesli f ijej

pochodne znikajg w nieskoriczonosci, mamy

c b 2k-1
}:um IfﬁMt&—Hm }:Qm'ﬂ )(a)

. (9)
J‘ BZm+l({1 t}) f (2m+1) (t)dt
) (2m+1)!



Z (7) wynika, ze mozemy podstawi¢ 2m+1 za 2m w reszcie (8) i (9)
jesli m=>1.

Wzory (8) i (9) mdéwia, ze btad przyblizenia sum po lewej stronie
przez s,,., jestzadany przez wyrazenie reszty

Ry~ [P g oz (10)

By oszacowac jej rozmiar, potrzebujemy gornej granicy B, .(x) na

przedziale [0]]. Z definicji wielomianow Bernoulliego mamy, ze

dla kazdego ae<[0,1]. Wiadomo z analizy zespolonej, ze promien
zbieznosci szeregu potegowego z funkcji f(z) w otoczeniu z=0 jest
zadany przez odlegtosé na ptaszczyznie zespolonej z poczatku uktadu
wspotrzednych do najblizszego punktu, gdzie f(z) ,wybucha” (Na
przyktad dobrze wiadomo, ze promien zbieznosci szeregu
geometrycznego Zz“ jest rowny 1, co takze wynika z faktu, ze ta suma

n=0

rowna sie li wszedzie, gdzie ten szereg zbiega). Tutaj wszystkie

punkyy, gdzie Zil wybucha sg postaci 2zni, gdzie n jest liczbg
e —_
catkowity; a zatem najblizej od poczatku uktadu wspétrzednych znajduja
sie *+27.Promien zbieznoséi szeregu (11) jest zatem réowny 27 .
Z drugiej strony inny fakt z analizy zzespolonej méwi nam, ze jesli R
jest promieniem zbieznosci szeregu potegowego Zanx“ , to granica

gorna wartosci (Ja, |R")""=R|a,['"" jestréwna 1, np. |a,['" jest



ostatecznie ograniczona przez 1/R, ale nie przez zadne mniejsze liczby

(mozna usprawiedliwi¢ ten fakt rozpatrujac szereg geometryczny
D> a"x", gdzie R=1/|«|). To wszystko oznacza, ze jesli n dazy do o, to

(| Bn(aoqﬁ 1
n! 27

lub

|B.(@)]_ 1
nl @z)"

A zatem z (10) wynika, ze wymagana granica |R,.,| ma rozmiar

podobny do

1 b
e AROLE

Jest waznym, by zauwazy¢, ze nasza dyskusja na temat rozmiaru
IR,ma| nNie jest rygorystyczna. Jednakze powyzszy wynik jest prawidtowy,

poniewaz wiadomo, ze dla a<[0]]

|BZm+l(a)| < 492”

___ (12)
em+1)!  (27)™™

(To przyblizenie mozna otrzymad rozwijajagc B,...(X) W szereg

2m+1

Fouriera). W zwigzku ztym, mamy



| 2m+1| W” £ (2m+1) (t)‘dt (13)

Jesli np. dokonamy w powyzszym wzorze podstawien
4e?"
(272_)2m+1

idzie do O i ze szereg Eulera-Maclaurina jest zbiezny.

f(x)=e™,a=0,b=c, to méwi on nam, ze |R,,,|< bardzo szybko

Nastepnie ponownie rozpatrzmy f(x)=x72,b=cw. Przypusé¢my, ze

chcemy oszacowac sume

1 (14

n N

i najpierw zrobimy to dodajac duzg liczbe wyrazen, powiedzmy 1000.
Ogon sumy moze zosta¢ oszacowany przy uzyciu catek, mianowicie

0,001= T %< 3 iz<j 9 _0,001001...

1000 n=1000 999

Widzimy, ze nasza pierwsza metoda daje nam doktadny wynik tylko
do széstego miejsca po przecinku. A co, jesli péjdziemy dalej i uzyjemy (9)
do przyblizenia ogona? Z (13) mamy nierdwnos¢

4% (2m+1)!
|R2m+l| < 2m+l *
1000(20007)




W szczegdlnosci mamy

R;| <107, |R;| <107, |R,| <107,

To oznacza, ze kilka obliczen wiecej znacznie zwieksza doktadnosc
naszego przyblizenia.

Kuszgcym jest stwierdzi¢, ze im wiecej obliczen wykonamy, tym
dokfadniejsze otrzymamy przyblizenie. Jednakze stosunek

2m(2m+1)

|R2m+l _

IRyns|  (20007)

ostatecznie przekracza 1. Kiedy m jest mate, |R,,.,| szybko sie
zmniejsza i sumy czesciowe wydajg sie zbiegac do kiedy m~1000~,
wartos$¢ |R,,.| jest zminimalizowana, a poza tym, sumy czeSciowe
zaczynajg sie coraz zywiej odbija¢ od obecnej wartosci. W ogdélnosci, jesli

ogon zaczyna sigod n=a, [R,,.| jestzminimalizowane kiedy m~ra.

Dokfadna wartos¢ sumy (14) zostata odkryta przez Eulera i byta ona

2
, T . , . . . .
rowna — . Jest wiele sposobdw na udowodnienie tego: jeden z nich

wykorzystuje analize zespolong, natomiast inny szeregi Fouriera.
Obydwa z nich pozwalajg rowniez obliczy¢ doktadng wartosc g%,
gdzie s jest parzystg liczbg catkowita: ta suma okazuje sie by¢ rowna
%jm. Jednakze nie zostata jeszcze odkryta zblizona forma tych sum,

gdy s jest nieparzyste.

Na koniec rozpatrzmy dwa inne proste przyktady wzoru
Eulera-Maclaurina (8) z a=1,m=1.



Przyktad 1. f(x) =1. Wodwczas mamy
X

b
i =logh+R(b), gdzie !im R(b)=c (15)

n=1
Liczba ¢ zwana jest statg Eulera.

Przyktad 2. f(x)=logx. WOwczas mamy
" 1 .
Iog(b—l)!:jlogtdt _EIOQ b+R,(b), gdzie tI)lm R(b)=C (16)
1
Catkujac przez czesci, mamy
b
j log dt =b(logh-1) .
1
A zatem, dodajac logb do obu stron (16) otrzymujemy
b b
log b!=log \/B(Ej +R (D).

W zwigzku z tym



b
b!~e°\/5[gj przy b—oow. (17)

Dodatkowe obliczenia pokazuja, ze € =27 . Wynik to znany wzér
Stirlinga.



