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Wprowadzenie

Na przestrzeni ostatnich dwdch dekad problem oszacowan Gevreya oraz sumowalnosci
rozwigzan formalnych réwnan rézniczkowych czastkowych byt wielokrotnie podejmowany.
W [3] analizie zostalo poddane liniowe rownanie o statych wspotczynnikach. Réwnanie prze-
wodnictwa cieplnego oraz jego uogolnienia sg przedmiotem rozwazan w [2] oraz [18]. Badania
byly dalej rozszerzane na coraz ogélniejsze réwnania liniowe o wspo6tczynnikach zaleznych
zarowno od zmiennej czasowej t jak w [25], jak i od wszystkich zmiennych w [19]. Wyniki
te byly dalej uogolniane takze ze standardowych probleméw Cauchy’ego na zagadnienia typu
Cauchy’ego-Goursata w [16] i [20] oraz na rownania nieliniowe w [23] i [24]. W kazdym ze
wspomnianych przypadkéw za baze shuzyta teoria szeregow formalnych i sumowalnosci ze-
brane w monografiach [1] i [9], w szczegblnosci uogdlnione operatory Borela i Laplace’a oraz
ich wilasnosci, a do uzyskania poszukiwanych wynikéw wykorzystywano zdefiniowane spe-
cyficznie dla kazdego przypadku normy. W przypadku poszukiwania oszacowan Gevreya dla
rozwigzan rownan liniowych analizowany by} diagram Newtona, ktorego zwiazek z rzedem Ge-
vreya rozwigzania formalnego zostat zaprezentowany w [28] (wiecej szczegdtéw w Rozdziale
4).

Kolejnym kierunkiem, w ktorym podazyty badania, jest uogolnienie wczesniej wspomnia-

nych wynikow na rownania moment-rozniczkowe. Pojecie operatora moment-rézniczkowego

Un Un+1
O Dt = 2y
gdzie (m(n)),>o jest pewnym ustalonym ciggiem momentéw, pojawilo sie¢ po raz pierwszy
w [3] (Definicja 2.12) i jest $ci$le zwigzane z funkcjami jadrowymi oraz funkcjami momen-
tow (Definicja 2.2). Operator ten pozwala poszerzy¢ rozwazang klase rownan miedzy innymi
o roOwnania g-r6znicowo-rézniczkowe, ktore byty juz badane pod katem sumowalnosci roz-
wigzan w [26], oraz rGwnania zawierajagce pochodng utamkowa Caputo. Przedmiotem do-

tychczasowych badan byty liniowe réwnania moment-rézniczkowe o statych wspotczynnikach



w [10] oraz o wspétczynnikach zaleznych wylacznie od zmiennej czasowej w [13, 22]. Poja-
wily sie takze dalsze uogdlnienia samego operatora moment-rozniczkowego szerzej omawiane
w Rozdziale 7. W [7] i [8] omawiany jest problem sumowalnosci, a wyniki wspomnianych roz-
wazan mozna wyrazic takze w jezyku moment-rozniczkowania w sensie definicji z [3]. Gléwne
wyniki zaprezentowane w niniejszej pracy pochodza z [13], [22], [7] i [8].

Rozprawa doktorska zostata podzielona na osiem rozdzialdw. Rozdziatl 1 zawiera podsta-
wowe definicje i wlasnosci dotyczace funkcji analitycznych, szeregdw formalnych oraz sek-
toréw i obszaréw sektorowych na powierzchni Riemanna logarytmu. W Rozdziale 2 wprowa-
dzone zostaly pojecia funkcji jadrowych i funkcji momentéw. Oba te pojecia stanowia baze dla
bardziej ogélnych odpowiednikow operatoréw Laplace’a i Borela oraz rozniczkowania.

Nastepnie w Rozdziale 3 szczegétlowo omdwione zostaly wiasnosci szeregéw formalnych
niezbedne do dalszych rozwazan. W szczeg6lnosci zdefiniowane zostaly takie pojecia jak rzad
Gevreya szeregu i rozwiniecia asymptotyczne. Zaprezentowany zostal takze dowod Lematu
Watsona, istotnego wyniku mowigcego o jednoznaczno$ci rozwiniecia asymptotycznego okre-
Slonego rzedu Gevreya funkcji holomorficznej na pewnym obszarze. Ostatni podrozdziat po-
Swiecony jest problemowi sumowalnosci szeregéw formalnych.

W kolejnych dwoch rozdziatach przedstawione zostaty wyniki dotyczace rzedu Gevreya
rozwiazan formalnych liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych otrzymane i opubliko-

wane odpowiednio w [13] oraz [22]. W Rozdziale 4 analizie podlega problem postaci

P(amo,ta aml,zla cee 78mN7zN)u(ta Z) = f<t7 Z)

8fnmtu((), z)=gj(z)dla0<j < M

gdzie P(Opg ts Omy 215 - - - » Omy .2y ) jESt liniowym operatorem o wspétczynnikach zaleznych wy-
faczne od zmiennej ¢, @ Oyt Omy 215 - - - Omy .2y OZDACZaja operatory moment-rozniczkowe.

W pierwszym podrozdziale zdefiniowany zostat diagram Newtona. Omawiamy tez jego zwig-
zek z rzedem Gevreya rozwigzania formalnego dowolnego rownania liniowego. Nastepnie de-
finiujemy normy formalne i szczeg6lowo omawiamy ich wiasnosci. Gléwnym wynikiem tego
rozdziahu jest Twierdzenie 4.1. W Rozdziale 5 omawiany jest nieco bardziej ztozony, cho¢ wciaz
analogicznie skonstruowany problem, ktdrego wspotczynniki sa zalezne zarowno od zmiennej
t,jakiod z € CVN. W tym celu korzystamy ze zdefiniowanych w tym rozdziale zmodyfikowa-
nych norm Nagumo oraz, ponownie, z wiasnosci diagramu Newtona. Glowny rezultat zawiera
Twierdzenie 5.1.

Rozdziat 6 poswiecony jest problemowi sumowalno$ci rozwigzan formalnych réwnan linio-



wych o wspélczynnikach zaleznych wylgcznie od zmiennej z € CV. Zaprezentowane w nim
rezultaty sa szczegdlnym przypadkiem wynikow z [7] oraz [8]. W pierwszym podrozdziale
omawiamy problem dla uogélnionego rownania przewodnictwa cieplnego, a nastepnie prze-
chodzimy do ogo6lniejszej klasy operatorow liniowych. Najwazniejsze wyniki zaprezentowane
zostaty w Twierdzeniach 6.1, 6.21 6.3.

Otwarte problemy oraz mozliwe kierunki dalszych badan zostaly przedstawione w Roz-
dziale 7. Ostatni rozdziat zawiera kilka technicznych twierdzen i lematow wykorzystywanych
w treSci pracy, ktére w celu poprawienia czytelnosci tekstu nie pojawiaja sie w jej glownej

czesci.



ROZDZIAL 1

Notacja i podstawowe definicje

Niniejszy rozdzial zostal oparty w znacznej mierze na [1] i ma na celu usystematyzowanie
podstawowych poje¢ wykorzystanych w dalszej czesci pracy. W kolejnych podrozdziatach za-
prezentowane zostaty definicje sektoréw i obszaréw sektorowych wraz z ich najwazniejszymi
wlasnosciami, charakterystyka pierscienia szeregéw formalnych oraz wazniejsze pojecia doty-
czace funkcji analitycznych definiowanych na sektorach.

W dalszej czeSci pracy przyjmujemy, ze N oznacza zbiér liczb catkowitych dodatnich oraz
Ny = NU {0}.

Rozwazmy przestrzen CV, gdzie N € N. Wowczas dla dowolnego R > 0 zbi6r
Dp={z=(z1,...,2n8) €CY: |z < Rdlaj=1,...,N}

nazywamy polidyskiem otwartym o promieniu R.

Nalezy zauwazy¢, ze tak zdefiniowany zbiér jest otwarty w C. Analogicznie definiujemy
polidysk domkniety Dy, zmieniajac jedynie nier6wno$¢ na nieostra.

W przypadku, gdy dlugos$¢ promienia polidysku nie jest istotna, wykorzystywane bedzie
skrécone oznaczenie D. Podobna konwencje przyjmujemy dla domknietego polidysku.

Niech A oznacza dowolna stalg rzeczywista. Niech ponadto o = (a1, e, ..., an), f =
(81, Ba, - - -, Bn) beda wielowskaznikami z NYY. Wowczas bedziemy korzystac z nastepujacych
oznaczen:

+ sume wielowskaznikéw « + (3 bedziemy rozumiec jako

a+ = (q+ P00+ Pa,...,an + BN),

N . . ;s

s przeza- =5 i1 ; oznaczamy iloczyn skalarny wielowskaznikow,

* nieréwnos¢ o < /3 oznaczac bedzie zalezno$¢ a; < gjdlaj =1,..., N,
;s . s o e e . N

* dugos¢ wielowskaznika o definiujemy jako |a| = > °" | «aj,

* przez iloczyn A« rozumiemy (Aay, Aas, .. ., Aay).



Ponadto bedziemy korzysta¢ z notacji

28 =272 23,
gdzie z = (21, 2, ..., zy) jest wektorem w CV, a s = (sy, 89, . .., sy) wektorem w R,

1.1 Funkcje analityczne i szeregi formalne

Niech G C C¥, gdzie N € N bedzie dowolnym otwartym podzbiorem C”. Niech E ozna-
cza dowolng przestrzen Banacha, a || - ||z norme w tej przestrzeni. Wéwczas zbiér wszystkich
funkcji przyjmujacych wartosci z E i holomorficznych na G bedziemy oznaczac przez O(G, E).
W przypadku, gdy E jest przestrzeniq liczb zespolonych z normg euklidesowa, stosowane be-
dzie uproszczone oznaczenie O(G).

DEFINICJA 1.1 Przestrzeniq szeregéw formalnych o wspétczynnikach z E nazywamy zbior

E[[t]] = {u L a(t) =Y upt”, u, € E dlakazdegon € NO} .
n=0

Tak zdefiniowane elementy E[[t]] nie musza by¢ szeregami zbieznymi. W szczegdlnosci

mozemy rozpatrywac nawet szeregi formalne, ktore sg rozbiezne w kazdym punkcie z wyjat-

kiem t, = 0. Jezeli jednak szereg formalny « jest zbiezny, jego suma oznaczana bedzie przez u.

UWAGA 1.1 E[[t]] z dziataniami dodawania i mnoienia szereg6w danymi jako

(t) +0(t) = i unt™ + Z vpt" = Z Uy, + v )17,
(Z unt") <Z vnt"> = ZO (Z UpVyy— k)

jest pierScieniem przemiennym. Istotnie, tak zdefiniowane dzialania sa w oczywisty sposéb

>

:>

przemienne i aczne, prawdziwe sa takze prawa rozdzielnosci. Elementem neutralnym dodawa-
nia jest iy = 0 — szereg o wspotczynnikach réwnych zerowemu elementowi przestrzeni E.

W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie w szczeg6lnosci do przypadku, gdy E jest prze-
strzenig funkcji ciaglych na domknietym polidysku Dr C C¥ dla pewnych R > 0, N € N
i holomorficznych w jego wnetrzu ze standardowa norma supremum.

W dalszej czesci niniejszej pracy istotng role gra rowniez pojecie majoranty szeregu formal-

nego o wyrazach rzeczywistych lub zespolonych, ktérego definicja zostata przytoczona ponizej.



DEFINICJA 1.2 Niech & = 32 u,t"i9 = 3. v,t" beda szeregami formalnymi z C[[1]].
Wowczas © nazywamy majorantq szeregu 4, gdy dla kazdego n € Ny prawdziwa jest nierow-

n0S¢ |uy,| < vy,

1.2 Sektory i obszary sektorowe

Niech R oznacza powierzchnie Riemanna logarytmu.
DEFINICJA 1.3 Ustalmy d € R, « > 0i R > 0. Sektorem otwartym w kierunku d o kqcie
rozwarcia « i promieniu R nazywamy zbior

Sd(a,R):{zER: 0<|z|<R,d—%<argz<d+%}.

Analogicznie definiujemy sektor domkniety jako

Sd((l/,R):{ZGRZ 0<|Z|§R,d—%§argz§d+%}

Gdy R = +00, bedziemy korzysta¢ z notacji skréconej Sy () (analogicznie Sy(«) dla sektoréw
domknietych). Podobnie, gdy kat rozwarcia sektora nie jest istotny, oznaczenie przyjmuje forme

S, (analogicznie S,).

RYSUNEK 1.1 Sektor Sy(«) dla o = 7 z zaznaczonym kierunkiem d = 7.

Pogladowy przyklad sektora o nieskoriczonym promieniu przedstawia Rysunek 1.1.
UWAGA 1.2 Zaréwno w przypadku sektora domknietego, jak i otwartego punkt zy = 0 nie jest
elementem sektora. W szczeg6lno$ci oznacza to, ze dla zadnego d, o i R zbiér Sy(a, R) nie jest

zbiorem domknietym w R ze standardowa topologia.

6



W teorii sumowalnosci istotna role odgrywaja takze obszary sektorowe.

DEFINICJA 1.4 Niech G C 'R bedzie otwartym i sp6jnym podzbiorem powierzchni Riemanna
logarytmu. Wéwczas nazwiemy G obszarem sektorowym, jesli spelnia nastepujace dwa wa-
runki:

*« G C Sy(a) dlapewnychd € Ria > 0,

« dla kazdego 0 < 3 < « istnieje r > 0 takie, ze Sy(3,7) C G.

Jak w przypadku sektordw, nazywamy wowczas d kierunkiem obszaru G, a « jego kqtem roz-
warcia i korzystamy z oznaczenia G4(«).

Zauwazmy, ze, w przeciwienstwie do sektoréw, obszary sektorowe nie sa jednoznacz-
nie wyznaczone przez kierunek i kat rozwarcia. Ponadto sam fakt, ze Sy(«) jest sektorem
nieograniczonym, nie wymusza nieograniczonosci Gy4(«a), gdyz w szczegélnosci wszystkie
punkty z z tego zbioru mogg spelnia¢ warunek |z| < p dla pewnego p > 0.

Kolejne definicje pozwola na opisanie zachowania w punkcie 0 funkcji holomorficznych
zdefiniowanych na dowolnym obszarze sektorowym G 4(c)!.

Na potrzeby kolejnych definicji przyjmijmy, ze f jest funkcja zdefiniowana na obszarze
sektorowym GG = G4(«) o warto$ciach z pewnej przestrzeni Banacha E.

DEFINICJA 1.5 Powiemy, ze f jest ograniczona w zerze, gdy dla kazdego sektora S C G istnieje

stala C' > 0 taka, ze
sup || f(z)|le < C.

zeS
DEFINICJA 1.6 Funkcja f jest ciggta w zerze, gdy istnieje f(0) € E takie, ze dla dowolnego
e>0iS C G istnieje r > 0, dla ktérego || f(z) — f(0)||g < ¢ dla kazdego z € SN D,.
DEFINICJA 1.7 Funkcja f jest rézniczkowalna w zerze, gdy funkcja g(z) = w jest cig-
gla w zerze. Wéwczas ¢(0) nazywamy pochodna funkcji f w zerze i oznaczamy przez f'(0).
Analogicznie definiujemy pochodne kolejnych rzedéw w zerze.

STWIERDZENIE 1.1 Funkcja f jest rozniczkowalna w zerze wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna
1! jest ciggta w zerze.

Dowdd: Zalézmy, ze f'(z) jest ciagta w zerze. Zatem dla kazdego ¢ > 0i S C G mozemy
dobra¢ r > 0, dla ktérego ||f'(z) — f(0)|| < edlaz € SN D,. Zauwazmy nastepujaca

zaleznosc¢:

'Wszystkie ponizsze definicje zostaly zaczerpniete z [1, Rozdziaty 4 i 5].



Stad

< o™
E

<2 e (|2 = 0) = <.
E

- 1(0)

|fE= 0 [ - ropa

Aby wykaza¢ implikacje w druga strone, zapiszmy na poczatek f(z) w nastepujacej postaci:

f(z) = f(0) + g(2)z = f(0) + f'(0)z + (9(2) — f'(0))2

i wprowadzmy oznaczenie h(z) = g(z) — f'(0). Poniewaz z zatozenia funkcja g(z) jest ciagta
w zerzeig(z) — f'(0)dlaz — 0, réwniez h(z) jest ciagta w zerze i h(z) — f'(0) — f/(0) =0
dla z — 0.

Ustalmy dowolne ¢ > 0. Wéwczas dla pewnego sektora S C G istnieje r > 0 takie, ze
|h(2)|| < e dla kazdego z € SN D,. Niech 0 < p < r. Ze wzoru catkowego Cauchy’ego

otrzymujemy dla krzywej vy bedacej okregiem |w — z| = p:

PO =gk [ L L [ HO O e,

(w—2)? —2)?
:f’(0)+i/mdw

27

Polozenie krzywej catkowania  wzgledem zbioréw S i D, ilustruje Rysunek 1.2.

Zauwazmy takze, ze |w| < r+p = Cp dla pewnej statej C' > 0. Wobec tegodla z € SN D,

l%dw

Istotng klase funkcji stanowia funkcje o wykladniczym tempie wzrostu.

otrzymujemy:

1

1/(z) = f(O)lle = 5=

< Cp’ep? = Ce.
2T

E

DEFINICJA 1.8 Niech S,(«) oznacza sektor o nieskonczonym promieniu. Ponadto niech f €
O(S4(a), E). Dodatkowo ustalmy &£ > 0. Wéwczas méwimy, ze f ma w Sy(«) wyktadnicze
tempo wzrostu nie wieksze niz k przy z — oo, gdy dla dowolnego 0 < [ < « istnieja state

dodatnie C, C5 takie, ze
1£(2)|le < Crexp (Cslz|*) dlakazdego z € S4(83). (1.1)

Przestrzen wszystkich funkcji spelniajacych te zatozenia bedziemy oznacza¢ przez O*(S,(«)).



RYSUNEK 1.2

Ponizej przytoczony zostat jeden z wazniejszych przyktadéw funkcji o wyktadniczym tem-
pie wzrostu.

PRZYKEAD 1.1 Dla dowolnego s > 0 funkcje zadang za pomoca szeregu postaci

+o0 n

z
E(:)=Y — o,
(2) ;r(usn)

gdzie I'(u) oznacza funkcje Gamma Eulera, nazywamy funkcjq Mittaga-Lefflera o indeksie s.
Jest to funkcja catkowita o wykladniczym tempie wzrostu nie wiekszym niz s~ na dowolnym

sektorze o nieskoriczonym promieniu?.

2Por. [1, Rozdziat 4.2].
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ROZDZIAL 2

Operatory powiazane z funkcjami jadrowymi

Ten rozdzial poswiecony jest funkcjom jadrowym i ich wiasnosciom. Omoéwione zo-
stang takze operatory liniowe pochodzace od tych funkcji — operator m-rézniczkowy oraz
m-transformaty Laplace’a i Borela. Wiekszo$¢ definicji oraz wtasnosci przytoczona jest za
[1] oraz [3]. Zdefiniowane w dalszej czeSci rozdzialu regularne funkcje momentéw pojawity

sie po raz pierwszy w [13].

2.1 Funkcje jadrowe i funkcje momentow

DEFINICJA 2.1 Powiemy, ze funkcja f zdefiniowana na pewnym sektorze S;(«) jest catkowalna

w zerze, gdy dla dowolnego = > 0 i 6 spelniajacego |d — 0| < § istnieje catka

/01’ ]f(weie)\ dw.

DEFINICJA 2.2 Pare funkcji e, £ nazywamy funkcjami jgdrowymi® rzedu k > %, jesli:
1) e € O(So(F)), 2 'e(z) jest catkowalna w zerze, e(z) € Ry dlaz € Ry oraz dla
dowolnego ¢ > 0 istniejq state A, B > 0, dla ktérych |e(z)] < Ae (/B)" dla » €
So(% - 6),

2) E € O%(C) oraz z ' E(z™') jest catkowalna w zerze na S (27 — ),

3) funkcje e i E sa od siebie uzaleznione poprzez zwigzang funkcje momentéw m rzedu

1
+ zadang za pomocg wzoru

dla wszystkich u spetniajacych Rewu > 0. Wéwczas funkcja jadrowa F ma rozwiniecie

'Poréwnaj [1, Podrozdziat 5.5]



W szereg potegowy postaci

n

E(z) = i mz(n) dla z € C,

n=0

4) m(0) =1
Zauwazmy, ze funkcja F'(z) jest jednoznacznie wyznaczona przez e(z).

DEFINICJA 2.3 Niech e(z), F(z) beda para funkcji jadrowych i niech m(u) bedzie zwigzana
z nimi funkcja momentéw rzedu s. Woéwczas ciag (m(n)),>o nazywamy ciggiem momentow
rzedu s.

STWIERDZENIE 2.1 Niech ~y bedzie krzywq idqcq od nieskoriczonosci wzdtuz prostej arg z = —m
do punktu (0, —1), nastepnie po okregu jednostkowym o srodku w zerze i znéw do nieskonczo-
nosci wzdtuz arg = = m. Niech e(z), E(z) spetniajq warunki z Definicji 2.2 i niech s € (0, 2k).
Wowczas funkcje e(z, s) = %e(zé) oraz E(z,s) = 5 In % dw sq funkcjami jqdrowymi
rzedu s~k

Dowdd: Zauwazmy, ze skoro e(z) jest holomorficzna na Sy(%), to e(z, s) jest holomorficzna

na So( ;)

Zaczniemy od wyznaczenia funkcji m(u, s), ktéra bylaby funkcja momentéw zwiazana

us
k

ze(z,s):

m(u,s):/ a:”le(:z:,s)dx:sl/ x“’le(x%)d:c.
0 0

Po dokonaniu zamiany zmiennych z = ¢° otrzymujemy m(u,s) = m(su) dla dowolnego

u. Pozostaje wykazac, ze

n

Bz s) = Z m?sn)’

n=0

co wynika bezposrednio z zalezno$ci?

1 1
= —_/E(w)w‘“_ldw. (2.1
m(u) 2w J,
|
Zauwazmy, ze dla k < % nie jest mozliwe poprawne zdefiniowanie sektora S, (27 — 7).

Wobec tego dla takich wartosci k niezbedne okazuje sie sformutowanie osobnej definicji funkcji
jadrowych oraz zwigzanych z nimi funkcji momentow.

DEFINICJA 2.4 Dla dowolnego k& > 0 definiujemy funkcje jgdrowq e,, rzedu k, jesli istnieje taka

2Jest to uogdlnienie tzw. formuty Hankela dla funkcji Gamma. Dowéd zostal przedstawiony w Uwadze 2.5.
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liczba n € N, dla ktérej nk > % oraz funkcje jadrowe e;; i Fy; rzedu nk spetniajace warunek:

Woéwczas zaréwno funkcja jadrowa E,, rzedu k, jak i zwigzana z nig funkcja momen-
tow m rzedu % sq zdefiniowane za pomoca tych samych zaleznosci, ktore zostaly wyszcze-
gblnione w Definicji 2.23.

Zauwazmy, zZe poprawnosc takiej definicji znajduje swoje uzasadnienie w Stwierdzeniu 2.1.

Ponizszy przyklad przedstawia klasyczne i najwazniejsze funkcje jadrowe rzedu £ > 0
oraz zwigzang z nimi funkcje momentéw. Sq one wykorzystywane w klasycznej teorii k-
sumowalnosci.
PRZYKtAD 2.1

*en(z) = kzke=#"

e m(u) =T(1+ %),

o

 Enl®) =Y = Busle)

— (142

Definicja furjllzgji momZntéw moze réwniez zosta rozszerzona na rzedy ujemne*, ale za-
gadnienie to pomijamy, gdyz nie bedzie ono wykorzystywane w dalszej czesci niniejszej pracy.

Zbior wszystkich funkcji momentéw dodatnich rzedow jest zamkniety ze wzgledu na mno-
zenie.

STWIERDZENIE 2.2 Niech my i mo bedq funkcjami momentéw dodatnich rzedéw odpowiednio
s1 1 s9. Wowczas my - mo jest funkcjq momentow rzedu s, + s,. Jesli ponadto s; > s, to % jest
funkcjq momentéw rzedu s, — s5°.

Szkic dowodu tego faktu zostal zaprezentowany w [1]. Analogiczny fakt w nieco og6lniej-
szym kontekscie ciggow silnie regularnych (por. Rozdziat 7) wykazano takze w [5]. Zamiast
funkcji jadrowych autorzy rozpatrujq jednak pary funkcji e, F, dla ktorych zalozenia catko-
walnosci w zerze z Definicji 2.2 zostaly zastapione silniejszymi warunkami dotyczacymi ich
ograniczonosci. Przy zachowaniu oznaczen z Definicji 2.2 prezentujq sie one nastepujaco:

a) istnieje o > 0 takie, ze dla kazdego kierunku 6 € (—%, %) istniejq state C', r > 0 spelnia-
jace
le(2)| < C|2|* dla kazdego = € Sy C S, (%) el < 2.2)

b) istnieje 5 > 0 takie, zZe dla kazdego kierunku 6 € ( T2 —

o Z-) istniejq state K, R > 0

3Poréwnaj: [1, Podrozdziat 5.6]
4Poréwnaj [14, Definicja 4 ].
SPrzytoczone za [1, Twierdzenia 31 i 32]
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spetniajace
|E(2)] < K|2|~? dla kazdego z € S5 C S, (27r - %) 2| > R. 2.3)

Tak skonstruowang klase funkcji autorzy [5] okreslili mianem silnych funkcji jgdrowych.
Wartym podkreslenia jest fakt, ze funkcje jadrowe z Przyktadu 2.1 wykorzystywane w klasycz-
nej teorii sumowalnosci spelniajg powyzsze zatozenia®. Rowniez w czesciach niniejszej pracy
traktujacych o sumowalnosci szeregéw formalnych wykorzystywane bedq wiasnie wspomniane
silniejsze zalozenia.

Zauwazmy, ze na podstawie Stwierdzenia 2.2 mozna z latwoscig zdefiniowac takze funkcje
momentow rzedu 0.

DEFINICJA 2.5 Funkcje m nazywamy funkcjq momentdw rzedu 0, gdy istnieja funkcje momen-

my

tow my i my tego samego rzedu s speiniajace zalezno$¢ m = L.

Niezwykle istotny jest fakt, ze wszystkie funkcje momentow ustalonego rzedu s majg takie
samo tempo wzrostu co funkcja T's(x) := T'(1+sz)’. Méwiac doktadniej, istniejq state dodatnie

a i A spelniajace warunek
a"l's(n) <m(n) < A"T's(n) dlakazdego n € Ny. (2.4)

W dalszej czesci rozdzialu bedziemy takze rozwaza¢ pewna szczeg6lng klase funkcji mo-
mentow, ktéra zdefiniowana zostata po raz pierwszy w [13]. Klasa ta byta wykorzystywana
takze w [22].

DEFINICJA 2.6 Dla dowolnego s > 0 powiemy, ze m jest reqgularnq funkcjq momentow

rzedu s, gdy jest funkcja momentéw rzedu s oraz istniejg state a, A > 0 takie, ze

m(n+1)

a(n+1)° < ()

< A(n+1)° dlakazdego n € Ny. (2.5)
Zbior wszystkich regularnych funkcji momentéw rzedu s bedziemy oznaczac przez M.
LEMAT 2.1 Regularne funkcje momentow majq nastepujqce wtasnosci:
1) Weimy m; € Mg, i my € My,. Wowczas funkcja my - my jest regularng funkcjq mo-
mentow rzedu s, + Sa, a wiec my - my € M, 1¢,. Jesli dodatkowo zatozymy, ze s; > s,
to ;% € M, s,

2) Dla dowolnego s > 0 funkcja I'; jest reqularnq funkcjq momentdw rzedu s.

5Poréwnaj: [5, Rozdziat 4].
"Poréwnaj: [1, Podrozdziat 5.5].
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Dowdd: Z definicji regularnych funkcji momentéw istnieja state dodatnie a;, Ay, as, Ay, dla

ktorych:
m;(n+ 1)

ai(n+1)% < ()

< Ai(n+1)* dlakazdego n e Ny
dla ¢ = 1, 2. Ustalmy dowolne n € Ny. Wowczas

1(n+ 1)ma(n+1)

m
1 S1+82 <
a1Qa9 (n + ) >~ ml(n)m2 (TL)

S AlAQ(TL + 1>Sl+82.

Ze Stwierdzenia 2.2 wynika, ze m; - mo jest funkcja momentéw rzedu s; + s,. Analogicznie
mozemy udowodni¢, ze 2—; jest regularng funkcja momentéw rzedu s; — s, dla s5 < s7.
Mozemy zatem przej$¢ do dowodu podpunktu 2). Do jego przeprowadzenia wykorzystamy

wzor Stirlinga®:
V2t 2e ™ < D(z) < V2mema® 2¢7" < /2r2* 2 ! dlakazdegoz > 1. (2.6)
Dla ustalonego n € N otrzymujemy woOwczas nastepujace ograniczenie:

1+n8—s—%
PA+R8) o <—1 tne > (14 ns)® <

[(1+ns—s) l+ns—s

1+ns—s s
S e_8+1 1 + ; m 1 + 1 Ssns S
1+ns—s V 14mns 5
1 s
< (1 + —) es®n’.
S

Analogicznie mozemy oszacowac to samo wyrazenie z dotu:

'(1+ ns) — ( 1+ns

ns—s—i—%
S Sl e 1 5>
[(1+ns—s) — 1—|—ns—s) (1+ns)" 2

> 6_5_188718.

2.2 Operatory pochodzace od funkcji jadrowych

Korzystajac ze zdefiniowanych w poprzednim podrozdziale funkcji jadrowych oraz zwia-
zanej z nimi funkcji momentéw, mozemy zdefiniowac operatory catkowe bedace odpowiedni-

kami operatoréw Laplace’a oraz Borela. W tym celu rozwazmy na poczatek sektor S = S;(«)

8Patrz: [27]
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o nieskoficzonym promieniu, pare funkcji jadrowych e(z), E(z) rzedu k > 3 i zwigzang z nimi
funkcje momentéw m oraz funkcje f € OF(S,E).
DEFINICJA 2.7 Niech S = S;(«a). Dla dowolnego kierunku 6 spelniajacego |d — 6| < 5 operator
catkowy zdefiniowany za pomoca wzoru
€00
€@ = [ e(2) s @7
nazywamy m-transformatq Laplace’a.
Zauwazmy, ze dla ¢ z dowolnego domknietego przedzialu zawartego w (d —5,d+ %)
i dla kazdego ¢ > 0 istnieje 7 > 0 takie, ze dla kazdego z € Sy(} — ¢,7), calka z (2.7)
jest zbiezna bezwzglednie i lokalnie jednostajnie. Stad wynika, ze jesli weZmiemy dwa rézne
kierunki 6, 6, z domknietego podprzedziatu (d — 5, d+ %), gdzie 6, < 6,, to z twierdzenia
catkowego Cauchy’ego wynika, ze catki w obu tych kierunkach sg sobie rowne. Dok}adniej,

jesli wezmiemy sektor S = S(g, 1+9,)/2(02 — 61) oraz dowolny dysk Dp, to

Jrny ¢ ()10 =0

Zauwazmy, ze catka po tuku zawartym w 0Dpy, jest zbiezna dla dowolnego R > 0 i dazy do

zera przy R — +o00. Ostatecznie przy R — +o00 otrzymujemy rownosc:

[Te@t= [

Stad wnioskujemy, ze kierunek § mozemy wybra¢ dowolny, bliski d.

Z powyzszego w szczegoOlnosci wynika rowniez nastepujace stwierdzenie:
STWIERDZENIE 2.3 Funkcja L. 4f(z2) jest holomorficzna na obszarze sektorowym G (a + %)
UWAGA 2.1 Definicja 2.7 pozostaje bez zmian réwniez w przypadku £ < %9.

Aby zdefiniowa¢ odpowiednik transformaty Borela powigzany z para funkcji jadrowych

e, E/, rozwazmy na poczatek obszar sektorowy G/4(«) o kacie rozwarcia o > 7. Dobieramy

warto$ci 6 € (d - S+t d+ g — zlk;) ie, r > 0w taki sposob, aby sektor Sy(=T, ) zawie-

rat sie w catosci w G4(a)). Wowczas ujemnie zorientowang krzywa bedaca brzegiem sektora

So(=£™, 1) oznaczmy przez 7 (6).

Na poczatek zdefiniujemy m-transformate Borela dla k£ > %:

DEFINICJA 2.8 Dla dowolnej funkcji f € O(G, E) ciagtej w zerze i u € Sp (£) operator postaci

9Por. [1, Rozdziat 5.5]
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Boanw == [ B(Y) 5% @28)
Vi (6) < <

211

nazwiemy m-transformatq Borela.

Tak zdefiniowany operator jest niezalezny od wyboru ¢ i 6, co wynika z twierdzenia Cau-
chy’ego.
UWAGA 2.2 Zauwazmy, ze dla funkcji jadrowych z Przykladu 2.1 operatory L. ; oraz B, 4 sa
tozsame ze standardowymi transformatami Laplace’a i Borela.
STWIERDZENIE 2.4 Niech f(u) = u* dla pewnego A € C takiego, ze Re A > 0. Wéwczas
(Leaf)(z) = m(N)2* dla dowolnych d € R i funkgji jadrowej e(z).
Dowdd: Zauwazmy, ze tak zdefiniowana funkcja f jest ciggta w zerze. Ustalmy funkcje jadrowa

e(z) id € R. Dla dowolnego 6 bliskiego d mamy zatem:

e

(Leaf)(z) = /0 e (%) u M du.

Po dokonaniu podstawienia w = uz~! otrzymujemy wiec:

i(0—arg2) o
(Leaf)(z) = /0 e(w)w 12 dw = 2*m(\).

Stwierdzenie to moze postuzy¢ do zdefiniowania formalnej m-transformaty Laplace’a:
DEFINICJA 2.9 Niech f(u) = > o o [nu" bedzie szeregiem formalnym. Wéwczas definiujemy

formalng m-transformate Laplace’a nastepujaco:
(L -f)(= Z fam

UWAGA 2.3 Nawet w przypadku, gdy f (z) jest zbiezny na catej ptaszczyznie zespolonej, nie
implikuje to zbieznoéci szeregu £, . f(z)'°

UWAGA 2.4 Przy dodatkowym zatozeniu, Ze szereg f jest zbiezny na catej ptaszczyZnie zespo-
lonej i jego suma f ma wykladnicze tempo wzrostu nie wieksze niz k, wiemy, zZe istnieje p > 0

takie, ze dla |z| < p szereg L., . f(z) jest zbiezny oraz

A

(Leaf)(2) = L. f(2).

0por., [1, Rozdziat 5.5].
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STWIERDZENIE 2.5 Niech z # 0, w # 0. Wowczas dla dostatecznie matych wartosci |§} praw-

e BRI O L 29)

w przypadku, gdy obie strony tej rownosci sq dobrze zdefiniowane.

dziwa jest zaleznos¢

Dowdd: Korzystajac z faktu, ze funkcja E(z) = >, m(n) jest catkowita, otrzymujemy na-
stepujace przeksztalcenie prawej strony (2.9):
e'LGOO 0

[T [ O

Po wykonaniu zamiany zmiennych ¢ = % oraz skorzystaniu z Uwagi 2.4 otrzymujemy:

oo n ei(0—arg z) o 00 n
Zz—n/ e(tyrtar =3 = = 2
— m(n)w" Jo w w—z

STWIERDZENIE 2.6 Operator L. 4 jest roznowartosciowy i B, 4 jest jego odwrotnosciq.
Dowdd: Niech G = G4(«) bedzie ustalonym obszarem sektorowym o kacie rozwarcia oo > 7

i niech funkcja f € O(G) bedzie ciggta w zerze. Rozwazmy g = (L. 4 0 B q) f. Wéwczas:

6

g(z)z/oe me(%);—;/w)E@) ) gy =
L[ () ) e

Ze Stwierdzenia 2.5 oraz wzoru catkowego Cauchy’ego otrzymujemy

z:_—l f(w)dw: 2).
o(2) ./W) /(2)

271

|
STWIERDZENIE 2.7 Niech f(z) = 2* dla pewnego X\ € C, gdzie Re A > 0. Wowczas
1 -1
(Beaf)(u) = w5 — E(w)w dw,
2m
gdzie v oznacza krzywq catkowania od nieskonczonosci wzdtuz potprostej arg z = —m, potem

po okregu jednostkowym i z powrotem do nieskoniczonosci wzdtuz potprostej arg z = .
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Dowad: Z definicji m-transformaty Borela:

-1 u
(Beaf ) = - / £ (%) e,
2T Sy N2
Po zamianie zmiennych w = % otrzymujemy
—1 u>‘ dw u)x
(Be,af)(u) = —/ Ew)— —=— E(w)w > dw,
27 J5,(0) wh —w 27 54(6)

gdzie 4, () to krzywa catkowania idaca od nieskoficzonosci wzdhuz pétprostej arg u — 7 — THE,
nastepnie przeciwnie do ruchu wskazowek zegara po tuku okregu o srodku w zerze i promieniu
|u|r~1, po czym z powrotem do nieskoriczonosci wzdtuz pétprostej arg u — 7 + ’TQ—f Poniewaz
jedyna osobliwoscia funkcji podcatkowej jest wy = 0, mozna krzywa 7 (6) zastapi¢ -y opisang
w tezie. [ |

UWAGA 2.5 Ze Stwierdzen 2.6 i 2.7 wynika, Ze

1 1
— = —./E(w)w’\1 dwdla) € C, ReX > 0.
m(A) 2w J,
Istotnie, jezeli oznaczymy C' = 5= [ LB (w)w=*"! dw, otrzymana w Stwierdzeniu 2.7 zalez-

no$¢ przybiera forme

Bea(zY) = Cu™.

Po przylozeniu do obu stron odpowiedniej m-transformaty Laplace’a otrzymujemy zgodnie
z wynikiem ze Stwierdzenia 2.6:

2 = Om(\)2.

DEFINICJA 2.10 Niech m bedzie funkcja momentéw rzedu s. Wéwczas formalng m-

transformatq Borela nazywamy operator B,, . : E[[z]] — E[[z]] postaci:

Ponownie rozwazmy funkcje jadrowe e(z), F(z) rzedu k, obszar sektorowy G o kacie roz-
warcia « wiekszym niz Z, funkcje f € O(G,E) ciaglta w zerze oraz funkcje e(z, «), E(z, a)

zdefiniowane jak w Stwierdzeniu 2.1. Wowczas zachodzi nastepujgca zalezno$c¢:
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STWIERDZENIE 2.8 Przy zatozeniach przytoczonych powyzej prawdziwa jest rownosc:

- u®

Bty =55 [ B (%a) 195 @10

21 z¢

Dowdd: Oznaczmy prawg strone réwnosci (2.10) przez g(u). Korzystajac z Lematu 8.5 otrzy-

mujemy nastepujaca zaleznos¢

—Q

u® dz
- Be = o E PSR )

o) = (Bal)) = 75 [ B (%) 1)
przy czym funkcja E(w) jest ograniczona dla w — co. Zauwazmy, ze po dokonaniu podstawie-
nia w = ;‘—z i przy odpowiedniej deformacji krzywej catkowania otrzymujemy z twierdzenia
Cauchy’ego rownosc:

9(u) = (Beaf)(u) =0,

co konczy dowod. [ |

Dotychczasowe rozwazania na temat m-transformaty Borela dotyczyly wytacznie przy-

padku k& > % Dla0 < k£ < % definicja tego operatora musi zosta¢ nieco zmodyfikowana.

Powodem takiej sytuacji jest, jak w przypadku funkcji jadrowych mniejszych rzedéw, niemoz-

no$¢ poprawnego zdefiniowania obszaru sektorowego G(a) dla o > 7.
1

Zgodnie z Definicja 2.4 dla k& € (0, 1] mozemy ustali¢ n € N tak, aby k = nk >

L
Mozemy wéwczas skorzystaé z funkcji jadrowych ¢, E rzedu k w celu zdefiniowania odpo-
wiednich funkcji jadrowych e, E rzedu k. Rozwazmy funkcje f € O%(S) dla pewnego sek-
tora S. Latwo zauwazy¢, ze wowczas funkcja f(z) = f(z") nalezy do O*(S) dla pewnego
sektora 5. Istotnie, jesli || £(2)]| < Cyexp (Cal2|¥), to réwnies || f(=")] < Cyexp (0212\’5)
dla z takich, ze f(2") jest poprawnie zdefiniowane. Zauwazmy ponadto, ze (L;4f)(z) =

(Lenaf)(z"). Istotnie, mamy

e¥ oo

ceafie = [ e (B ™ = [ e (1) s ™

— /08 Ooe <£> f(w)%vu = (Ee,ndf)(zn)'

ZTL

Korzystajac z tych faktéw mozemy zdefiniowa¢ m-transformate Boreladla 0 < k < 1:
DEFINICJA 2.11 Niech e, E oznaczajg pare funkcji jadrowychrzedu 0 < k£ < % Ustalmyn € N
oraz « takie, ze 2r > n > « > 7. Niech ponadto ¢, F beda funkcjami jadrowymi rzedu

k = nk. Wéwczas dla dowolnej funkcji f € O(Gy(«),E) ciaglej w zerze definiujemy m-
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transformate Borela nastepujaco:

-1 _ (un dz
Bual) =5 [ B (—) )%

Zauwazmy, ze w powyzszej definicji nie ma znaczenia dobér n i o. Wynika to bezposrednio

ze Stwierdzenia 2.8.

Innym bardzo istothym operatorem pochodzacym od funkcji jadrowych jest m-operator
rozniczkowy.
DEFINICJA 2.12 Niech (m(n)),>o oznacza pewien cigg momentéw. Operatorem m-

rézniczkowym' nazywamy operator 9, , : E[[z]] — E[[]] postaci:

= Unp, = Un+41
Om,» Z z”) ::Z o
(nzo m(n) = m(n)
Analogicznie definiujemy operator odwrotny.

DEFINICJA 2.13 Niech (m(n)),>o 0znacza pewien ciag momentdw. Operatorem m-catkowym

nazywamy operator 9, : E[[z]] — E[[z]] postaci:

U, Up—

0;%12 (; WZ”) = nz_:l Wnl)z"
m-operator rézniczkowy mozemy réwniez przedstawi¢ za pomocq catki z funkcji jadro-

wych.

STWIERDZENIE 2.9 Niech [ € O(D,,E) dla pewnego dysku o Srodku w zerze i promieniu r >

0. Zatéimy ponadto, ze m jest funkcjq momentow rzedu % zwiqzanq z funkcjami jgdrowymi

e(z) i E(z) rzedu k. Wowczas dla kazdego |z| < ¢ < r oraz n € Ny mamy

0
1 o e(wq)
o, = — "E —==d(d 2.11
et (0= [ ) [ B0 dc, @)
gdzie € (—argw — -, —argw + =)
Dowdd: Zauwazmy, ze skoro funkcja f(z) jest holomorficzna na D,, mozemy zapisa¢ ja w po-

staci zbieznego szeregu potegowego

> , >, £0) 4
HOEDINEEDY ! j,(())zj-
j=0 j=0 )

"poréwnaj: [3, Rozdziat 2]
12poréwnaj [10, Proposition 3]
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Dla dowolnego n € N mamy ponadto

0o FUT™(0) .
. Tt U7+ 1)
o f(2) =y

27,
= m(j)

a zatem 0}, . f(0) = %m(j ) dla kazdego j € Ny. Korzystajac z ostatniej zaleznosci oraz

wzoru catkowego Cauchy’ego, otrzymujemy:

- m(j) J! (w)
o _foy="1. T Y9 .
m,zf( ) ]‘ 27ri oD, Wit w

Przypomnijmy, ze

m(j) = /000 v e(r) dx

dla dowolnego 5 € N. Wobec tego

05, f(0) = L Jw) /OOO v e(r) dr dw,

271 9D, ijrl

co po dokonaniu podstawienia = := w( daje

o foy=-L [ 1w / G e(wl) de duw =

21 8D, w

—iargw

1 ¢ < e(w()
= — w J d¢ dw.
[ ) [ et

271 w

Ze wzgledu na podstawowe wilasnosci e(z) mozemy zastapi¢ § = — arg w dowolnym 6 z prze-
dziatu (— argw — o, —argw + %)

Woéwczas dla z € D, otrzymujemy:

&0, 1 oo e(wl) o 2
f(z)_; m(j) _2m/aDsf(w>/o e ;m@dgdw'

Poniewaz E(z) = Y77 #jj), formuta przybiera postac¢

0

f(2) L/BD fw) /0 OOME(zc) d¢ dw.

" omi w(

Pozostaje zauwazy¢, ze 0}, . E(z() = ("E(z(¢), co prowadzi do wyniku

o f(z) = = /a fw /0 ) en a0 de du.

27 w(
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|
UWAGA 2.6 Stwierdzenie 2.9 moze zosta¢ rozszerzone na funkcje f € O%(Sy(a) U D, E) dla
dowolnych k£ > 0, « € Rir > 0. Dokladniej, jesli f € O*(S;(a) U D,,E), to dla pewnego

0 <7 < rorazdowolnych0 < f < a,n € Nyiz € S4(5) U Dz mamy

e(wg)

w

¥

Toef )= g [ H0) [ B0 deaw 2.12)
gdzie 0 € (— argw — 5, —argw + %), a v oznacza brzeg zbioru postaci Sy(y) U D, dla
pewnego 3 < By < aif < e < rid,

Korzystajac ze Stwierdzenia 2.9 i Uwagi 2.6 mozemy wykaza¢ nastepujace twierdzenie
charakteryzujace funkcje o wykladniczym tempie wzrostu:
TWIERDZENIE 2.1 Rozwazmy pare silnych funkcji jqdrowych e(z), E(z) oraz zwiqzang z nimi
funkcje momentéw m(u). Niech (m(n)),>o oznacza ciqg momentéw i niech d € R oraz
a, k, 7 > 0 bedq ustalone. Rozwazmy funkcje f € O%(Sy(a) U D,, E). Wéwczas istnieje takie
0 < 7 < r,zedladowolnych 0 < 8 < «a, z € S4(8) U D; i n € Ny istniejq state dodatnie

A, B, C spetniajqce nieréwnos¢
102 f(2)lz < AB"m(n)e?"!" dla n € Ny, z € Sy(B8) U Dy. (2.13)

Dowdd: 7Z Uwagi 2.6

0
1 o e(wg)
oy . f(z :—,/ flw / ("E(z()——==d( dw (2.14)
SO =g [ g [ eBE0mE
dla pewnego 6 € (— argw — gp, —argw + %) i krzywej v zaleznej od 2. Rozwazmy na po-
czatek catke
0
o e(wq)
C"E(20)——==d¢
| ereots

dla pewnego 6 jak wyzej, z z otoczenia zera i w spetniajacego |w| = e dla € > 0 zaleznego
od 2. Skorzystamy z podstawienia (0, c0) > s — se, gdzie ( = se®. Stad i z definicji funkcji
jadrowych e, E otrzymujemy

1 [ ) .
< —/ s E(zse)|le(wse®)| ds <
€Jo

CiCs [ gk gk
< 5 / s"texp <023k|z|k - —k) ds
€ Jo

T e f9)
| epeota

13poréwnaj [7, Twierdzenie 3]
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dla pewnych statych C, Cs, C5, Cy > 0.

Niech |z| < 7 = (205%04. Wowczas exp (Cgsk\z|k — %) < exp <—52’2§§> oraz
0
e e(wC) 0103 /oo 1 €k8k
") DY el <« B [ g 20 ) ds =
/0 ("E(2(Q) c (| < = /. s"exp 20T s
Ci1C525CT [ .

- 1£n3+1k 4/ £ hexp (=€) dE =
—»CHC%2ZCTI‘(E>
- entlk k

Z Lematu 8.1 oraz wlasnosci (2.4) otrzymujemy zatem oszacowanie

/ BEONS) gl < AgBrmin)
0 UJC
oraz
10 . f(2)|e < lSlllg £ (w)||[eAoBim(n) < AgBym(n)eol"
dla z € D;.

(2.15)

(2.16)

(2.17)

Dla z spoza dysku D; rozwazmy 0 < 3 < « oraz sektor Sy(3). Wéwczas krzywa catko-

wania 7y przybierze ksztatt pokazany na Rysunku 2.1.

Sd(a) U D,

RYSUNEK 2.1 Krzywa v(z).
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Niech 3, spenia nieréwnosci 0 < 8 < 8y < « i niech R(z) = C4(2C5)#|z|. Rozwazymy
dodatnio zorientowana krzywa 7(2) = v(R) = 71 + 72(R) + 73(R) + 1a(R), gdzie:
« 7, jest lukiem laczacym punkty cei@+ ) z eild=F),
« 72(R) jest odcinkiem laczacym punkty sei@=3) i Reil=-3),
« 73(R) jest tukiem laczacym punkty Rei@ %) i Rei(@+),
« 74(R) jest odcinkiem taczacym punkty Rei(¢+%) i geild+3),
Na kazdym z fragmentow krzywej ~(R) dokonamy osobnych oszacowan catki
S B () e d.

Niech w € ~;. Wowczas zbior

™

(<o) = s+ 52) (=) + e 21— )

jest niepusty i mozna wybra¢ nalezacy do niego kierunek §. Po parametryzacji s — se” i osza-

cowaniu jak w poprzednim przypadku mozna badang catke rozbi¢ na sume dwoch catek

o0 A i o A i
/ Sn_1|E(2’8619)|‘6(wS€ )‘ ds = / sn—1|E(zsez¢9)|‘€(wse )’ d8+
0 € 0 €

o) 10
+/ 3"’1|E(zseie)]—’e<wse ) ds
€

M
E]

dla pewnej statej dodatniej M. Wéwczas

% ewse®?) i =
/ sn_1|E(286i9)|— ds S sup |E(y)|5_103/ 3"_1 P <_ A ) o
0 9 yED 0 C4

Analogicznie do poprzedniego przypadku ostatnig catke mozemy oszacowac przez A; Bim(n).

Ponadto korzystajac z wlasnosci (2.3), otrzymujemy

00 ) 0 o0 K 0
/ 5"’1]E(zse“9)\|e(wse )| ds S/ Sn—l |6(w86 )l ds S
g

% o CEP e
< n—1 0 )
_gMﬁfM s"He(wse™)| ds

2]

Ostatnig catke ponowne szacujemy przez A,Bym(n)exp(Cy|z|*), korzystajac z wiasnosci

funkcji jadrowych. Wowczas otrzymujemy

L / ) / " om0 9 ¢

< A,B" Cil=l* 2.18
97 wl < A 1m(n)e ( )

E
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dla pewnych statych dodatnich A, B, C,.

Dla w € ~,(R) mozna ponownie wybrac¢ 6 z tego samego zbioru kierunkéw na ptaszczyz-
nie. Korzystamy z podstawienia [¢, R] > p — pei(d_%) oraz wczesniejszej parametryzacji
1 szacujemy

9+d—%0))|
ds.

/Oe ) ¢"E(2() 6(;(15) d¢| < /OO "7 E(zse?)) e(pse’

0 P

Argument analogiczny do wczesniejszego pozwala oszacowac rowniez te catke przez wyrazenie

postaci A3 B¥m(n). Wéwczas

1 et 0o . G(UJC)
o /%(R)f(w)/o ("E(z() e d¢ dw Eg
S% sup ||f(w)||gAsBim(n)R < Ay Brm(n)e® " (2.19)

wev2(R)
dla pewnych statych dodatnich Ay, B,, C,. Dla krzywej ~v4(R) przeprowadzi¢ mozna iden-

tyczne rozumowanie. Wtedy

< flg,Bgm(n)e@lz‘k (2.20)
E

271

S T e 0
[ p [ e S

dla pewnych statych dodatnich As, B, Cs.

W przypadku, gdy w € ~3(R), korzystamy z wcze$niejszej parametryzacji oraz z pod-
stawienia [d — %, d+ %O} > t — Re®, przy czym kierunek # moze by¢ wybrany dowolnie
z przedziatu (— arg(w) — 2, — arg(w) + 2-). Wowczas

Rsei(0+t))|

€900 . e(wg) 00 - P |6( B
/0 C"E(%(Q) d¢ S/o s"THE(zse )]—R ds =

w(

1 o0 ) )
== / s" U E(zse?)e(Rse' @) ds.
R Jo

Zauwazmy, ze dla |w| = R(z) prawdziwa jest zalezno$¢ analogiczna do (2.15). Wobec tego

faktu otrzymujemy oszacowanie

‘ k

L /7‘3(R) f(w) /06 o0 CnE(ZC)e(:)UCC) d¢ dw < A4Bzm(n)€é4|z (2.21)

271

E

dla pewnych statych dodatnich A,, By, Cy. Teza twierdzenia wynika z (2.18), (2.19),

25



(2.20) i (2.21)*. [ |
Ponizsze stwierdzenie opisuje zalezno$¢ pomiedzy m-transformatq Borela i operatorem m-

rozniczkowym.

STWIERDZENIE 2.10 (Zasada przemiennosci) Niech m, i ms bedq funkcjami momentéw. Wow-

czas operatory By, 1, Om, +: E[[t] — E[[t]] spetniajq zaleznos¢:
Biry Omy 8 = Oy By it dla kazdego i € E[[t].

Dowdd: Niech i(t) =Y 7 u,t", gdzie u, € E dla kazdego n € Ny. Wowczas

A . 5 Unpma(n 4 1) o~ Unprma (0 + 1)
By 1O 4it(t) = By t" = .
2,t 1,t ( ) 2,t — my (n) ; mi (n)mZ (n>
Z drugiej strony mamy
L = u, N Uppyma(n+ 1)
1ma,t 2,t ( ) 1ma,t % m2 (n) % ml (n)mQ(n)

|
Jak zostato udowodnione w [10], korzystajac z wlasnos$ci funkcji jadrowych mozna oszaco-
wac¢ moment-pochodne funkcji. Wynik ten zostal uogélniony na przypadek wielowymiarowy

w [13] i wlasnie ta wersja wspomnianej wlasnosci zostaje przytoczona w ponizszym stwierdze-

niu.
STWIERDZENIE 2.11 WeZmy funkcje momentow my, ..., my nieujemnych rzedéw si,..., Sy
i wprowadzmy oznaczenie s = (si, ..., sy). Dodatkowo niech Dp C CV bedzie polidyskiem

dla pewnych R > 0i N € N. Rozwaimy funkcje f € O(Dg,E). Wowczas dla dowolnych
0 < r <1’ < R istnieje stata dodatnia h > 0 taka, ze dla dowolnego wielowskaznika o € Ny
spetniona jest nierownos¢

sup |00 . 0N f(2)||g < sup ||f(z)HEf~z|a|F(1 + 5. a).

mi1,21 MN,ZN
z€D, z€D

Dowdd: Dowod dla N = 1 przebiega analogicznie do czesci dowodu Twierdzenia 2.1 dotycza-
cej z z dysku D.. Dokladnej analizie zostanie tu poddany wylacznie przypadek, gdy N > 2.

Po N-krotnym zastosowaniu przypadku jednowymiarowego otrzymujemy nastepujaca nie-

14Twierdzenie to zostalo udowodnione w ogélniejszej wersji. Poréwnaj [7, Twierdzenie 3]
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rownosc:

sup |09 _ ... _ f(2)|lg < sup ||f(2)|[gh T (1 + s10q) ... T(1 + syay).

mi,21 MN,ZN
2E€D, z€D s

Dla u, w € C speliajacych warunki Rew > 0, Rew > 0 mamy
F(u)N(w) < T'(u+ w)

z whasnosci funkcji Beta. Stad I'(1 + sya1) ... (1 4+ syan) < T'(N + s - «). Nastepnie korzy-

stamy z wiasnos$ci funkcji Gamma, aby otrzymac

'N+s-a)=(N—-1+s-a)...(1+s- o)l (1+s-a) <

(N—1)(N=2) L(N-2)

<e (14 s- ).

Niech 5 = max;<;<n s;. WOwczas

(N—-1)(N-2)
2

['(N+s-a)<e eWN=2sleIn(1 4 5+ a).

. . .7 (N=1)(N—-2) (N—2)5
Jako ze zakladamy || > 1, wystarczy przyjac h = he™ 2 e . |
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ROZDZIAL 3

Wiasnosci szeregéw formalnych

3.1 Rzad Gevreya

DEFINICJA 3.1 Niech m bedzie funkcja momentow rzedu s. Wowczas mowimy, ze szereg for-
malny @ € E[[t]] jest rzedu Gevreya s, gdy istnieje > 0, dla ktérego Z”S’m,tﬁ € O(D,,E).
Przestrzen wszystkich takich szeregéw formalnych oznaczamy symbolem E[[¢]].

Z (2.4) wynika, ze szereg formalny @ = 3 ° ,u,t" € E[[t]] jest rzedu Gevreya s wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieja state B, C' > 0, dla ktérych

lunlle < BC"T'4(n) dla n € N.

Wobec tego tatwo zauwazy¢, ze kazdy szereg rzedu Gevreya 0 jest zbiezny. Ponadto rzad Ge-
vreya nie zalezy od wyboru funkcji momentéw, a jedynie od jej rzedu.

UWAGA 3.1 Rzad Gevreya okreSla, jak bardzo zblizone do funkcji analitycznych sq badane
szeregi formalne. Dok}adniej, jesli weZzmiemy 0 < s; < s9, to funkcje rzedu Gevreya s; sa
bardziej podobne do analitycznych niz te rzedu s,.

UWAGA 3.2 Do badania samego zagadnienia rzedu Gevreya szeregu formalnego nie jest ko-
nieczne rozwazanie funkcji momentéw zwigzanych z funkcjami jadrowymi. Wystarczy przyjac
stabsze zatozenie o ciagach (m(n)),>o, Ze spelniona jest zaleznos¢ (2.4). Ciagi zdefiniowane
za pomoca tej relacji alternatywnie nazywamy ciggami typu Gevreya'. Takie ostabienie zatozen
nie wplywa w Zaden sposdb na zdefiniowane wczesniej operatory formalne.

PRZYKEAD 3.1 Wezmy ciag postaci m(n) = I'(1 + n). Wéwczas operator 0, , opisuje standar-
dowe rozniczkowanie wzgledem zmiennej .

PRZYKEAD 3.2 Wezmy s > 0 i ciag m(n) = I'(1 + sn) Wéwczas operator 0y, . spelnia

(Om.20)(2°) = 0y (u(z”)),

' Poréwnaj: [22].



gdzie
> U5 - > U; 1 .
as( J sg) — J+ 5]
g ;r(1+sj)x ;r(lﬂj)x

Operator 07 nazywamy pochodna utamkowa Caputo rzedu s.

3.2 Rozwiniecia asymptotyczne funkcji

Rozwazmy pewien obszar sektorowy G oraz funkcje f € O(G,E). Niech f(z) =
> o [n2" bedzie szeregiem formalnym o wyrazach z przestrzeni Banacha E.
DEFINICJA 3.2 Szereg formalny f € E[[2]] nazywamy rozwinieciem asymptotycznym f w G,
gdy dla kazdego domknietego sektora S C G i N € N istnieje stata dodatnia C' spelniajaca

warunek
N-1

f(z2) = fa2"

n=0

2|7V < C' dla kazdego z € S. (3.1

E
Korzystamy wéwczas z oznaczenia f(z) = f(z).

W przypadku, gdy funkcja f jest jednowarto$ciowa, mozemy przy dodatkowych zatoze-
niach utozsamiac jej rozwiniecie asymptotyczne f z rozwinieciem Taylora wokot punktu zero.
STWIERDZENIE 3.1 Zatézmy, ze obszar sektorowy GG ma kqt rozwarcia nie mniejszy niz 27 oraz
f € O(G,E) jest funkcjq jednowartosciowq. Wowczas jej rozwiniecie asymptotyczne f jest
szeregiem zbieznym w pewnym otoczeniu zera i dla kazdego n € Ny prawdziwa jest zaleznos¢
fanl = F00(0).

Dowdd: Zauwazmy, ze poniewaz funkcja f jest jednowartosciowa i holomorficzna na G, jest
tez holomorficzna na pewnym dysku D, bez srodka. Wynika stad, ze mozemy rozwina¢ funkcje
f w szereg Taylora wokot tego punktu, gdyz pozostaje ona ograniczona przy z dazacym do 0.

Ponadto, po wprowadzeniu oznaczenia

N-1
Tf(zv N) = a (f(z) - Z fnzn>
mozna zaobserwowac, ze lim,_,or(z, N) = fy dla kazdego N € N. Istotnie, mamy
N-1
Tf(Z,N + 1) = Z_N_l (f(Z) - Z fnzn - fNZN> = Z_I(Tf<Z,N) - fN)
n=0

Stad i z definicji rozwiniecia asymptotycznego wynika, Ze

limrs(z, N) = lim(zrp(2, N + 1)+ fn) = fn-
z—0 z—0
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Podobnie musimy mie¢ f(z) — fo dla z — 0. Poniewaz jednak rozwiniecie w szereg wokot

danego punktu jest zawsze wyznaczone jednoznacznie, konieczne jest aby f(0) = f, oraz

e)) . s . .
fT!(O) = fn dla kazdego N € N. Z faktu, ze f jest holomorficzna w pewnym otoczeniu zera,
wynika zbieznosc¢ szeregu fw tym otoczeniu. |

W podobny sposéb mozemy jednoznacznie wyznaczy¢ rozwiniecie asymptotyczne funkcji
holomorficznej f zdefiniowanej na obszarze sektorowym o kacie rozwarcia mniejszym niz 2.
STWIERDZENIE 3.2 Dla dowolnej funkcji f € O(G,E) i dla pewnego obszaru sektorowego G
nastepujqce warunki sq rownowazne:

(a) Istnieje szereg formalny f(z) = Yoo o fu2™ taki, ze f(z) = f(2) na G.
(b) f jest nieskoriczenie wiele razy rézniczkowalna w zerze i f™(0) = n!f, dla kazdego n €

No.

(c) Wszystkie pochodne f(™(z) sq ciggte w zerze i limgs, o f™(2) = n!f, dla kazdego n €

No.

Dowdd: Aby udowodni¢ rownowaznos¢ stwierdzen (b) i (c), zauwazmy na poczatek, ze jesli
dla dowolnego ustalonego n € Nj funkcja f()(z) jest ciagla w zerze i limgs._o f™(2) =

n! f,, to f((0) = n!f,. Ponadto

(M (z) — ) ’
FO (z) — f0(0) _ i g) = 1/0 (£ (w) — £ (0)) dw,

z z

a zatem z cigglosci pochodnej rzedu n + 1 w zerze otrzymujemy

HWW@—fW@)_ﬂmWM

1 [l 1
g—/ edw = —¢lz| =¢
z 121 Jo E

dla dostatecznie malych ¢ > 01i z — 0. Stad f™ (z) jest rézniczkowalna w zerze.

Z drugiej strony, jesli f speknia (b), to mozemy dla dowolnego n € N zapisa¢ £ () jako
FO(2) = f7(0) + 2f "D (0) + zh(2),

gdzie h(0) = 01 h(z) jest funkcjq ciagta w zerze. Ze wzoru catkowego Cauchy’ego otrzymu-

(1) .\ _ L ™) d
£ (2) / EARCRS

jemy

2w ), (C—2)?

przy czym v C G jest pewna krzywa zamknietg. Stad

Fr(z) = d¢ = fV(0) + h(z) + 2 (2).

2w

1 / F™M(0) + ¢f(0) + ¢h(Q)
0 (C - Z)2
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Po przejsciu do granicy otrzymujemy

lim fO*(z) = lim (fV(0) + h(z) + 20/ (2)) = f7FD(0),

G3z—0 G2z—0
co daje nam ciagto$¢ pochodnej w zerze.

Zalézmy teraz, ze prawdziwe jest stwierdzenie (a). Wtedy dla dowolnegon € Nyiz € G

mamy
n! C”“rf((’,n—i-l)
270 Sy z — ()ntl
[¢—=]

d¢ = f™(2) = nlf,.

Zauwazmy, ze r(z,n + 1) jest funkcja holomorficzng na G. Jedli z € S C G, mozemy dobra¢

r = ¢|z|, gdzie € € (0,1). Woéwczas mamy |% =¢e,awiec1— % = ee'™ dla pewnego T € R.

'LTI

lee > 1= . Stad wnioskujemy, ze dla pewnej

= [1—eet?| =—

Zatem 1 — 2 = 1 — —1L

z
R T oraz ’1 -3

statej C' zachodzi
| ~
(F)(z) = nlfa)| < 5=elz|C = el
™

Przy z — () prawa strona ostatniej nieréwnosci dazy do 0, a zatem f™(z) — nlf, przy z — 0.
Aby pokaza¢ wynikanie z (c) do (a), skorzystamy ze wzoru Taylora z reszta w postaci cal-

kowej. Rozwijamy funkcje f w otoczeniu dowolnego punktu z:

() (24 (=N
P [ESS om0 ac

Woéwczas po przejéciu do granicy z, — 0 otrzymujemy nastepujace szacowanie dla r(z, N):

<
E

Iyt 0l = o1 | [ G 70 ¢

< Wl—l)!|Z|NSC1£ IF™ Q) < D
dla pewnej statej D > 0. [ |
Ustalmy pewien obszar sektorowy . Rozwazmy odwzorowanie .J, ktore kazdej funkcji
holomorficznej f, dla ktorej istnieje rozwiniecie asymptotyczne na (5, przypisuje to rozwinie-
cie f. W przypadku, gdy przestrzen E jest algebra Banacha, a wiec w szczegolnosci dla do-
wolnych z,y € E mamy ||zy|r < ||z||g|ly||z, odwzorowanie to okazuje sie mie¢ interesujace
wlasnosci.

STWIERDZENIE 3.3 Niech A(G,E) oznacza zbior wszystkich funkcji f € O(G,E), dla ktérych
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istnieje rozwiniecie asymptotyczne. Wéwczas odwzorowanie
J:A(G,E) — E[[2]]

jest suriektywnym homomorfizmem algebr rézniczkowych.

Dowdd: Wprost z Definicji 3.2 wynika, Ze jesli f(z) = f(z)i g(z) = §(z), to réwniez
F(2) 4+ 9(2) = f(2) + §(2). Fakt, ze wowczas takze 0. f(z) = 8. f(z), mozna w prosty spo-
s6b wywnioskowac ze Stwierdzenia 3.2. Niech f(2) = S2°° f,2" i §(2) = 3200, gnz". Aby

wykazaé, ze J(fg) = J(f)J(g), zauwazmy, najpierw, ze

N-1 n N-1N-1-k

N—-1 N—k—1
PP Sl S PR S ( 3 g>
n=0 k=0 k=0 n=0 k=0 n=0
Woéweczas dla ustalonego domknietego sektora S € G'i N € N mamy
N—-1 n
Y £29) = 33 frgnona|| <
n=0 k=0 E
N-1
< g llellrs(z Nlle + > I fellslirg(z, N = k)lls- (3.2)
k=0

Z ciagtosci funkcji g(z) oraz faktu, ze wszystkie || fx||z sa ograniczone, wynika, ze prawa strona

nierownosci (3.2) jest ograniczona przez pewna stata C' > 0.
Pozostaje zatem wykazaé, ze odwzorowanie .J jest suriekcja. Niech G = Gg4(«) i niech

flz) = > ro [n2". Zdefiniujmy ponadto § = I oraz ciag (@ )n>o zalezny od wspétczynnikéw

szeregu f dany wzorem:

1
— — dlan: f,#0

0 dan: f,=0

W dalszej cze$ci dowodu wykorzystamy takze funkcje pomocnicze w,,(z) dane wzorem

wp(z) =1 —exp ((Z;—aiz)ﬁ) dlan € Ny.

Zauwazmy, ze Re <(ze(i?d) ﬁ> > 0 dla dowolnego z € G. Istotnie, jesli z = |z|e?’ dla pewnego
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Re (et ) = o o404 0)

Ponadto —% < 3(d — 6) < 7, a zatem cos (3(d — ¢)) > 0. Wobec tego z Lematu 8.2 wynika

zalezno$¢

Z tej nierownosci dla dowolnego n € Nj otrzymujemy

|2["~°
1 allele" [lwa(2)] < =,

a zatem szereg » .~ fn2"w,(2) jest bezwzglednie zbiezny. Ponadto na kazdym zwartym pod-
zbiorze GG szereg ten jest ograniczony. Wobec tego mozemy zdefiniowa¢ funkcje f(z) =
> o2 o Jnz"wn(2), ktora jest holomorficzna na G.

Ustalmy N € N i rozwazmy wyrazenie 2~V (f(z) — ZT]:[:_OI fnz™). Wykazemy, ze dazy ono

do 0 dla z — 0. Zauwazmy, ze

z N <f(2) — Z fnz”> = anz"_an(z) — Z fnzn_N =
o0 N-1

=3 for" Nwn(z) = Y fur N exp (ﬁ) _
n=N n=0

Zauwazmy, ze dla z — 0 wyrazenie exp (ﬁ) dazy do zera bardzo szybko. Skladnik
So2 v faz" N w,(2) réwniez dazy do zera jako ogon rozwiniecia funkgji holomorficznej w sze-
reg. Stad cate wyrazenie dazy do zera, a zatem fakt, ze f(z) = f(z) dla z € &, wynika wprost
z definicji rozwiniecia asymptotycznego . [ |
STWIERDZENIE 3.4 Odwzorowanie J : A(G,E) — E[[z]] nie jest roznowartosciowe.

Dowdd: Dla dowolnego ustalonego b € E rozwazmy funkcje f(z) = be~ = zdefiniowana na

G ={z: Rez > 0}. Wowczas f € O(G, E). Ponadto zauwazmy, ze arg z € (—2, Z) i mamy

cos 0

1f ()l = [Ibllze™ =T,

gdzie # = argz. Ustalmy N € N oraz taki domkniety sektor S, aby S C Sy (7 —6) dla

2Wtasnos¢ suriektywnosci odwzorowania .J znana jest w literaturze jako Twierdzenie Ritta. Dowdd za [1,
Rozdziat 4].
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pewnego maltego 6 > 0. Wéwczas, jesli z € Siargz = 6, to cosd > c dla pewnej dodatniej

stalej c. Stad otrzymujemy

Tim [z ™V f(2) e = [Blls lim |2 ™Ve” B < |foflz lim |2 Ne F = 0.
S535z—0 55z—0 535z—0

Wobec tego szereg formalny, ktérego wszystkie wspétczynniki sq zerami, jest rozwinieciem
asymptotycznym funkcji f(z), ktora nie jest tozsamo$ciowo réwna 0.

Nastepnie zat6zmy, ze funkcja f(z) € O(G, E) dla pewnego obszaru sektorowego G, a jej
rozwinieciem asymptotycznym jest szereg o wspotczynnikach rownych 0. Wowczas dla do-
wolnego ustalonego £ > 0 i obszaru sektorowego G’ zdefiniowanego za pomocg zalezno$ci
2 € G'" < zF e G funkcja g(z) = f(2*) jest holomorficzna na G'. Ponadto

li N = lim || % ||f(8)]|z.
G'égioM lg(2)||x G91{g0|| Hf@ e

Dla k£ > 1 mamy

N _ g Y@l
Glalgoﬁ| k“f(t)HE_Glalgo |t N =0

Dlak € (0,1)

) ~
. _N < i -N _
tim (1 ¥ F(0)le < Jim [V £ =0

G>

dla dowolnego N > % Wobec tego skoro odwzorowanie J nie jest réznowartosciowe dla

{z : Rez > 0}, to nie ma tej wlasnosci tez w zadnym innym obszarze G. |
Szczegblng klasq rozwinie¢ asymptotycznych sa rozwiniecia o okreSlonym rzedzie Ge-

vreya.

DEFINICJA 3.3 Niech f(z) bedzie funkcja holomorficzng w obszarze sektorowym G i niech

s > 0. Mowimy, ze f(z) = Yovs o a2 € El[[z]] jest rozwinieciem asymptotycznym rzedu

Gevreya s funkcji f, jesli dla kazdego domknietego sektora S C G istniej state dodatnie C, K,

dla ktorych spetniona jest zaleznos¢
I74(z, N)|[g < CKMT(1 + sN) dla kazdego N € Ny, z € S.

Zalezno$¢ te oznaczamy za pomoca f(z) =, f(2).

Zauwazmy, ze w przeciwienistwie do ogdlniej zdefiniowanego rozwiniecia asymptotycz-
nego ograniczenia w tym przypadku reszty r¢(z, N) sa precyzyjnie okreslone dla kazdego
N € Ny. Na podstawie Stwierdzen 3.1 i 3.2 mozemy takze wywnioskowac, ze jesli f =, f

na pewnym obszarze sektorowym G, to automatycznie f jest szeregiem formalnym rzedu Ge-
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vreya s. Ponadto Definicja 3.3 zachowuje sens rowniez dla s = 0 — woéwczas mamy do czynienia
z funkcja holomorficzng w zerze i jej rozwinieciem w szereg potegowy.

Podobnie jak w przypadku og6lnych rozwinie¢ asymptotycznych, tak i w przypadku roz-
winie¢ o okreslonym rzedzie Gevreya s mozemy rozwazac¢ odwzorowanie ./, ktdre przypisuje
rozwiniecie tego rzedu kazdej funkcji holomorficznej f, dla ktérej ono istnieje. Analogicznie
jak w Stwierdzeniu 3.3, mozemy tatwo zauwazy¢, ze J jest homomorfizmem algebr. Dla ob-
szarow sektorowych o kacie rozwarcia nie wiekszym niz s jest takze suriekcja. Fakt ten jest
znany jako Twierdzenie Ritta®. Ponadto dla obszaréw o kacie rozwarcia wigkszym niz s jest
ono réznowartosciowe, o czym mowi przytoczony ponizej Lemat Watsona.

TWIERDZENIE 3.1 (Lemat Watsona®) Ustalmy s > (. Niech G bedzie dowolnym obszarem sek-
torowym o kqcie rozwarcia wiekszym niz sm. Wowczas, jesli istnieje funkcja f holomorficzna
na G spetniajgca warunek f(z) =, 0 na G, to musi zachodzi¢ f = 0 na G.

Dowdd: Zauwazmy, Ze jesli szereg o zerowych wspoétczynnikach jest rozwinieciem asympto-
tycznym funkcji f(z) rzedu Gevreya s na G, to dla kazdego domknietego sektora S C G istnieja

state ¢y, co, dla ktorych

~)dlazeS. (3.3)

[F(2)]le < crexp(—ca|z
Istotnie, wprost z Definicji 3.3 wynika, ze
1£(2)|le < C(|z|K)"T (1 + sn) dlakazdego z € S, n € Ny.

Korzystajac ze wzoru Stirlinga, mozna zastapic¢ I" (1 + sn) ciagiem n*" (dla innych statych
C'i K). Analiza monotonicznosci ciagu a,, = (|z|K)"n*" pokazuje, ze ciag ten do pewnego
miejsca maleje, nastepnie za$ rosnie, a jego najmniejszy wyraz ma indeks n, spekniajgcy nie-

_1

réwnosci e L (K|z|) "+ — 1 < ng < e *(K|z|)~+. Wobec tego
(g = [|2| Kng]™ < e < sl

dla ¢, = se" K . Zalezno¢ (3.3) jest prawdziwa dla ¢; = e*C.
Niech S = Sy(a,r) C G bedzie sektorem domknietym o kacie rozwarcia o > s7. Z (3.3)
wynika w szczegdlnosci istnienie statej C' > 0, dla ktérej ||f(2)||z < C dla z € S. Ustalmy

rx = = oraz zdefiniujmy funkcje z(w) = eid(r*”+w)_% dla w spetniajacych warunek Rew > 0.

3Poréwnaj [1, Rozdziat 4.6].
4Lemat wraz z dowodem przytoczony na podstawie [1, Podrozdziat 4.7].
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Woéwezas dlaw = |w|e?, gdzie —% < 0 < Z, mamy

1

|z(w)] < <\/7"—2"i + 2r—*|w| cos 6’)7N <r.

Ponadto

arg(2(w)) = d — ~arctg ( ] sin 6 ) |

K =" + |w| cos d
Mamy zatem d < arg(z(w)) < d+ §dlafd <0id— § < arg(z(w)) < ddla@ > 0. Stad dla
w z prawej polplaszczyzny domknietej zachodzi z(w) € S.
Niech z bedzie dowolna liczba dodatnia i niech dana bedzie funkcja g(w) = ™ f(z(w)).
Wowczas z faktu, ze || f(2)||g < C, na prostej Rew = 0 prawdziwa jest nieréwnos¢ || g(w)||r <
C. Z (3.3) i nier6wnosci < < wynika, ze istnieje réwniez C > 0, dla ktérego ||g(w)||z < C

dla Rew > 0.

Z Twierdzenia 8.1 otrzymujemy

lg()lle = e” ™|l f(z(w))]le < C dla Rew > 0.

z Rew

Poniewaz jednak przy lim, ., e = +00, z ostatniej nieréwnosci wynika, ze f = 0. H

3.3 Sumowalnos¢

Dalsza cze$¢ tego rozdziatu poswiecona jest problemowi sumowalnosci szeregéw formal-
nych.
DEFINICJA 3.4 Niech f € E[[z]] bedzie szeregiem formalnym o wspétczynnikach z dowol-
nej przestrzeni Banacha E. Przyjmijmy tez £ > 0id € R. WOwczas mowimy, ze f jest
k-sumowalny w kierunku d, gdy istniejq o > 7 obszar sektorowy G = G4(«) oraz funkcja
f € O(G,E) takie, ze f jest rozwinieciem asymptotycznym Gevreya rzedu % funkcji f na G.
Funkcje f nazywamy wowczas k-sumg szeregu formalnego f w kierunku d i zapisujemy
1(2) = (Suaf)(2):

Zbi6r wszystkich f(z), ktére sa k-sumowalne w kierunku d oznaczamy przez E{z} kod-

Zauwazmy, ze z Lematu Watsona (Twierdzenie 3.1) wynika jednoznaczno$¢ zdefiniowa-
nego wyzej przyporzadkowania. Dla k-sumowalnego szeregu formalnego f mozna ponadto
wyznaczy¢ jego sume f przy uzyciu odpowiednio dobranych operatoréw Borela i Laplace’a,

co ilustruje ponizsze twierdzenie®.

SPoréwnaj: [1, Twierdzenie 33]
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TWIERDZENIE 3.2 Niech f(z) € E[[2]]1/x i niech §(z) = B,...f(z) dla pewnego ciggu momen-
téw (m(n))n>o rzedu +. Wowczas szereg §(z) jest zbiezny w pewnym otoczeniu zera. Oznaczmy
jego sume przez g(z). Wowczas f(z) jest k-sumowalny w kierunku d € R wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje sektor Sy(c), gdzie ¢ jest pewnq dostatecznie matq liczbq dodatniq, na ktéry mozna
analitycznie przedtuzy¢ funkcje g(z) tak, ze ma ona wyktadnicze tempo wzrostu nie wieksze
niz k.
Twierdzenie to jest bezposrednia konsekwencja zaprezentowanych w poprzednim podroz-
dziale wlasnosci operatorow Borela i Laplace’a.
UWAGA 3.3 Przy zachowaniu oznaczen z Twierdzenia 3.2 mamy f(z) = L. 49(%).
LEMAT 3.1 Ustalmy k > 0 i niech f(z) € E{z}rq dla pewnego d € R. Wowczas dla
dostatecznie matych ¢ > 0 szereg formalny f (z) jest k-sumowalny w dowolnym kierunku
de(d—e,d+e).
Dowdd: Wystarczy zauwazy¢, ze dla G4(«a), gdzie o > 7, i dostatecznie malych ¢ mozemy
dobra¢ & > 0 w taki sposob, aby G (&) C Gg4(a) oraz & > 7. Teza wynika bezposrednio z tej
obserwacji i definicji k-sumowalnosci. [ |
Bezposrednig konsekwencja Lematu 3.1 jest nastepujqcy fakt:
UWAGA 3.4 Zbiér kierunkéw d, w ktorych dany szereg formalny jest k-sumowalny dla pew-

nego k > 0, jest zawsze otwarty w R.

Powyzsza uwage ilustruje nastepujacy prosty przyktad:

PRZYKLAD 3.3 Rozwazmy szereg formalny f(z) = e Fr((lligg 2" dla dowolnego k£ > 0.
Zauwazmy, ze dlam(n) =T (1 + %) mamy
A RO |
9(2) = (Bm:f)(2) = Z mzn =€,

n=0

a zatem jest zawsze szeregiem zbieznym. Aby udowodnic, ze f (2) jest k-sumowalny w pewnym
kierunku d € R, nalezy jeszcze wykazac, ze funkcja g(z) = ¢* ma wykladnicze tempo wzrostu

réwne co najwyzej k, a wiec ze dla pewnych statych dodatnich C';, D
le*| < CePl" dla arg = bliskich kierunkowi d, z — oo.
Warunek ten mozemy alternatywnie zapisaC (w pewnym uproszczeniu) nastepujaco:

elleosd < Pl dla |2 — +o0.
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Zauwazmy, ze wobec tego zachodzi¢ musi zalezno$¢ |z| cosd — D|z|* < InC.

Dla cos d < 0 nierownosc jest prawdziwa niezaleznie od wyboru £ > 0. Stad dla dowolnego
k > 0 szereg f(z) jest k-sumowalny w kierunkach d € (27rm + 5, 2mm + 37”) , m € Z.

W przypadku cos d > 0 nieréwnos¢ jest spelniona wylacznie, gdy £ > 1. Zatem f (z) jest

k-sumowalny w kierunkach d € (2rm — 2, 2rm + 2), m € Z wylacznie dla k > 1.

Kolejny prosty fakt pozwala utozsamiac¢ ze soba kierunki réznigce sie doktadnie o wielo-
krotnos¢ 2m mimo ze nadal mamy do czynienia z powierzchnig Riemanna logarytmu.
LEMAT 3.2 Dla d = d + 2r oraz dowolnego k > 0 k-sumowalno$¢ szeregu formalnego f (2)
w kierunkach d i d sq réwnowazne. Ponadto (Sk’df)(z) = (Sk.af)(ze2™) dla tych z, dla
ktérych obie strony réwnosci sq poprawnie zdefiniowane.
Dowdd: Aby udowodni¢ powyiszy fakt, wystarczy wykazac, ze jesli f(z) =, f(z) na obsza-

~

rze sektorowym Gy(a), to f(ze¥2™) =, f(z) na Gyzax(a). Dowdd zostanie przeprowadzony

27ri)

wytacznie dla f(ze*™). Drugi z przypadkéw jest analogiczny.

Zauwazmy, ze jeSli ze*™ € Gy(a), to z € Gy or(a). Zgodnie z zatozeniem mamy

F(ze2™) =, f(ze*™) na Gy_or (). Zatem dla ustalonych S C Gy_sr() i N > 1 otrzymujemy
|r (2™, N)|[g < CKNT(1+sN)dlaz € S.

Mozemy dokonac nastepujacego oszacowania:

N-1 N-1

‘Z|7N f(z€2m') _ Z fnzn < |Z’7N f(ze%ri) . Z fn€27rnizn +
n=0 E n=0 E
N-1
+ |Z|7N Z fn(€27rnz . 1)Zn
n=0 E

Drugi sktadnik prawej strony jest rowny 0, wiec otrzymujemy:

N-1

f(ze%ri) . Z fnzn

n=0

2|7V < |lrs(ze*™, N)||lg < CKNT(1 + sN).

E

|
UWAGA 3.5 k-suma dowolnego k-sumowalnego szeregu formalnego f (z) nie zalezy od doboru
funkcji jadrowych do zdefiniowania operatoréw Borela i Laplace’a. Wybér funkcji jadrowych
moze mieC wpltyw jedynie na obszar sektorowy, na ktérym ta suma jest zdefiniowana.

Korzystajac z omdwionych dotychczas poje¢, mozemy réwniez zdefiniowa¢ moment-
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rozniczkowanie sum szeregéw formalnych®:
DEFINICJA 3.5 Niech E bedzie dowolng przestrzenia Banacha. Rozwazmy cigg momentoéw
(m(n))n>o rzedu ; oraz szereg formalny f(2) € E{z}.q dla pewnego kierunku d € R. Ponadto
niech f(z) oznacza k-sume szeregu f(z). Wéwczas definiujemy m-pochodnq funkcji f(z) jako
On-1(2) = g(2), gdzie g(=) = S (9-1(2)).
TWIERDZENIE 3.3 Przy ustalonych k > 0id € R zbior E{z} 4 jest algebrq rozniczkowq
zamknietq ze wzgledu na dziatanie operatora O, .
Dowdd: Zauwazmy, ze zbiér E{z} 4 jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie szeregéw, co
wynika z liniowosci operatoréw Borela i Laplace’a. Ponadto dodawanie to jest przemienne
i laczne.

Przez mnozenie dwoch elementéw E{z} 4 rozumiemy iloczyn Cauchy’ego szeregéw zde-
finiowany jak w Uwadze 1.1. Dzialanie to jest rozdzielne wzgledem dodawania elementéw

z E{z} 4. Ponadto dla dowolnych @, ¢ € E{z} 4 i stalej C' mamy

0(0(2)0(2)) = (9:0(2))0(2) + 4(2)(9:0(2))-

Pozostaje udowodnic, ze E{z} 4 jest zamknieta ze wzgledu na dziatanie m-operatora r6z-
niczkowego 0,, .. Niech é, E beda para funkcji jadrowych rzedu k ze zwiazana funkcja mo-
mentéw m. Ze Stwierdzenia 2.2 wynika, ze rowniez m - m jest funkcja momentow. Niech
f(2) € E{z}1q4. Wowczas szereg By, . f(z) definiuje funkcje, ktéra dla pewnego sektora S
idysku D = D(0, ¢) ma wyktadnicze tempo wzrostu nie wieksze niz k na Sy U D. Z Twierdze-

nia 2.1 dla n = 1 i ciagu momentéw (m(n)m(n)),>o otrzymujemy
10, B f (2) e < A7

dla pewnych dodatnich statych A, C, skad wynika, ze l’;’m,z f(2) jest holomorficzna w pew-
nym otoczeniu zera i ma wykladnicze tempo wzrostu nie wieksze niz k£ na S; U D. Z zasady

przemiennosci (Stwierdzenie 2.10) otrzymujemy takze rownos¢

A A A

amrh,zBfn,zf(Z) = Brh,zam,Zf(z)-

5Poréwnaj: [8, Definicja 13]



Stad wnioskujemy, ze é?mzf(z) € E{z}ra. [ ]
Istotny dla dalszych rozwazan jest rowniez fakt, ze przy ustalonych k£ > 0 oraz d € R zbior

E{z}x4 jest zamkniety ze wzgledu na dzialanie operatora d;,,"..

STWIERDZENIE 3.5 Ustalmy k, s > 0. Niech (m(n)),>o bedzie ciggiem momentow rzedu s.

Jezeli f (z) jest szeregiem formalnym k-sumowalnym w kierunku d € R i jego sume oznaczymy

przez f(z), to szereg formalny 9", f(2) réwniez jest k-sumowalny w kierunku d i jego suma

F(2) spetnia warunek 9,, .U (z) = u(z)".

Dowdd: W dowodzie wykorzystana zostanie wspomniana wcze$niej pochodna utamkowa Ca-

puto zdefiniowana w Przykladzie 3.2. Rozwazmy na poczatek ciag momentéw dany wzorem

m(n) = I'(1 4+ sn). Operator m-rézniczkowy 0,, . mozna wéwczas powiazac z pochodng Ca-

puto 07 w nastepujacy sposob:

(O, f)(2°) = B2(f(2")).

Wobec tego w szczegolnosci mamy

['(1+ sn)
I'(1+sn+s)

—s.sn __ sn—+s
0,2 = .

Jak zostalo wspomniane w [8, Proposition 5], taka wiasno$¢ ma catka utamkowa Riemanna-

Liouville’a zdefiniowana za pomoca wzoru

S _L : 5 — s—1
=g | f0G=-0ta

Ustalmy sektor S C G. Aby dowie$¢ prawdziwosci tezy, oszacujemy wyrazenie postaci

N-1

1 : s s—1 fn—l sn
m/0 F(t)(z = 1) dt_z—f‘(1+sn)z )

n=1

(3.4)

dla kazdego S C (i naturalnego N > 2. W tym celu skorzystamy z nastepujacej wtasnosci

funkcji Beta Eulera®:
2"B (s, sn—s+1)= / (z — )1 g,
0

I(s)I'(14sn—s

gdzie B (s, sn —s+1) = (i tn) ). Wobec powyzszego wyrazenie (3.4) przyjmuje po-

’Stwierdzenie to jest szczegélnym przypadkiem Proposition 5 z [8].
8Poréwnaj [1, Dodatek B].
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stac:

N-1
2t sN+s ts fn 1 tsn—s
1 — IN¢ 1+sn—s) ; 5

t 5
e | (- G

E

Poniewaz wiemy, ze (z) =1 f(2), norme licznika wyrazenia pod catkq w (3.5) mozemy osza-

1
k

cowac przez CKV~'T (1 + &) dla pewnych statych dodatnich C, K. Ponadto po dokonaniu

zamiany zmiennych ¢ = z£ otrzymujemy

z 1
/ ts(N—l)(Z o t)s—l dt = ZSN/ gs(N—l)(l . 5)5—1 dé
0 0

T'(s)I'(14sN—s)

Ostatnia catka definiuje funkcje Beta B (s,1 + sN — s) = FITaN)

Stad oraz z Lematu 8.1 wyrazenie (3.5) moze zostaC oszacowane przez

_ N-—-1 L(s)I'(14+sN—s)  ~ - N
KV (14— ) |2 < OKNT (14 =) |2]*N.
¢ < L )|Z| sy =°¢ 5 ¢

Aby wykazac¢ prawdziwos¢ stwierdzenia dla dowolnego ciggu momentow rzedu s, nalezy

zdefiniowac ciag momentéw rzedu 0 dang za pomoca wzoru m(n) = 1;8')”) Woéwczas, jesli
mamy f(z) = > nf(’;l)z wystarczy zamiast niego rozwazy¢ B;; f (z), dla ktérego dowdd
zostal przeprowadzony powyzej. [ |

W dalszych rozwazaniach na temat sumowalnosci rozwigzan formalnych réwnan réznicz-
kowych pomocna okaze sie takze nastepujaca charakterystyka pochodnych k-sumy szeregu su-
mowalnego:

STWIERDZENIE 3.6 Niech f(z) € E{z}.qdlapewnychk > 0, d € Riniech f(z) = Sia(f(2))

na pewnym obszarze sektorowym G4(cv), gdzie o > 7. Wéwczas dla kazdego domknietego

sektora S C Gy(«) istniejq stale dodatnie A, B, dla ktérych
10y, . f(2)|le < AB"m(n)T (1 + %) dla dowolnych z € S, n € Ny.
Dowodd: Zauwazmy, ze z definicji k-sumowalnosci oraz ze Stwierdzenia 2.10 otrzymujemy
O f(2) = Lea(Br, 200 .f(2)) = Lea@Orir, , Br, - (2)-

dla dowolnego n € Ny i pewnej funkcji jadrowej e(z) rzedu k. Ponadto funkcja Z’S’pl Lo f(z) ma

wykladnicze tempo wzrostu nie wieksze niz k na zbiorze Sy(6) U D, dla pewnych 6, r» > 0.
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Mozemy zatem zastosowac do niej i ciggu momentéw (m(n)T" (1 + %)), . Twierdzenie 2.1,

%
w wyniku czego dla dowolnego sektora S C G otrzymujemy
A~ N n
1005, 5, Bry s f(2lle < AsBIm(m)D (147 ) 1
dla pewnych statych A;, B;, C; > 0 oraz dla wszystkich z € S.
Wprowadzmy oznaczenie g(z) = B[‘l/hzf(Z). Wowczas 0}, . f(z) = Lcag(z), wobec
czego do zakoriczenia dowodu wystarczy oszacowac catke foemoo e (%) g(u) dla dowolnego

kierunku 7 bliskiego d. Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 2.1, wykorzystamy w tym celu

podstawienie s — se”. Wowczas

e oo d o0 T d
‘ / e (E) g(u)—u < A;Bym(n)T (1 + E) / e (se ) ety
0 z u k7 J, z s
E
a takze
[t [ ()t ()
0 z s 0 z s M z s

dla dowolnego dodatniego )M . Pierwsza caltke mozemy ograniczy¢ przez stala, szacujac funkcje
jadrowa e(() z wilasnosci (2.2). Drugg catke szacujemy korzystajac z faktu, ze e({) spelnia

nieréwnos¢ |e(¢)| < Che=3I<I" dla pewnych statych Cy, Cs. |
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ROZDZIAL 4
Réwnania liniowe o wspoétczynnikach zaleznych od

zmiennej czasowej ¢

Niniejszy rozdzial poswiecony jest wykorzystaniu norm formalnych do okre$lenia rzedu
Gevreya rozwigzan rownan liniowych o wspoétczynnikach zalezacych wytacznie od zmiennej
czasowej t € C. Metoda ta zostata oparta na rozwazaniach z [25], a do rownan moment-

rozniczkowych zostata zastosowana w [13].

4.1 Diagram Newtona

Pojecie diagramu Newtona dla liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych zostato po
raz pierwszy zaprezentowane w [28], gdzie zostalo wykorzystane do opisania rzedu Gevreya
rozwigzan formalnych tych réwnan'. Pézniej definicja zostata rozszerzona takze na réwnania
moment-rozniczkowe o stalych wspotczynnikach w [10] oraz o zmiennych wspotczynnikach
w [13]1i [22].

Zaprezentowana ponizej bardzo ogoélna definicja diagramu Newtona bedzie wykorzysty-
wana takze w dalszych rozdziatach.

Rozwazmy funkcje momentow mq, my, ..., my rzedow kolejno sg, s1, ..., sy, dowolne

t € Ciz € C" oraz liniowy operator moment-rézniczkowy zdefiniowany za pomoca wzoru:

P (t,2,0mots Omyor - > Omon) = D U jua(2)E7 000,00 (4.1)

UxJIxA
gdzie J C Nyi A C N} sa skoriczonymi zbiorami indekséw, ¥ C Nj jest (niekoniecznie
skoriczonym) zbiorem indeksow oraz y, , = oy . ... 0pN _ dla dowolnego wielowskaznika

a € A. Wéwczas dla operatora (4.1) definiujemy diagram Newtona w nastepujacy sposob:

DEFINICJA 4.1 Diagramem Newtona dla operatora P zadanego wzorem (4.1) nazywamy zbior

Pojecie diagramu Newtona pojawia sie w literaturze takze w nieco zmodyfikowanych postaciach, na przyktad
w [25].



postaci

N (P) = conv U A (soj + s1a1+ -+ syan, 0 —j) 2, (4.2)
(0,4,0)ELXJTIXA
gdzie A(a, b) = {(x,y) € R* |z < a, y > b}.

Zauwazmy, ze tak zdefiniowany diagram Newtona bedzie miat na brzegu co najmniej je-
den wierzcholek — punkt postaci (spj + s - «, 0 — j), gdzie s = (s1,...,Sy) 1 5 - o 0znacza
standardowy iloczyn skalarny. Na brzeg N ( P) sktadaja sie zatem zawsze dwie prostopadte p6t-
proste wychodzace z jednego punktu oraz, w przypadku wiekszej ilosci wierzchotkéw, odcinki
nachylone pod pewnymi katami do osi poziomej. Orientacyjny przyklad diagramu Newtona

z wieksza ilo$cia wierzchotkow przedstawia Rysunek 4.1.

Mpt1

P

Mo

RYSUNEK 4.1 Pogladowy przyklad diagramu Newtona.

Szczego6lng uwage poswiecimy odcinkowi I'; wychodzacemu z pierwszego wierzchotka na
brzegu N (P). Jezeli wierzchotek ten jest jedynym istniejacym, to I'y jest w rzeczywistosci pot-
prosta pionowa. W przeciwnym przypadku odcinek ten bedzie dodatnio nachylony wzgledem
osi odcietych i jednocze$nie jego kat nachylenia bedzie w tym diagramie najmniejszym mozli-
wym, co mozna zaobserwowac na Rysunkach 4.1 i 4.2.

Ponizszy prosty przyktad demonstruje sposéb powstawania diagramu Newtona.

PRZYKEAD 4.1 Niech ¢, z € C i rozwazmy operator rézniczkowy postaci

P(0;,0.) = 02 — td}0? + 12002 + 1207 (4.3)
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ze standardowym rézniczkowaniem wzgledem obu zmiennych. Wéwczas kolejnym skladni-
kom odpowiadajq nastepujace punkty na plaszczyznie R?: (2, —2), (4,—1), (5,1) i (3,2). Na-

szkicowany na tej podstawie diagram Newtona przedstawia Rysunek 4.2.

-

- ===

__________________________ -

S~y

RYSUNEK 4.2 Diagram Newtona dla operatora z Przykladu 4.1.

W dalszej czesci pracy rozwazymy zwigzek pomiedzy rzedem Gevreya rozwigzania for-
malnego réwnania

P (t,2,0mgts Omyzyv -+ -5 O Yu(t,z) = f(t,2) (4.4)

» YMNLZN

i nachyleniem k; pierwszego niepoziomego odcinka w brzegu diagramu Newtona N (P) przy

dodatkowych zatozeniach zar6wno dla samego operatora P, jak i dla funkcji f.

4.2 Normy formalne

Normy formalne pozwalajq efektywnie oszacowac¢ dang funkcje zmiennej zespolonej. Przy-
toczone ponizej definicje i wlasnosci wraz z dowodami pochodza w catosci z [13] i sa bezpo-
Srednim uogodlnieniem narzedzi wykorzystanych w [25]. W dalszej czeSci tego podrozdziatu
przyjmujemy, ze N € N jest dowolne i rozwazamy z € CV.

DEFINICJA 4.2 Oznaczmy przez s wektor postaci (s1, o, . . ., sy). Niech f(z) € O(Dg). Wow-

czas dla dowolnego p € CV norme formalng funkcji f definiujemy jako:

08, . f(2)]
= — L p° 4.5
1FGle = > 7wy (4.5)
aGNg
glee 8?5,2 = agsll,zl ct a?;\;v,ZN lpa = plal o 'pNaN'

Dla dowolnych @ > 0, p € C wprowadzimy réwniez nastepujacy pomocniczy szereg
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formalny:

0 W(p) =) F(;(Tisof ;a)pa. (4.6)

aeNY
Postuzy on do udowodnienia wielu istotnych wiasnosci norm formalnych, w tym pozwoli wska-
zac zwigzek tego pojecia z rzedem Gevreya dowolnej funkcji.

Mozemy w tatwy sposéb zredukowac indeks szeregu O (p). Dokladne szacowanie zostalo
zaprezentowane w Lemacie 4.1, z ktérego dowodem mozna sie zapozna¢ w [25]°.

LEMAT 4.1 WeZzmy b > 0. Wowczas dla dowolnego a > 0 otrzymujemy

00 (p) < e ( )a 0 (p).

_°
1+a+b
Definicja szeregu formalnego (4.6) postuzy teraz do oszacowania z géry normy formalnej
dowolnej funkcji holomorficznej.
LEMAT 4.2 Wezmy f € O(Dg). Wéwczas dla dowolnych r < r' < R istnieje stata h > 0, dla
ktorej
sup [[£(2)ll, < COO (hp),

ZGDT

przy czym C' = sup.cp , | f(2)]-

Dowad: Z definicji normy formalnej otrzymujemy

o L f(z
el = Y KGN

et F'l+s-a)

gdzie s = (sy,...,sy) € [0,00)". Ponadto, poniewaz f € O (Dg), mozemy oszacowac kazdy
sktadnik powyzszej sumy, korzystajac ze Stwierdzenia 2.11. Dokladniej, dla wszystkich r, r’
spehiajacych zaleznos¢ 0 < r < ' < R i dowolnego wielowskaznika « istnieje stata dodatnia
h taka, ze

sup |F, . f(2)| < sup |f(2)[RT(1 + s - ).
ZE T

T'/

Zatem mozemy wywnioskowa¢, Ze dla kazdego z € D,

supp,, |/ (2)|AID(L + s - a)

a ©)(p
£y < 3 P = s | (2)[0 )
aeNYY "
Wobec tego wystarczy przyja¢ h = hi C = sup p., |f(2)]- |

Korzystajac z poprzedniej wiasnosci oraz Stwierdzenia 2.11 mozna takze oszacowac do-

2Wlasno$¢ jest tozsama z Lematem 4.3. z [25].
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wolna moment-pochodna funkcji holomorficznej zwiazana z funkcja momentéw I's(u).

LEMAT 4.3 Niech f € O(Dg) bedzie funkcjq spetniajqcq warunek

sup | £(2)l|, < CO (hp)

ZGDT

dla pewnych statych r € (0,R), C;h > 0ia > 0. Wowczas dla kazdego wielowskaznika
B € N otrzymujemy
sup [|0F, f(2)l|, < ChIIQ D (hp).

ZGDT

Dowdd: Poniewaz || f(z)||, < CO@ (hp) dla dowolnego a € N} i z € D,, otrzymujemy

0, .f(2)] _ CRT(1+s-a+a)
sup == <
zen, I'(1+ s a) I'l+s-a)

)

co oznacza, ze sup,cp, |0F . f(z)] < Chl*D(1 + s - a + a). Druga nier6wnos¢ jest w szcze-

golnosci prawdziwa dla wielowskaznika & = o + 3. Stad:

RS2 _ CHMIT (4 s a4 s+ B+ a)
S
b T +s-a) [ +s-a)

dla kazdego o € NY'. |
Kolejny lemat taczy norme formalng wyrazow szeregu formalnego z przestrzeni O(Dg)|[t]]

z jego rzedem Gevreya.

LEMAT 4.4 Rozwazimy f(t,z) = > " fa(2)t" € O(Dg)][[t]]s. Dla dowolnego 0 < r < R

istniejq state dodatnie A, B, h takie, ze

sup || fn(2)|, < AB"O© (hp)n!®  dla kazdego n € Ny.

ZGDT

Dowdd: Zauwazmy, ze poniewaz f jest rzedu Gevreya s, dla dowolnego » < r’ < R istnieja
state dodatnie A o B, dla ktérych sup,cp , [ fu(2)| < AB"n!* dla kazdego n € No. Mozemy

zatem skorzysta¢ z Lematu 4.2. Otrzymujemy wtedy nastepujaca zaleznosc¢:

sup || fu(2)l, < sup | fu(2)|©@ (hp) < AB"nl*0 (hp).

z€D, z€D s
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4.3 Liniowy problem Cauchy’ego o wspétczynnikach zaleznych od

zmiennej czasowej

Rozwazmy funkcje momentéw myg, my, ..., my rzedéw odpowiednio sy, s1, ..., Sy oraz
wprowadzmy oznaczenia m = (mq,...,my)is = (si1,...,sy). Dodatkowo zal6zmy, ze
ciag momentéw (mg(n)),>o jest regularny. Przedmiotem dalszych rozwazan bedzie liniowy

operator moment-rozniczkowy P postaci

POt Omyrs - Omon) = O s+ Y (D) ,:05 (4.7)
(

j,0)EA

1+N

gdzie A C N;™" jest pewnym skoniczonym zbiorem indekséw, a wspétczynniki a; ,(t) sq ho-
lomorficzne w pewnym otoczeniu zera.

Rozpoczynamy od zbadania diagramu Newtona N (P) operatora zdefiniowanego przez
(4.7). Na poczatek zauwazmy, ze diagram ten wyznaczony jest za pomoca nastepujacych punk-

tow plaszczyzny R
(soM, —=M) i (soj+s-a, ordi(aj.) — j) dlawszystkich (j,«) € A,

gdzie przez ord;( f) rozumiemy rzad zera funkcji f w punkcie ¢ = 0.

W przypadku, gdy na brzegu N (P) znajduje sie tylko jeden z tych punktéw, (soM, —M),
diagram ograniczony jest przez dwie prostopadle podlproste wychodzace z tego wlasnie
punktu. W przeciwnym przypadku istnieje indeks (j*,a*) € A, dla ktérego odcinek laczacy
(soM,—M) i (sog* + s-a*, ordi(aj-qo+) — 7*) jest pierwszym niepoziomym odcinkiem za-
wartym w brzegu N (P). Oznaczmy tangens kata nachylenia tego odcinka przez k;. Wowczas

mozemy warto$¢ k; wyznaczy¢, korzystajac ze wzoru:

b ordy(aj o+) — j*+ M
YT os(r = M)+ s

Ponadto w przypadku, gdy na brzeg N (P) skladaja sie wylacznie dwie prostopadte pétproste,
przyjmujemy k; = 400. Wobec powyzszych faktow opisujemy warto$¢ k; za pomoca naste-

pujacej zaleznosci:

1 So(j — M)+ s«
- = _ 4.8
o {0’ Gayen {ordt (a30) —j + M @9
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Rozwazmy zagadnienie Cauchy’ego postaci:

P(Omots Omyzas - - - Omg o Jult, 2) = f(8,2)
((%Oytu(O, z)=gj(z)dla0 <j < M

(4.9)

przy dodatkowych zalozeniach, ze p; € O(Dy)dlaj =0,..., M—1i f(t,2) € O(Dp)[[t]]i/k
dla pewnego R > 0 oraz a; ,(t) € C[[t]]1/, dla kazdego j, @ € A. Dodatkowo, aby zapewni¢
sobie jednoznaczno$¢ rozwigzania formalnego zagadnienia (4.9), zakladamy, ze ord,(a;,) >
max{0, j — M + 1} dla kazdego (j, «) € A.

Aby méc wykorzysta¢ normy formalne do oszacowania rzedu Gevreya, nalezy tak zmody-
fikowac rownanie, aby zamiast pochodnych 9,,, ., pojawity sie pochodne Jr, .,. W tym celu
wykorzystamy ztozenie transformat Borela rzedu 0 zadane wzorem:

Br.  :=Br., ...Br., (4.10)

my #1 my -’

s,
oraz Stwierdzenie 2.10. W rezultacie otrzymujemy rownowazne rownanie postaci:

o, M u(t, 2) Z ()0, tﬁrﬁzv(t, z) = g(t, 2)
()er , (4.11)

o 0400, 2) = j(2) for 0 < j < M

gdzie v = B%’Zu, g= B%,Zfiw,- = 3%@%‘ dlaj=0,1,...,M—1.

Zauwazmy, ze dla pewnego promienia R prawda jest, ze ¢); € O(Dg)dlaj =0,...,M —1
oraz g € O(Dg)|[[t]]1/x,. Fakty te wynikaja bezposrednio z Definicji 3.1 oraz wyptywajacych
z niej wnioskow.

Aby wykaza¢, ze rozwigzanie formalne (4.9) jest rzedu Gevreya %, najpierw udowodnimy
analogiczny fakt dla (4.11). W tym celu przeprowadzony zostanie dowod technicznego lematu,
ktéry powiaze kolejne wyrazy szeregu formalnego 0(t, z) z szeregiem zadanym przez (4.6).
LEMAT 4.5 Rozwazmy rozwiqzanie formalne 0(t, z) = > v,(2)t" zagadnienia Cauchy’ego
(4.11). Niech ponadto d = M sy + kil Wowczas dla dowolnego r < R istniejq state C', H, h > 0
takie, ze dla kazdegon € Ny i z € D, prawdziwa jest zaleznosc:

CH"

n!MSO

[va(2)]], < 0 (hp). (4.12)

Dowadd: Dowdd zostanie przeprowadzony metoda indukcji wzgledem n. Dlan < M —1 korzy-

stamy z warunkow poczatkowych danych w (4.11). Wowczas otrzymujemy dla M kolejnych
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wyrazow szeregu rownosc
Yn(2)

mo(n)

un(2) =

i teza jest spelniona z Lematow 4.1 i 4.2, poniewaz wszystkie ¢, sa holomorficzne.

Wezmy n > M i zal6zmy, ze

CH'

Z’!MS()

lvi(2)]lp < —57 0" (hp)

dla wszystkich : < n — 1. Wykazemy, Ze zaleznoSc¢ ta jest prawdziwa tez dla : = n. Po podsta-

wieniu wzoru na 9(t, z) do réwnania otrzymujemy

Zvn aﬁfe A+ Z ajalt Z (9rsyzvn(z))8f;107tt" =g(t, 2).
n=0 (j,a)EA n=0

Efektem wykonania rézniczkowania wzgledem ¢ i przemnozenia obu stron otrzymanej w ten

spos6b réwnosci przez tM jest zalezno$¢:

Zvn m() n— M tn+ Z tM Ja]a Z@FS’Z Un, m (TL) _ OV :tMg<t, Z)

n=0 (J,)EA ()(TL B ‘7)

W kolejnym kroku dokonujemy podstawien tM g(t,z) = > >0, g, (2)t" oraz t"Ja; . (t) =

D ;. Ciapl? dla kazdego (j,a) € A, gdzie gjo = ord;(a;a) — j + M. W ten sposéb

otrzymujemy wzor rekurencyjny na kolejne wyrazy v, (z) dlan > M:

vn(z)zmo(n—_ Z Z Cja (n—p) ——————=0p vn,(2)| . (413)

mo(n) (j,@)EA P=0j,a (n=p=Jj)

Zauwazmy, ze g, > 1 dla kazdego (j,a) € Ai0(t,z) = >~ vn(2)t" jest wyznaczone
jednoznacznie przez (4.13).
Z zalozenia, ze wszystkie a; , sg rzedu Gevreya kil , wynika istnienie pewnych statych do-

datnich A, ,, B, dla ktérych dla dowolnego p > ¢; , mamy
¢jaml < AjaB"(p — g, a)'kl
Ponadto z Lematu 4.4 wnioskujemy, ze dla pewnych K, h > 0 dla kazdego z € D, zachodzi

lgn (), < KB"0©) (hp)n!™ .
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Wobec tego dla kazdego » € D, zachodzi:

(n—M)!SO

lon(2)]l, < [KBn@%p)mm

L (n—p)™ o
FY S A B gt PP e o),

_m— |s
e rommn (n —p— j)teo

Dzieki Lematowi 4.3 i zatozeniu indukcyjnemu szacujemy norme formalng wyrazu dowolnej
pochodnej v,,_, (%) nastepujaco:
C H™Phlel
fel s odn—p)+s-a) .
Hal_‘s,zvn*P<Z)HP < (TL _ p)!MSO @ b (hp) dla kaZdego S DT7

z czego wynika, ze

Mo n
an( )Hp < % [KB”@(O)(hp)nlkl_’_

1
QAJB (p— gju)!™ (n — p)IOCH PRI
+ZZ] : Qn-—p)+sa)(p, )]

_ |s _ | Ms
vl (n—p—j)lso(n — p)!Mso

Nastepnie korzystamy z Lematu 8.4 i uzyskujemy szacowanie v,,(z) postaci:

Msg

1
len()ls < 72 [KB”@(O)(hp)nlm i

przy czym [ oznacza wyrazenie

ANAJB p— qja)“%(n P CH" PRI i e
-y Z o p) @n=p)tsa)(p 5.
(J,0)EA P=Gj,

Z Lematu 4.1 wnioskujemy, ze:

KMMsan 0 1 KMMsan (nso)Mn—M 0 s
W@( )(hp)n‘kl = oM (nSO)Mn @( )(hp)n"“l <
K M0 Br(pm)Moti;
(0) _
< aMmn!Mso O (hp) =
K MM pr

— dng(0)
R T vl % (hp) <

K MMsopn en
aMp|Mso ¢ 14+ dn

dn
) O\ (hp) <«

KMMsoe [edB\"
(dn)
< (M (dd) ' (hp).
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e’B 1CH(__)

Jak tatwo zauwazy¢, wystarczy dobra¢ C' > w oraz H > <7, aby 5-=3r; (@) (hp) ma-

. . o . . Ms,
joryzowato ostatnie wyrazenie. Pozostaje nam zatem uzyskac analogiczny rezultat dla %—MOSOI

Zauwazmy, ze

_p) A P
B Gl VL S
(n—p—j)! (n—p)! ~ nl
wobec czego
(n — p)le 1 nso(Mptj)

<
(n—p—j)%o (n—p)!Mso = plMso

Ponadto dla ¢;, < p < n prawdziwe jest oszacowanie

(p— q].p{)!l/kl < pP=g.a)/kr

Z definicji wartosci k; wynika takze zaleznos¢

so(j — M) < q]i—a —s-a dlakazdego (j,a) € A.
1

Wykorzystujac powyzsze fakty, otrzymujemy:

1 CH" "\ A; AThll Bp : |
0 s0(Mp+j—M)+(p—gj,a)/k1
i) DD Dl U

(§,0) €A P=Gj,0x

. @(d(”—l’)+5‘a) (hp) <

CH" "\ A ATRlIBP (d(

,Q —s-a n—p)+s-a)

< n!Mso Z Z Hp n®e ' (hp).
(J,0)EA P=Gj,a

Zatem z Lematu 4.1 wynika, ze

MM "LA; Aﬂh‘ |BP en \*5°
@ (dn)
(4,2) j, o

CH” >\ eAj AR fd B\’ n
nMso Z Z a]\JJM Msg (g) (Hdd) @( )(hp)<<

(j,&)EA P=qj,
o “p )"
CH" eA; o AThlal [ d\ (H_dd)
(dn) Zerm 't [ 2 N7
< n!MS()@ <hp) Z aMM—MS() <€> 1— edB -
(J)EA Had

Pozostaje jedynie zauwazy¢, Ze suma po prawej stronie ostatniej zalezno$ci moze zosta¢ ogra-
niczona przez % dla dostatecznie duzych wartosci H. [ |
Z Lematu 4.5 wynika nastepujace stwierdzenie:

STWIERDZENIE 4.1 Niech 0(t,z) = Y~ v,(2)t" bedzie rozwiqzaniem formalnym (4.11).
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Wowczas 0(t, z) jest rzedu Gevreya % wzgledem zmiennej t.

Dowdd: Na poczatek zauwazmy, ze |v,(z)| = ||v.(2)]|o. Wobec tego z Lematu 4.5 wynika, ze
CH" . CH"
v (2)] < T o )(0) = n!MSOF(l +dn) <
< ci BL'n!4 = CH™ )%

n!Mso

|

Naszym celem jest uzyskanie analogicznego wyniku dla rozwigzania formalnego pro-

blemu (4.9). Aby otrzymac ten wynik, wykorzystamy teorie majorant i udowodnimy silniejsza
wersje Stwierdzenia 4.1.

STWIERDZENIE 4.2 Niech o(t,z) = > .- ,v.(2)t" bedzie rozwiqzaniem formalnym (4.11)

i wprowadzmy oznaczenie M[v,](z) := 3_\1_g [vn|2', gdzie | € N§' sq wielowskaznikami.

Woéwczas dla dowolnego promienia r < R istniejq state dodatnie C', H, dla ktérych prawdziwa

jest nieréwnosc:

sup |M[v,)(2)] < CH"n!%  dla kazdego n € Ny,

ze€DN

gdzie d oznacza te samq wartos¢, co w Lemacie 4.5.

Dowdd: Jak zostatlo zauwazone w [13], w celu udowodnienia powyzszego faktu nalezy po-
wtorzy¢ rozumowanie z dowodow Lematu 4.5 i Stwierdzenia 4.1, zastepujac przy tym dane
poczatkowe 1), (z) oraz wszystkie wspétczynniki g, (z) ich majorantami M [1,,](2) i M[g,](z).

Dodatkowo zamiast (4.13) nalezy wykorzysta¢ analogiczne oszacowanie

mo(n — M)

mo(n)

Mlva)(=) < | Mlga)(2)+

+ 53 Gl gy, Mo )(2)].
(j,2)EA P=0j,a

|

Wykorzystujac wszystkie wyzej przedstawione wiasno$ci, mozemy przejs¢ do sformutowa-

nia i udowodnienia twierdzenia okreslajacego rzad Gevreya rozwigzania formalnego zagadnie-
nia (4.9).

TWIERDZENIE 4.1 Rozwazmy (t,z) = Y, u,(2)t" bedqce rozwiqzaniem formalnym zagad-

nienia Cauchy’ego (4.9) ze wszystkimi wczesniej wymienionymi zatozeniami. Wowczas 4(t, z)

jest rzedu Gevreya kil wzgledem zmiennej t.
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Dowdd: Nalezy udowodni¢, ze istnieje promiefi R > 0 taki, Ze dla dowolnego 0 < r < R

istniejg state dodatnie C' oraz H, dla ktérych spelniona jest zalezno$¢

sup |u,(2)| < CH™n!%  dla kazdego n € Ny.
zeDN
Mozemy wykorzysta¢ wczesniej zdefiniowane ztozenie transformat Borela Br. » aby uza-
lezni¢ kolejne w,(2) od v, (2).
Otrzymujemy wowczas zaleznos¢ v, (z) = Br, ,un(z) dla wszystkich n € Ny. Z (2.4)
wynika istnienie statej B > 0 spehiajacej
Ls() _ T (h) Loy ()

= o= B2 < B dlakazdego [ e NY,
m() ~ mil) (i) 8 0

skad otrzymujemy

> |, | B
un(2) € Mlu,)(2) < Z |urls|(l) 2t = M[v,)(B2).
=0 m{@)

Ze Stwierdzenia 4.2 wynika istnienie statych dodatnich C', H takich, ze
[un(2)] < [M[va)(B2)| < CH™nlir

dla dowolnego = € DY, gdzie r < £. Stad wystarczy wzia¢ R = £. |
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ROZDZIAL 5

Rownania liniowe o zmiennych wspoétczynnikach

W tym rozdziale skupimy sie na analizie wlasno$ci Gevreya réwnan moment-
rozniczkowych czastkowych o zmiennych wspotczynnikach. Zaprezentowane wyniki pocho-
dza z [22], a bezposrednig ich inspiracjg byly prace W. Balsera i M. Loday-Richaud [2] oraz
P. Remy [18, 19]. We wszystkich wspomnianych artykulach podstawe rozwazan stanowity
normy Nagumo.

DEFINICJA 5.1 Rozwazmy funkcje f € O(Dg) dla pewnego dysku Dr C C. Niech ponadto

p > 0i0 < r < R. Wéwczas norme Nagumo' || f(z)||,.» definiujemy nastepujaco:

1f (2)lpe = sup [f(2)(r = [2])"].
z€D,

Dzieki tak zdefiniowanej normie mozemy w szczeg6lnosSci szacowa¢ norme pochodnej
funkcji przez norme samej funkcji bez konieczno$ci zmniejszania rozpatrywanej dziedziny, co
pokazuje nastepujgce stwierdzenie:
STWIERDZENIE 5.1 Niech f,g € O(Dg) dla pewnego R > 0. Ustalmy ponadto p,q > 0 oraz
0 < r < R. Wowczas:

D 19 prar < 1 prllg)llgr
2) istnieje stata C' > 0, dla ktérej ||0.f(2)|lpr1r < CIf(2)|lprs
3) 1£(2)] < I£(2)llps(r = |2]) dla kaidego - € D,.
Dowody wspomnianych wyzej wlasnosci zostaty opublikowane w [4].
Do badan nad réwnaniami moment-r6zniczkowymi konieczne byto zmodyfikowanie Defi-

nicji 5.1 przy jednoczesnym zachowaniu wlasnosci ze Stwierdzenia 5.1.

!Definicja przytoczona za [22]. Wiece] szczeg6téw na temat norm Nagumo miedzy innymi w [17] i [4].



5.1 Zmodyfikowane normy Nagumo
Dla dowolnego a € Ny i s > 0 definiujemy szereg potegowy el (x) jako

(n+a)®
nls

hE

09 (z) = " (5.1)

Il
o

n

DEFINICJA 5.2 Dla kazdego s € [1, o0)¥,a € NV, 0 < r < Riz € D, zmodyfikowanq normq

Nagumo || f(2)||a.rs funkcji f € O(Dg) nazywamy:

N
. 1 1) [ Zi
() lams := inf {A >0: f(z) < A]] oy L (%) ze Dr} . (G2)
i=1 v :

STWIERDZENIE 5.2 Dla N = 1i s = 1 zmodyfikowana norma Nagumo odpowiada standardo-
wej normie Nagumo.
Dowdd: Ustalmy ¢ € N oraz 0 < r < R. Wéwczas dla dowolnej funkcji f € O(Dg) wzor

(5.2) przyjmuje postac:

1 _
1F ()]l = inf {A >0: f(z) < Am@gq D (;) e Dr} .

Ponadto zauwazmy, Ze

n=0 =0 u=r—1lz
Wobec tego
A rig-1) A .
sup | f(2)] < = dla kazdego p < 7.
l2l<p rifg =D (r—lzP)e (= [2])
Stad wnioskujemy juz, ze A > (r — p)?supy, ., | f(2)]- [ |

UWAGA 5.1 Zauwazmy, ze || - ||a.rs jest norma przestrzeni O(Dpg) dla dowolnego o € NV,
0<r<Risel[l,oo)".
UWAGA 5.2 Dla 0 € NY' oraz dowolnych 0 < r < Ris € [1,00)" definiujemy || f(2)]|o.s

jako standardowa norme w przestrzeni ¢;. Dokladniej, jesli f(z) = quNéV fy27, to

||f(z)||0,r7s - Z |f»y| ’I""y‘.

WGNg

Kolejne kilka lematéw pokazuje, ze zmodyfikowane normy Nagumo majq interesujace nas
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wlasnos$ci. W szczegd6lnosci Lemat 5.1 pozwala szacowac¢ norme iloczynu funkcji przez iloczyn
norm, a Lemat 5.2 — norme pochodnej przez norme samej funkcji. W obu przypadkach nie
zachodzi konieczno$¢ ograniczania rozpatrywanej dziedziny.

W dalszej czeSci tekstu dla wiekszej przejrzystosci normy zdefiniowane przez (5.2) be-
dziemy nazywac krétko ,,normami Nagumo™.
LEMAT 5.1 Wezmy funkcje f,g € O (Dg) oraz wielowskazniki o, 3 € NY. Wéwczas norma

Nagumo zdefiniowana za pomocq wzoru (5.2) ma nastepujqce wlasnosci:

@ 1£(2) - 9()lavsrs < NF()larsllg()lsrs
(i) [1f(2) - 9()lars < 1F () larsllg(2)llor,s-

Dowdd: Zaczniemy od wykazania prawdziwosci (i). Niech o, 3 € N¥ beda dowolnymi, usta-

lonymi wielowskaznikami. Z definicji normy Nagumo oraz szeregu ol (x) otrzymujemy

£e) < Hfrlrﬁmnz(nm )_

i=1 n=0

oraz

o) < lg(z TWHWS HZ <n+ﬂz — 1) 7

i=1 n=0

Stad wnioskujemy, Ze

s s kE+a;—1 n—k+ 0 —1\" 2"
£()- gz) < E >Hr|a|ﬂ%| A HZZ( ) ( n—k ) ™

i=1 n=0 k=0

Zauwazmy, ze dla dowolnych a,b > 0is > 1 prawdziwa jest nieréwno$¢ a®+b° < (a+b)®.

Wykorzystujac ten fakt oraz Lemat 8.3, otrzymujemy

F(2)g(z) < |f(= )HC;;TJF'% 2) || g,rs Hz(n—i-oél—i-ﬁz—l) &

i=1 n=0

Aby udowodni¢ prawdziwo$¢ zaleznosci (ii), najpierw nalezy zauwazy¢, ze g(z) =
Z%Név g-%7. Dalsze postepowanie jest analogiczne do dowodu wiasnosci (i). Doktadniej mo-

wiac, mamy:

f(Z) g(z) Hf(rl)i‘ars <HZ (Tl—f‘iz - 1) ’ i_;) Z ’g’y \'y\ —

i=1 n=0 "/GNN
_ 1fGllars H(%ﬂ%i—l)sii S lgylr _
ol 4 o] 7 M N
" YveNY i=1 i " veNy
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1)l f+ai .
el ZZI_[(7 y ) ‘g "Y‘TI ‘rh\

yENY v/ <y i=1

Z faktu, ze dla dowolnychp > 01k < n prawdziwa jest nieréwnoé¢ (*77) < ("*?), wniosku-

jemy, Ze

f(2)-9(2) < |7 TCHMS ZH(%JFOQ ) (Z |9y 7177 7'>—<<

yeNY i=1 v'<y

1 (2)llevsr,s Il 9 i+ ai—1
< |a|g = H (7 ) TRl

yeNY i=1

co konczy dowod wiasnosci (ii). [ |
LEMAT 5.2 Niech a € N¥ i niech e; oznacza wielowskaznik dtugosci N taki, ze na jego j-tym
miejscu znajduje sie 1, a na wszystkich pozostatych zera. Zatozmy, ze m,, . .., my to regularne

ciggi momentéw rzedéw odpowiednio sy, . .., sy. Wowczas

10530 ) lateprs < COP (v dla j=1,.... N,

Dowad: Z definicji regularnosci ciaggu momentow istniejq state dodatnie c oraz C' takie, ze

m;(n+1)

cln+1)7 < m;(n)

<C(n+1)% dlakazdego neNy, j=1,..., N.

Dla dowolnego ustalonego o € N otrzymujemy:

1F () lars = (n+a;)mj(n+1) 2} 1 0 (%
Omj 2 — § ! | | (“‘)(az 1 (—)
i f(2) < rei(a; — D% &= (n+ 1)limy(n) it i roi(ag — 1)lsi % A

U §5 Ol 0t DD Loy () _
reitl(a; — 1)1% (n+1)!% rn r(a; — 1)lsi

n=

i#j

reitl(a; — 1)1% nlsi pr dLpai(g, — 1)ls % r

n=0 i#j
8j ; 1 (@—1) (%
= 0o} 1o [T ey @ ()
i=1 v ’

Ca lf (2)llars- u

Wiasno$¢ norm Nagumo przedstawiona w Lemacie 5.3 pozwala nam zmniejszy¢ indeks

]ZJ Hars—

przy czym & = « + e;. Stad H@m

normy bez koniecznos$ci zmiany dziedziny. Okaze sie ona przydatna w dalszej czesci tego roz-

dziatu, w szczegolnosci w dowodzie jego gtownego wyniku.
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LEMAT 5.3 Niech f € O (Dg). Woéwczas dla dowolnych 0 < r < R, o € NY¥ U {0} oraz

B € NY prawdziwa jest nier6wnosc:

1F (2 llarsirs < TNF(2)lars.

Dowdd: Wezmy ¢(z) stata rowna 1. Wéwczas z Lematu 5.1 otrzymujemy || f(2)|lats.rs <

lg(2)|l 5.5l f(2)]|ars- Nastepnie zauwazmy, ze

27
1< ZW

yeNY
oraz, niezaleznie od wyboru € € (0, 1),
27
yeN
Stad 1 = 122, a zatem |15, = r/7l. =

Kolejne dwa lematy demonstruja zwigzek norm Nagumo z rzedem Gevreya funkcji.
LEMAT 5.4 Rozwazmy f(t,z) € (O (Dg)NC (DY)) [[t]. dla pewnego w > 0 oraz przyj-
mijmy, ze f(t,z) = > " fa(2)t" Wowczas dla dowolnych 0 < r < R i« € NV istniejq state

dodatnie A oraz B, dla ktérych spetniona jest nieréwnosc¢:
| fn(2)|lnars < AB™n”  dla kazdego n € Ny.
Dowdd: Zauwazmy, ze istniejq state Ay, By > 0 spetniajace

sup |fn(Q)| < AgB{n!* dlakazdego n € Ny.

CeD,

Mozemy wykorzysta¢ nieréwno$¢ Cauchy’ego do oszacowania wyrazoéw szeregu f,(z) =

Z%Név fn~2". Doktadniej, dla dowolnych 0 < r < Ri~y € N} otrzymujemy

supgep, [£2(O)]

|fTZ,'Y| S rl,yl

Wobec tego
27
rhl”

falz) < sup [£,(O)] Y

D
&by WENg
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Dla dowolnego n > 1 otrzymujemy:

0o o si k
£u(2) < sup Ifn(C)IHZ(kJrns’ 1) 4o

CED,

Stad juz wnioskujemy, ze || f(2)|l,0..s < B supecp, [fu(C)] < Ao(BoRI) nl®.

Rozwazmy przypadek, gdy n = 0. Wtedy fo(z) mozemy zapisa¢ w postaci szeregu

= Z fO,'yZ’y-

WEN(JJV

Wowczas
| fon| < Supcel])%’%,y‘fo(o’ dla kazdego vy € NY
oraz
RN
[fo(2)lo,s < sup | fo(C)] Z < SUP | fo(C )|ﬁ-
’VENN ( - T)
Wystarczy zatem wzigé A = max {AO, SUPcepy, [fo(O)l G2 r)N} i B = ByRl°l. |

LEMAT 5.5 Wezmy f € O (Dg). Wéwczas dla dowolnych 0 < p < r < R istnieje stala
dodatnia A taka, ze dla kazdego wielowskaznika o € NV U {0} nastepujqca nieréwnosc jest

prawdziwa:

sup | £(2)] < A f(2)llars-

z€D,

Dowadd: W przypadku, gdy o = 0, wystarczy zauwazyc, ze

sup |f(2)] = | Y wapwewm < DR S DY UAIT =11 lors

eD
=R 'yENN =1 'yGNN 'yENN

dla pewnych 6, ...,0y € [0, 2).
Zanim przejdziemy do dowodu dla dowolnego o« € NV, zauwazmy najpierw, ze dla dowol-
nycha, b > 0, p € Nin € Ny prawdziwa jest zalezno$c:

n+p—1
n

) a7 < (a+ b)) (5.3)
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|s|—N

Ustalmy zatem £ > 0 dostatecznie mate, aby p(1 + ¢) < r. Wowczas zaleznos¢ (5.3) jest

w szczeg6lnosci prawdziwa dla a, b takich, ze a +b = 1 oraz a~! = 1 + <. Stad dla dowolnego

ne€Ngidlai =1,..., N otrzymujemy

i—1 1 ot
(n+a >§< ~|—5) (14o)",
n €

Wykorzystamy ten fakt do zmajoryzowania f(z).

f(Z) Hf TOH&TS Hz(n—i-Oéz )lr_i<<

i=1 n=0

“f Mars 1 I+e (@il n(sim1) (M +a; — 1Y 2
r\a| H Z (1 + 5) n T'_" <K

i=1 n=0

”f( )”av',s (14‘5)5.&1]\[—[ > (n+Oéi—1) M '
e c i=1 n=0 n r

Powyzsze szacowania sq w szczego6lnosci prawdziwe dla wszystkich z € D,. Stad wniosku-

jemy, ze
ssaa N e} s;—1 n
£ (2) | (1+8) (n—l—az—l) p(1+¢e)”
su z < L) | | g -~ 7
zel%)p |f( )| B rled 9 i1 n—o r

Dodatkowo, dla: = 1,..., N otrzymujemy

i n+ozz—1 p(1+e) ! n_ d=t 1
“— r Codueitl 1 —

u u=p(1+¢)%i~1r—1

Stad
aup 1)) < Ol <1 +5) sa LI
2€D, r [r— (14 ¢)lsI=Np]
o]
<o { L
Wobec tego wystarczy wziag¢ A = max {1, o [T_(:fi‘)“‘f 7] } [ |

5.2 Liniowy problem Cauchy’ego o zmiennych wspétczynnikach

Niniejszy podrozdzial w calo$ci oparty zostal na [22]. Zdefiniowane wcze$niej zmodyfiko-

wane normy Nagumo postuza nam do analizy rzedu Gevreya rozwigzania formalnego nastepu-
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jacego zagadnienia Cauchy’ego:

P (amo,ta am,z) u(t7 Z) - f(ta Z)

4 (5.4)
Doi(0,2) = pj(2)dla0 < j < M
dla pewnego liniowego operatora moment-rozniczkowego zadanego za pomoca wzoru
P (Omgt: Omz) = Opb i+ Y aja(t, )0, 105 . (5.5)
(J,a)eA
gdzie A C NJ™ jest skofczonym zbiorem indekséw. Dodatkowo zakladamy, ze
mg, M1, ..., my sa regularnymi ciggami momentéw rzedéw odpowiednio sg, S, ..., Sy,
dlaj = 1,..., N mamy s; > 1 oraz ord; (a;,) > max{0, j — M + 1} dla wszystkich
(J, @) € A

UWAGA 5.3 Ostatni z wymienionych wyzej warunkow gwarantuje nam jednoznaczno$¢ roz-
wigzania (5.4).

Mozemy przystapi¢ do sformutowania gtéwnego wyniku tego rozdziatu:
TWIERDZENIE 5.1 Rozwazmy zagadnienie Cauchy’ego zdefiniowane za pomocq (5.4) z wy-
mienionymi powyzej zatozeniami. Dodatkowo przyjmijmy, ze f(t,z) € O(Dg)|[t]]1/x,
ia;a(t,z) € O(Dg)|[t]]i/r dla wszystkich (j,«) € Aoraz p; € O(Dg)dla0 < j < M.
Wéwczas rozwiqzanie formalne 4(t,z) = 3 u,(2)t" tego zagadnienia jest rzedu Ge-
vreya ;-
UWAGA 5.4 Zauwazmy, ze Twierdzenie 5.1 nie jest bezposrednim uogolnieniem Twierdze-
nia 4.1 ze wzgledu na nieco silniejsze zalozenia dotyczace ciggdéw momentow my, ..., my,
co do ktorych zakladamy teraz, ze sg regularne i ich rzedy sa nie mniejsze niz 1.

Do udowodnienia Twierdzenia 5.1 postuzy nastepujacy fakt:

STWIERDZENIE 5.3 Zdefiniujmy wielowskaznik oy = (0.1, 02, - - -, o v) W taki sposéb, aby

Qg
Qo) = | max : +1ldlak=1,2,...,N.
0k Lg‘,a)eA ords (@) —J + MJ

Zatézmy ponadto, ze U(t, z) = >~ u,(2)t" jest rozwiqzaniem formalnym zagadnienia (5.4).
Wowczas dla kazdego 0 < r < R istniejq state dodatnie A, B, dla ktérych prawdziwa jest
zaleznos¢

|t (2) lnag.rs < AB™n! dla kazdego n € Ny. (5.6)
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Dowdd: ° Bez straty og6lnosci mozna przyjac ug(z) = 0. W przeciwnym przypadku wystarczy
wykona¢ podstawienie v(¢, z) := u(t, z) — po(2).

Wykazemy prawdziwosc¢ (5.6) za pomoca indukcji wzgledem n. Dla n < M — 1 fakt ten
wynika z wlasnosci funkcji 1 (2), . .., ¢m—1(2) iz Lematu 5.4. WeZmy zatem dowolne n > M
i zal6zmy, Ze teza jest prawdziwadla 0, 1, ..., n — 1.

Mozemy zapisac, ze t" f(t,z) = 32,7y, fu(2)t" orazt™ Ja;o(t,2) = 307 ajan(2)t",
gdzie ¢;, = ord; (aj(t,2)) — j + M dla kazdego (j,«) € A. Po podstawieniu do (5.4)
powyzszych wzoréw oraz zastapieniu u(t, z) przez 4(t, z) otrzymujemy nastepujaca zaleznos¢

opisujaca u,(2):

un(z)zm Z Z @jap( mo(n = p) O 2un—p(2)| - (5.7)

mo(n) (j,0) EA P=0j,a mo n=r- ])
Dla uproszczenia zapisu bedziemy przy tym zakladac, ze % =0dlan—p—j<0.
Ustalmy dowolne 0 < r < R. Poniewaz s = (sy,...,sy) € [1,00)", mozemy rozwaza¢

norme Nagumo wyrazenia (5.7). Dokladniej, przytozymy norme || - ||, .5 do obu stron wyzej
wspomnianej rownosci. Zauwazmy réwniez, ze f jest rzedu Gevreya -—, a zatem z Lematu 5.4

wynika istnienie dodatnich statych F', G, dla ktérych || f,(2)|[nagrs < FG”n!W. Z zalozenia,

ze mg, mq, ..., my Saregularnymi ciggami momentéw otrzymujemy, Ze istniejq state ¢, C' > 0
takie, ze
; 1
c(n+1)% < my(n+ 1) < C(n+ 1)* dla kazdego n € Ny oraz j = 0,1,..., N.

m;(n)
Korzystajac z wyzej wspomnianych zaleznosci, uzyskujemy nierownos¢

cM(n — M)!%o
nlso '

n (n —p)t* o
FG nler + Z Z C] ,50” j,a,p(2) Oy 2 Un—p(2) [ nao,rs

(J,0) €A P=Gj,a )

Hun(z)Hnao,r,s <

Jedli przyjmiemy, ze A > 2¢c"M F'i B > G, uzyskamy ograniczenie

cM(n — M)!%

nlso

1

FG"nl* & 1AB Ttk

[\)

2Dowéd zostal przytoczony za [22]. Poréwnaj réwniez [25] dla standardowych réwnan czastkowych oraz [13]
dla réwnan moment-r6zniczkowych o wspoétczynnikach zalezacych wylacznie od zmiennej ¢.
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1
Pozostaje pokazaé, ze rowniez [ < %AB"n! M dla

cM(n — M)l .
I= nlso Z Z Cj )lso ” joup( )am,zunfp<2)”nao,r,sa

( )EAP 45,

Z Lematu 5.1 otrzymujemy oszacowanie

||aj,a7p(z>agz,zun—p(z)||nao,7"s < |lajap(z )||pao—a,r75||agn,zun—p<z)||(nfp)ao+a,r,s-

Nastepnie, korzystajac z Lematu 5.3 i definicji wielowskaznika o, uzyskujemy

Hama,p(Z)Hpao—a,Ts < Riselool= |O“||a], a.p ( )H(p*%‘,a)ao,r,s-

Poniewaz g, > 1 dla wszystkich (j,a) € Ait"a;,(t,2) = t%e Zzoija Qjan(2)t" D,
mozna traktowa¢ dowolny a; , ,(2) jako (n — g o )-ty wyraz szeregu formalnego. Z Lematu 5.4
wynika zatem, ze

N 1
||aj,a,p(z)||(pqu,a)ao,7“,s < KLP(p— qj@)! "

dla pewnych dodatnich statych K, L. Dla K = R%=ll [ uzyskujemy zatem

1
||aj,a7p(2)||pao—a,r,s <KLP(p— 4aj, )l

Ponadto Lemat 5.2 implikuje, ze

Haran,zunfp(z)”(n*p)aoJra,r,s < ol ’ao‘s.a ”unfp(z)H(nfp)ao,r,S'

N s s
ap —1\7" ap —2\7" s
T (-2 (e 222) .

k=1

Z zalozenia indukcyjnego mamy
1
s (2| rpyapirs < AB"(n = p)li.

Ponadto zauwazmy, Ze

nlk

(n—p+1)k .. (n_p+qja)

1
nlk
T (n—p+ 1)tk

1 1
(P — qja)!* (n—p)lk <

?r“,_‘
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oraz

l ol
n—p+—§n—p—i—q]’—dlakaZdegoOglgak—l,1§k§N.
Qo k Qg

Stad

(n — M)!*0(n — p)l*
nlo(n —p = j)lo(n —p 4 1)se/f

T e [ (2

k=1 [=0 P=Gqj,a

[<AB™l Y e MECIHe g

(J,a)EX

(n=p)* (n—p+ga)™ _
(n - M + 1)30M(n —p + 1)so(ij)+s-a

2 (5) -

P=3qj,«

< ABrplh 3T e ME T g

(J,)EX

s« soM
! - j sa [T p 4. n—p+ 1 0
< AB"n!* E M e citlel — U _ .
e ¢ [l n—M+1

(J,) €A nord
> (3)
5]
P=j,a
Ponadto
ot gia o1 .
w§1+qﬂv—gqjadlakazdeg01§p§n
n—p+1 n—p+l 7
oraz
n—p+1

< M dla kazdego n > M,

n—M+1~ 1-2-1

Po polaczeniu wszystkich przytoczonych wyzej zaleznosSci otrzymujemy

" ] s 80 S Q¢ - L v
< ARl 37 e MECT e ol MM g Y (§> <

(j,a)EA P=3qj,a
oo p
no 1 M g tlal | se  pMso s L\"
< AB"nl® Z MR agl " MM g Y () =
(4,)EA p=1

— AB"nl* Z M g citlal || MMsoqi'gB n
() e

.. . e s . . , . , 1
Pozostaje jedynie zauwazyc, ze ostatnia suma moze by¢ ograniczona z gory przez ; dla dosta-

tecznie duzych B > L. [ ]

Korzystajac ze Stwierdzenia 5.3, przeprowadzimy dowod Twierdzenia. 5.1.

Dowdd Twierdzenia 5.1: Korzystajac ze Stwierdzenia 5.3 oraz Lematu 5.5 wnioskujemy, Ze dla
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dowolnego n € Ny oraz p < r istnieja state dodatnie A, A, i B takie, ze

seug lun(2)] < Anlao|||un(z)||mom <A (/Uao‘B)nn!ﬁ.
zclp

Stad (t, z) € O (Drg) [[t]]1/k, - u

Zauwazmy jeszcze, ze zalozenie mowigce, ze wszystkie wspotczynniki operatora P sg rzedu
Gevreya k—ll w istocie oznacza, ze muszg one by¢ co najwyzej tego rzedu. Ponizszy prosty przy-
kiad ilustruje niezbednos¢ tego zatozenia.

PRZYKEAD 5.1 Rozwazmy zagadnienie Cauchy’ego postaci

(0, — a(t)0?) u(t,z) =0
u(0,z) = ¢(z) € O(Dr),

(5.8)

gdzie a(t) € C[[t]], dla pewnego s > 0. Oczywiscie mamy ;- = 1 jesli s < 1, to z Twierdze-
nia 5.1 wynika, Ze rozwiazanie formalne (¢, z) zagadnienia (5.8) takze jest rzedu Gevreya 1.

Nie musi tak by¢ dla s > 1. Wezmy

p(z) = % Pa(t) =Y (n+1)(n+ 1)kt

Woéwczas a(t) jest rzedu Gevreya s. Otrzymujemy ponadto nastepujaca zaleznos$c¢ dla wyrazéw

szeregu u(t, z):

up(2) =

3[\D|Nw

1 1)ls :
Uny1(2) = (p+ n>$)1+ ) O?u,_p(z) dlan >0

I
o

p

W tym wypadku u,, nie zaleza od zmiennej z dla n > 1 i wobec tego

1 )18
Unt1(2) = (n+ n)ffl—i_ ) Oug(z) = (n+1)* dlan > 0.

Stad 4(t, z) = % + > 2 n!*t" inie jest szeregiem rzedu Gevreya 1 dla s > 1, a wiec teza

Twierdzenia 5.1 nie jest w tym wypadku prawdziwa.
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ROZDZIAL 6
Problem sumowalnosci dla rownan o

wspotczynnikach niezaleznych od zmiennej czasowej

Niniejszy rozdzial poSwiecony jest problemowi k-sumowalnosci rozwigzan formalnych
rownan liniowych o zmiennych wspotczynnikach. Na poczatek rozwazymy przypadek uogol-
nionego rownania przewodnictwa cieplnego. Ze wzgledu na swoja nieskomplikowang strukture
pozwoli on klarownie zaprezentowa¢ metode wykorzystywana do uzyskania wynikéw. Nastep-
nie przejdziemy do bardziej ogélnego réwnania podobnego do omawianych w poprzednich roz-
dziatach. Baza tych rozwazan beda nieco bardziej og6lne wyniki zaprezentowane odpowiednio
w [7] i [8]. Analogiczne rezultaty dla klasycznych réwnan czastkowych mozna znalez¢ w [2]
i [19].

W dalszej czesci rozdziatu ograniczymy sie wylacznie do z € C.

Rozwazania dotyczace k-sumowalnosci rozpoczniemy od zdefiniowania odpowiedniej
normy na przestrzeni funkcji holomorficznych.

DEFINICJA 6.1 Niech 0 < 7 < r. Przez (E, || - ||g) bedziemy oznacza¢ przestrzen funkcji holo-

morficznych na dysku D = D, C C z norma zdefiniowana w nastepujacy sposéb:

T.

oo
> fa"
n=0

w —_
:Z‘anZ‘n7 zeD, ‘Z|
~ n=0

T

LEMAT 6.1 Niech f, g € Einiech f(z) =Y " fo2" oraz g(z) = > -, gn,2". Wowczas
1F()9(2)llz < 1 F()Fllg(2)ll dla = € D, |z] =7 < 7.

Dowdd: Przy ustalonym 7 < r wystarczy zauwazyc, ze

1£Z)g@e =D > frgnsllzI" = 1£2)sllg()]1»

n=0 k=0



Powiemy, ze ciag (a,),>o0 jest logarytmicznie wypukty, gdy dla kazdego n € N spelniona

jest nier6wnos¢

LEMAT 6.2 Niech m bedzie funkcjq momentdow takq, ze ciqg momentéw (m(n)),>o jest loga-

rytmicznie wypukty, i niech f € O (D) Jesli istniejq C' < oo i n € Ny, dla ktorych

[f)z <C =" dia kaidego z € D, |2| = T, (6.1)
m(n)
to
n+k _
||8;fo(z)||f < C’% dla kazdego k € Nyiz € D, |z| =T. (6.2)

Dowdd: Na poczatek zauwazmy, ze z (6.1) wynika holomorficznoé¢ funkcji f na dysku D i mo-
zemy zapisa¢ f(z) = > 77, f;#" dla kazdego » € D. Zdefiniujmy nastepujaca pomocnicza
funkcje:

29 =3 yelm(n)?

Wowczas wnioskujemy na podstawie (6.1), ze

loGe)l = - (,,fuﬂ s <

Ponadto mamy f(z) < |Z(‘ )g(z). W wyniku dziatania na f operatorem 3", otrzymujemy

8,;{62]0(2): Z %fjkz = n+k: ij+n n+k)fj+nzj

j=n+k J=O
Z logarytmicznej wypuktosci ciagu m(n) wynika nier6wnos¢

m(j +n)m(n + k)
m(j+n+k) —

m(n).

Korzystajac z powyzszego oraz z zalezno$ci miedzy f i g, wnioskujemy, ze

a—k n+k & Zn+k
s f(2) < k) ;m )| finl 2’ mg(z)-
Stad

|Z’n+k

101l < ool < 2o
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co konczy dowod. [ |

LEMAT 6.3 Zatézmy, ze f(2) = f1(2) + - + f,(2), gdzie f; € O(D) dlaj = 1,...,poraz

2| . - o
(2|l <C dla kazd €D, |z|l=75=1,...,p.
15601 < €L dahasdego = € D, ol =7 =1

Wowczas przy zatozeniach z Lematu 6.2 dla dowolnego k € Ny otrzymujemy

IZI”J““ . - i
dla kazdego z € D, |z| = T.

10,5 f(2) < ZC

Dowad: Korzystajac z poprzedniego lematu, wnioskujemy, ze

|n]+k

6.1 Uogodlnione réwnanie przewodnictwa cieplnego

Problem sumowalnosci zostanie oméwiony najpierw dla pewnej prostej klasy réwnan
moment-rézniczkowych, to jest dla uogdlnionego réwnania przewodnictwa cieplnego. Wszyst-
kie wyniki zaprezentowane w tym podrozdziale sg w istocie szczegolnymi przypadkami tych
opublikowanych w [7].

Rozwazmy funkcje jadrowe e;(z) i e5(z) oraz zwiazane z nimi funkcje momentow my, m;
dodatnich rzedéw odpowiednio s, s,. Dodatkowo niech p, x € N beda liczbami spelniajacymi
warunek syp > s;x. Ustalmy 7 > 0 iniech D := D,. Wezmy taka funkcje a(z) € O(D), dla
ktorej takze ;5 € O(D D), f(t,2) € C[[t, 2]] oraz p;(z) € O(D) dla0 < j < r — 1.

Przy powyzszych zalozeniach mozemy rozwazac zagadnienie Cauchy’ego postaci

(afnlt ( )8717)12 z) (tv Z) = f(t’ z)
aj;n,tu(o,z) =pi(z) dla 0<j<k-1

(6.3)

Woéwczas prawdziwy jest nastepujacy fakt:

STWIERDZENIE 6.1 Przy wszystkich powyziszych zatozeniach zagadnienie (6.3) ma jednoznaczne
rozwiqzanie formalne i(t, z) € C|[t, z]].

Dowdd: Niech 4(t,z) = Y oo > poytunit"zF = >°°°  4,.(2)t". Na podstawie zatozenia

o f mozemy takze przyjac, ze f(t,z) = > o o Do fakt" 2 =" Fri(2)t". Z warunkéw
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v;(2)

poczatkowych uzyskujemy w; ,(z) = ()

dla0 < j < k — 1. Ponadto po podstawieniu @ do

réwnania (6.3) otrzymujemy nastepujaca zaleznos¢ na kolejne wyrazy szeregu (t, )
m(n + K)unre(2) = a(z)@%ﬁzun’*(z) + fos(2) dlan € No. (6.4)

Z tej zalezno$ci wynika jednoznacznos¢ u(t, z). [ |

Bezposrednio z definicji ¢;(z) dla0 < j < x — 1 oraz (6.4) wynika nastepujacy wniosek:
WNIOSEK 6.1 Jesli f(t,z) € O(D)[[t]], to réwniez a(t, z) € O(D)|[t]].

Zat6zmy dodatkowo, Ze ciag momentow (ma(n)),>o jest logarytmicznie wypukly. Korzy-
stajac z Lematu 6.2 oraz Stwierdzenia 3.6, mozemy wowczas okre$li¢ warunek konieczny i do-
stateczny sumowalnos$ci rozwigzania formalnego (¢, z).

TWIERDZENIE 6.1 Przy wszystkich wczesniejszych zatozeniach niech (t, z) bedzie rozwiqza-
niem formalnym zagadnienia Cauchy’ego (6.3). Niech k = *£ — s, i niech d € R. Wéwczas
nastepujqce warunki sq rownowazne:

(i) u(t, z) jako szereg formalny z E[[t]] jest k-sumowalny w kierunku d.

(i) f(t,z) € E[[t] iog, . u(t,0) € C[[t]] dla0 < q < p— 15q k-sumowalne w kierunku d.
Dowdd: (i)=-(ii): Implikacja wynika z Twierdzenia 3.3 oraz z nierdwnosci (2.17), na podstawie
ktérej wnioskujemy, ze zbiér E{t}, , jest zamkniety ze wzgledu na dziatanie operatora 0,,, ..
Stad i z (6.4) wynika, zZe jesli @ jest k-sumowalny, to k-sumowalne s tez f oraz oL, u(t, z)
dla kazdego0 < ¢ <p—-1lize€ D.

(ii)=-(i): Zauwazmy, ze z Wniosku 6.1 mamy u(t, z) € E[[z]]. WprowadZmy oznaczenie

_ Oy 20(t,0)

Yo(t) = a(t,0)idlal < ¢ < p — 1 potézmy o), (t) = 2 - Nastepnie dokonamy podsta-

wienia w(t, z) = 9%, _4(t, ). Woéwczas mozemy zaobserwowac, ze

at, 2) = Po(t) + V()2 + ...+ y_1 ()27 + 0,7 (L, 2).

mo,z
Wobec tego (¢, z) spelnia rownanie
1=t Vit 2) = o, 2) (6.5)
- — w Z) = z .
a,(Z) m1,t-ma,z ) g ) )
gdzie §(t,2) = (a;ht&o(t) O () O ()2 — f(t, z)). Z zatozeri

(ii) oraz Twierdzenia 3.3 wynika, ze §(t, z) € E[[t]] jest k-sumowalny w kierunku d.

Mozemy zapisac w0(t, 2) jako w(t, 2) = "= Wy(t, 2), gdzie kolejne 1, (¢, z) zadane sq za
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pomoca zaleznosci rekurencyjne;j:

wot, z) = Q(t 2)

W,(t, z) = ——=00 0P ,_1(t,z) dla ¢>1.

CL( ) m1,t-mao,z

(6.6)

Rozwazmy obszar sektorowy G = Gg4(a), gdzie kat rozwarcia o > 7. Niech wy(t, z) €
O(G x D) oznacza k-sume szeregu (¢, z). Zgodnie ze Stwierdzeniem 3.6 dla dowolnego

sektora S C G istnieja stale C', K > 0, dla ktérych
107, cwo(t, 2) [, < CK"my(n)l (1 + %) dla wszystkich t € S, n € Nj.

Zauwazmy nastepnie, ze przeprowadzajac rozumowanie podobne do tego uzytego w dowodach
Lematéw 6.2 i 6.3 mozemy wywnioskowac, ze zbiér E{¢} , jest zamkniety ze wzgledu na dzia-
lanie operatora ;! .. Stad oraz z (6.6), Twierdzenia 3.3 i Stwierdzenia 3.5 wynika, ze 1, (t, z)
sq k-sumowalne w kierunku d dla wszystkich ¢ > 0. Ponadto ich k-sumy w,(t, z) speiniaja te

samgq zaleznosc¢ rekurencyjng. Niech B =

1 | - Wykazemy indukcyjnie, ze dla dowolnego

q > 0 mamy

(6.7)

pq
19t e < OB o+ g (147550 B

ko) ma(pg)
dla wszystkicht € S C G, z € D przy |z| = 7.

Wiasnos¢ jest oczywiscie prawdziwa dla ¢ = 0. Zal6zmy zatem, Ze (6.7) jest prawda dla
pewnego g > 0. Wéwczas, korzystajac z (6.6) dla w, (¢, z) i Lematu 6.2, otrzymujemy

<

mi,t Y ma,z

10 gt 2) s = HTW‘? P wyt,2)

T

p+pk
SBOK”+H+Hqum1(n+/€+/{q)F (1+n+/£+HQ> ’Z‘

k ma(p + pq)
n+/<;—|—/-£q) | 2|k
k ma(p + pq)’

= CK"™ i B™m (n + k + kq)T (1 +

Wobec tego mamy

ny ma(n + )l (1+54) |z
< n T Kq Rq .
Z 10, swq(t, 2)|lr < CK™ma(n)0 <1 * k’> ;K B my(n)l (1 + %> ma(pg)

Aby oszacowac wyrazenie
mi(n + kq)l (1 + 2280)

my(n)T (14 %) ma(pq) ’
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zauwazmy, ze

77ll<7l +_ H}]O)I1 (1 %— Ejiﬁﬂ) (71 +_ K49>!S%fm <i <:7l +_ fpli> S%fm

S9PK
n

mi(n)T (1 +2) ma(pep)  nl ™" (kp)!

Istnieje zatem stala A > 0 taka, ze

mi(n + kp)T" (1 + 222)

Antre, 6.8
my(n)l (1 + %) ma(prp) = (6:8)

Wobec tego

10 1twl‘ZIIE<2:II LiWq(t: 2)l7 <

< CLAAKY" mi () (1+ %) S KMBIAN|P. (6.9)
q=0
Ostatnia suma w (6.9) bedzie skoficzona dla | z| < (A" BK*)~?. Wobec tego w(t, z) jest funkcja
holomorficzng na G x D,, gdzie 7’ = min{r, (A*BK")~?}, oraz

195, w(t, 2l < CR ()T (14 7) (6.10)

dla pewnych statych dodatnich C', K.

Pozostaje udowodni¢, ze w(t, z) jest k-sumaq szeregu w(t,2) = D = y(t, 2) w kie-
runku d. W tym celu ustalmy funkcje jadrowa € rzedu k i niech / oznacza zwigzana z nig
funkcje momentéw. Wéwczas dla dowolnego g € Ny z definicji k-sumowalnosci i nieréwnosci

(6.10) mamy:

wy(t,z) = Eedl’j’mtwq(t z) oraz w(t,z) Z éd Z’S’m W,(t, 2)
q=0
Zauwazmy ponadto, Ze oszacowanie (6.10) gwarantuje nam, ze By, ;w(t, z) bedzie holomor-
ficznana U x D, gdzie U jest pewnym otoczeniem punktu ¢ = (, a ponadto na pewnym sektorze
Sq bedzie ona miata wyktadnicze tempo wzrostu nie wieksze niz k.

Poniewaz szereg jest zbiezny, mamy

Bz qw(t, z) edZEEdBmtwq (¢, 2) Z mtWq(t, 2) Bmtﬁ)(t, z).

q=0 q=0
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WNIOSEK 6.2 Jesli ktorykolwiek z rownowaznych warunkow z Twierdzenia 6.1 jest spetniony,
suma szeregu 1i(t, z) jest rozwiqzaniem analitycznym (6.3), o ile tylko zastqpimy szereg formalny
f jego k-sumq w kierunku d.

Dowod: Zalozmy, ze spelniony jest ktorykolwiek z warunkéw z Twierdzenia 6.1. Niech wow-
czas f(t,z) oznacza k-sume szeregu f(t,z) w kierunku d, a u(t, z) — k-sume a(t, z) w kie-
runku d. Wtedy funkcja ¢ — (9, — a(2)0%,, ) — f(t, z) ma zerowe rozwiniecie asympto-

tyczne w pewnym sektorze S;(«), gdzie o > 7. Z Lematu Watsona (Twierdzenie 3.1) wynika,

ze funkcja ta musi by¢ stata rowna 0. Zatem u(t, ) jest rozwigzaniem rdwnania (6.3). [ |

6.2 Ogolne réwnanie liniowe o zmiennych wspoétczynnikach

Bazujac na metodzie zastosowanej w poprzednim podrozdziale, poddamy analizie bardziej

ogoblne réwnanie! postaci

(1 — Z Zazq aml O, z) u(t, z) = f(t, z), (6.11)

i€ g=0

gdzie £ C {1,...,x} C N dla pewnego naturalnego x > 1, p; > 0 dla kazdego i € K
oraz mjp, my sa regularnymi funkcjami momentéw dodatnich rzedéw odpowiednio sy, s, i ciag

(ma(n))n>0 jest logarytmicznie wypukty. Dodatkowo niech wszystkie a;,(z) oraz aﬂpl 7 beda

holomorficzne dla z € D, przy r < 1.

Ponadto zakladamy, ze diagram Newtona dla operatora

P<0m1,t>am2z - 1_Zzalq mlt mzz

i€k q=0

zawiera dokladnie jeden niepoziomy odcinek, ktorego nachylenie £ dane jest za pomoca wzoru

1 K K
— 2P AR Bl (6.12)
k K K

UWAGA 6.1 Istnieje co najmniej jedno 7 € K, dla ktérego spetniona jest nieréwnosc 2 > i—;

Istotnie, gdyby nie byta to prawda, otrzymalibySmy w szczeg6lnosci sop,, — s1x < 0, co przeczy
wczesniejszemu zatozeniu dotyczacemu struktury diagramu Newtona.

UWAGA 6.2 Dla kazdego i € K zachodzi

Pi o P (6.13)
Z KR

'Wyniki zebrane w tym podrozdziale s szczeg6lnym przypadkiem tych z [8].
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Dowdd: Ustalmy i € K. Wowczas

Sop; — S1t < S2Pk — S1R
i - K ’

Stad wynika, Ze

Sokp; — S1KT < S9lp, — S1KI

Kpi S an

B Bn

7 K

STWIERDZENIE 6.2 Réwnanie (6.11) ma jednoznaczne rozwiqzanie formalne u(t, z).

Dowdd: Niech f(t,z) = 3.2 f,(t)z" oraz niech a;,(z) = Y2°° aiunz" dla dowolnych
i € K,0 < g < p,. Ponadto niech f,(t) € C[[t]] dla kazdego n € N,. Wezmy a(t,z) =
Yoo g Un(l) #?n) takie, ze u,(t) € C][t]] dla kazdego n € Nj. Po podstawieniu tak zdefiniowa-
nego 4 oraz fi a;q do réwnania (6.11), otrzymujemy jednoznaczng formute na wszystkie wu,,(¢)
dlan > k, o ile tylko znane sg ug(t), ui(t), ..., u._1(t)> [ |
Przy wszystkich zatozeniach przedstawionych na poczatku tego rozdziatlu prawdziwe jest
nastepujace twierdzenie:
TWIERDZENIE 6.2 Rozwazmy réwnanie (6.11) i niech k bedzie dane za pomocq (6.12). Zatézmy

ponadto, ze f(t,z) € E[[t]] oraz 9, 8% _a(t,0), gdziei € Ki0 < q < p. — 1, sq k-

mi,t~ma,z

sumowalne w pewnym kierunku d € R. Wowczas rozwiqzanie formalne @(t, z) réwnania (6.11)
jest rowniez k-sumowalne w kierunku d.

W Swietle Stwierdzenia 3.5 wystarczy zatozy¢, ze k-sumowalne sq 04, (¢, 0) dla wszyst-

mo,z

kich 0 < ¢ < p,, — 1. Warto jednak nadmienic¢, ze dla bardziej ogdlnych ciggow momentow
pochodzacych od ciaggoéw silnie regularnych Stwierdzenie 3.5 nie zawsze musi by¢ prawdziwe.
Zagadnienie to zostalo bardziej szczegétlowo omdéwione w [8] w Rozdziale 5.

Rozwazmy z € D, dla pewnego (matego) » > 0. Dla 0(t, z) = 0P¢ _u(t, z) otrzymujemy

mo,z

nastepujaca zaleznos¢
Pr—1

i(t,2) = > un(t)2" + P 0(t, 2).

n=0

Nastepnie zapiszmy © w postaci 0(t, z) = 0y, ,(t, z) dla pewnego (¢, z). Wowczas (6.11)

2Poréwnaj: [8, Rozdziat 4].
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przyjmuje postac

(1 - bﬁpn( m1 tamzzjmz + Z Z bzq aﬁ‘blztagngp;) ’LZJ(t, Z) = g(tv Z)

1€ qe@;

dla

Pr—1 pi pr—1
g9(t, z) = ! (Zun(t)Z”— iq(2)0p, 10, 1 ()z”—f(tyz)>, (6.14)

Aripy, (Z) n=0 i€ ¢=0 n=0

ktoéra przy zatozeniach Twierdzenia 6.2 jest k-sumowalna. Niech g(¢, z) oznacza k-sume §(t, z)
w kierunku d holomorficzng dla ¢ z pewnego obszaru sektorowego G = G4(a), o > 7, oraz

2 € D,. WprowadZzmy ponadto nastepujace oznaczenia:
Q.=1{0,1,....,p.—1} i Q;={0,1,...,p;} dlai < k.

Zauwazmy, ze zatozenia dotyczace wspoélczynnikéw a;,(z) gwarantuja holomorficznosé

wszystkich b;,(2), gdyz sa one zadane za pomoca nastepujacej zaleznosci:

1
dla i =k, ¢ = p,
bi(2) = )
Giq 2 w pozostatych przypadkach.
a"fpm (Z)

WprowadZmy zatem oznaczenie B = max; ; maX<, ||biq(2)]|..
Tak jak przypadku réwnania przewodnictwa, mozemy zapisaC W (t,z) = > -, Wp(t, 2),

przy czym kolejne wspdtczynniki opisane sq za pomoca definicji rekurencyjnej:

wo(t,z) = g(t,2)

Wpir(t,2) = (bnpn( o Ol ) Y b2 aglltagnzp;> w,(t,z) dlap > 0.
1€ qeQ;

Mozna analogicznie zdefiniowa¢ w(t, z) = > - w,(t, ) z kolejnymi w,(t, ) zadanymi re-

kurencyjnie przez

wo(t,z) = g(t,2)

Wy (t,2) = (bnpn( o Ol £ Y b2 aglltagnzp;> w,(t,z) dlap > 0.
i€ qeQ;
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Poniewaz wy(t, z) € O(G x D,), obserwujemy, ze réwniez w,(t, z) € O(G x D,) dlap > 1.
Ponadto w,(t, z) jest rozwinieciem asymptotycznym w, (¢, z) wzgledem zmiennej ¢ dla kazdego
p > 0.Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 6.1 wnioskujemy, ze w,(t, z) jest k-suma w0, (¢, z)
dla kazdego p > 0.

Zauwazmy takze, ze w,(t, z) moga zosta¢ ograniczone z goéry przy pomocy Lematu 6.3 dla
kazdego p > 1. W istocie wy (¢, z) mozemy zapisac jako skorficzona sume funkcji holomorficz-

nych postaci b, (2)9 0% Prwy(t, z). Dokladnie] z zaleznosci rekurencyjnej mamy:

mi,tTma,z

wi(t,2) = by ()0, Db (8, 2) = Y > big(2) s 08 Prawg (t, 2).
i€ qeQ;
Korzystajac z wezesniejszych rozwazan, szacujemy norme dowolnej pochodnej wy (¢, z) wzgle-
dem ¢ nastepujaco:
2"

dane€Ny, z€ D, |z|=7itecq.
my(0)

n
Hagn,two(tv Z)HF S CK”ml(n)I‘ (1 -+ E)

Stad i z Lematu 6.2 wnioskujemy nastepnie, ze

(|big(2) 0% 408 Pravg(t, 2) || . < BC'K"™ "my (ks — i) (1 i Z) 2™ ’
- ' k) ma(px — q)

dla |z| = 7it € G. Wobec tego

lor(t, 2)llr < Y > Ibi(2)0, 0 Prwo (. 2) | <

i€eKU{0} ¢€Q;

I ptr—i - K—1 P
< Z ZBCK ml(li—Z>F<1+ . ) 12

i€eKU{0} ¢€Q; mQ(pH N Q)

oraz

. , n+kxk—1 z|Prme
10y, wi(t,2)l- < >0 > BCK"™™* 'my(n+r— i)l (1 + ) 12 .
’ ieKu{0} ] k mQ(pn - q)
1 quz
Analogiczne rozumowanie moze zosta¢ powtorzone takze dla p > 2.
W dowodzie Twierdzenia 6.2 niezbedne beda takze kolejne dwa techniczne lematy®.

LEMAT 6.4 Niech z € D (0,r), gdzie r < 1. Wowczas istniejq takie state 0 < C, K, B’ < o0,

3Lematy te sa w istocie zmodyfikowanymi wersjami wlasnoéci udowodnionych w [19].
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ze nierownos¢

_l’_
|08, awp(t, 2)||. < BPCK™my(n + rp)T (1 4+ k”) P(l2) (6.15)

jest prawdziwa dla wszystkich n € Ny, 7 = |z|. Przy tym P,(z) jest wielomianem zadanym za

pomocq nastepujqcej zaleznosci rekurencyjnej:

plﬂip aq Y

Poi(2) = |00+ E E P
m2a,z |sg ~MM2,%
i oo PP“’) 2

P,(z)dlap > 0.

Dowdd: Nierownosc (6.15) jest prawdziwa dla p = 0. Zal6zmy zatem, ze teza jest speiniona

dla pewnego p > 0. Niech )y oznacza zbiér {0}. Przy tym dodatkowym oznaczeniu mozemy
zapisac, ze

|n, vy (t, 2)|), < BPCK™ 9.

Z ZK’iml(n—Hﬁ—i—l—/ﬁp)F

1€KU{0} ¢€Q;

n+K—1+Kp
(1 ) o)

Zauwazmy, ze [’ (1 + —) jest regularng funkcja momentéw rzedu +, wobec czego dla pew-

nych statych 0 < a, A < oo mamy

F(1+54)

a(n+1) E < ( ) < A(n + 1)% dla kazdego n € N.

?vls ?r|+
SN—

Korzystajac z tego faktu, otrzymujemy

ml(n+f<;—i+/<;p)F(1+n—i_ﬁzl—i_ﬁp) <
a, a (n+ﬁ+ﬁp)r(1+w>-

< 52
Hl (n+rk—i+kp+1)-

Zatem dla K > —-, otrzymujemy
H twp+1 lf P H S B/pCKn+np+ﬁBm1(n + K+ Hp)l“ (1 + w> .

DYDY ! I (P (). (6.16)
[Ty (n+r—i+rp+1) =

1€KU{0} g€Q;
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Nastepnie zauwazmy, ze

7 7 S2PK

H( Zgﬁp—kl%“—{w} :

P (kp)!

Mozemy wobec tego dalej szacowac prawa strone nieréwnosci (6.16) w nastepujacy sposéb:

o5 et 2)] < BPCK™ B4+ ) (14 L,j“p) |

S2PK

Y Y] e

1€KU{0} q€Q;

Oznaczmy przez K’ zbidér wszystkich i € IC, dla ktérych prawdziwa jest zaleznos¢ p; > 1.

Wowczas:

52Pk

> Sletal s

ieKU{0} ¢€Q;

(L+r)ar+ >3 { Gep 4 3] } K ] <

€K qeQ;

amgﬂerZZ[ p+z ] N ]

€K qeQ;

<(1+k)

Ponadto po zastosowaniu (6.13) otrzymujemy

(ER)'F (Dup + p2)! _ (pwptp).(pep+1) (g)pi (ﬁp+ %) </{p—}—i
(kp+ D)1 (pep)! (kp+4)* .. (kp+1)% (kp+ )%
By i e

K/ (kp+ H* T Nk (kp+ 1P T

o\ Pr -1 pi
() (7)<
K 1

Wykorzystujac powyzsze oszacowania, otrzymujemy:

K

IA

IA

107, swpra(t 2)|| . < BPOK™ " B(1 + k)ma(n + £ + rp)T (1 + w> .

(Fp) ([2]). (6.17)

pnp _
a’mpnz _|_ p82p~ a’?n p;

Wystarczy wobec tego przyja¢ B’ > B(1 + k), aby zakonczy¢ dowdd. [ |
LEMAT 6.5 Dla kazdego z € D,, gdzie) < r < 1,ip € Ny mamy

kil

ma (pnp) '

Po(lz]) < FP (6.18)
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dla pewnej dodatniej statej F'.
Dowdd: Nierownosc (6.18) jest w oczywisty sposob prawdziwa dla p = 0. Ustalmy zatem

dowolne p € N. Wéwczas wielomian P,(z) ma posta¢

_ (Dep — Pi)!*2 _
O + p”p“ i
( . ;qezc; (Psp = P+ pi)! ™
(%’;7 +) 0 i ,Szafng’,’“> (Fo) (2)-

1€ qeQ;

Zapis ten mozemy uprosci¢ w nastepujacy sposob:

ICEIZ225 SEND SUNEED SENNED DR 08

J=1 1l <lp <+ <L <P (i1,00435) €K Gig €Qig 5o5Gi; €Qu

J
(0= 1 N
115 elle gl ).
s—1 pn l - 1 —|—p )|82
Korzystajac z powyzszego, mozemy oszacowac P,(|z|) w nastepujacy sposéb:
TS S DI VRN SR
pr J=1 1<hi<lo<-<lj<p (i1,...,5;)€EKT qileQip'“;%jEQlj
ﬁ (Pr(ls — 1))!* |z|p“p*(qi1+---+q¢j)
s:l pﬁl —1 —f-p )'SQmQ(p”p_<qll++ql]))

Z Uwagi 6.2 wynika, ze p; < p, dla ¢ < x. Wobec tego otrzymujemy

pep— (G + -+ a,) = pep— (piy + - +0i,) =0 — (pr — 1) p=p.

Stad oraz z faktu, ze |z| < r < 1, dostajemy:

ZEE IS5 S D DD M

J=1 1< <lp<-<UG<p (i1,0.15) €K iy €Qiy 5100 €Q

ﬁ (pw(ls — 1)1 ms (Pxp) ="
(pe(ls — 1) 4+ pi)'*2 my (p,ip— (qi1 + qij)) ma(prp)

s=1

Zauwazmy takze, ze

ma (prp) < qu1+ +gi; (pep)!®
my (pep — (@i, + -+ @) (pup — (i + -+ +q5,))12 —
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(Prp)!2
< AR :
T =)+ (e — i)+ (P — i)l

Po wprowadzeniu dodatkowego oznaczenia
1 dlai, = &
pe —pi, dlaiy <k
przy s = 1,2, ..., j, uzyskujemy

(prp)!® 3
e =)+ e i)+ + (pn—q,)) 1

pp'”
'SQHH a1+ +0451+0')2'

_(p s=1o0=1

Jednoczesnie mamy tez

J p,.il—l | DPis
Hpﬁl_l _|_p lsz HH 1)+0) =

s:l s=1o0= 1

—_

J

J  Dis 1
1:[1:[ an-l)“*O') ( j HBS’

|s
Prj)® £

IN

gdzie

1 dlai, =
B, =

Hg;1 (pn (3 - 1) + pi, + 0')52 dlai, < K

Mozemy wykorzystac obie zaleznosci, aby uzyskac

ﬁ (pi(ly — 1)1 ms (prp)

pml —1 +pz )'2m2(p/<p (Qil—i_'“—i_q%’)) a

BTN [ A !
B (pff (p_j))!SQ (prij)!SQ (041‘|“"'+045—1+0')32

s=1 o=1

s=1

Dla iy = x mamy

<
(gt Fas g +0)? (o + 1) T

Dlais < K jest
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Bﬁ 1 :ﬁ(p,i(s—l)—l—pis—l—a)&:
50:1 (a1 + -+ as_1+0)7 e (a4 +asq1+0)%
_ﬁ(a1+"‘+as1+pn(8—1)+pis+0'—061—"'—Cks1)52
(1 4+ +as1+0)” '

Wobec tego mamy

s 1 “s zm@—m+mi—m—~~—%l)”
B, 5 = 1+ - <
(1_[1(041+---—|—a31+0)2 H( -t asgto
O(s j— — . —_— —_— . e e — 82
SH(1+pn3 (Px —pi,) — 045—1) <
S

<11 (1 + pL) < (14 py)2 ).

Korzystajac z tych oszacowan, otrzymujemy ostatecznie:

T (pally — 1)) ma (Pxp)
pulie} (Pe(ls = 1) + pi,)!52 my (pmp - (%‘1 +oee Qi‘j)) N

pep [ PP b 52(Pr—Dig)
< apr (PP T (1 + poyoeme)
s=1

PrJ

a zatem

p
EIES SR DINED DEND DENND DI -

J=1 1<l <la<-+<U<p (i1,0415) €K iy €Qiy i ; €Qi

s J
PxD ’ s ) |Z|p
i . 1 +p,‘§ 2 pm Dig I N S
(pn]) H mo (p:‘ip)

s=1

< |1+ Ep: Z Z pi2dPs AP

J=1 1<hi<la<<l;<p (il,...,ij)EIC'j qiq eQipvaij EQij
|27

.252p5p 1+pﬂ 82(Pnj—pi1—“'—mj)> <
( ) mQ(pfip)

S ( SQPNApK252pm (1 _|_pﬁ)52(pn 1))

- Elii
12 2 2 2. ! ma(pep)”

J=L ISl <lp <+ <GP (i1,0485) EKT Giq €Qy 5e-50i; €Qu
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Pozostaje jedynie znaleZ¢ ograniczenie gorne dla

1+i > > > 1.

J=1 1<l <la < <Ui<p (i1,00,85)EKT Giy €Qiy 5101 €Qi

W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze |K”| < k% i |Q;| < p,. dla kazdego i € K'. Stad wniosku-

jemy, Ze

1+zp: > > > 1<1+Z<)/@pr (1+ kpe).

J=L 1Sl <la<-<I<p (i1,0.,85) €K qiy €Qiy 501 €Qi;
Z ostatniej nierownosci wynika, ze

Pzl

N e e
(121) 2 (L p )" () e

Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu Twierdzenia 6.2.

Dowdd Twierdzenia 6.2: Korzystajac z powyzszych lematow otrzymujemy

lo ”%tzHSBWMWWmme@FO+n;W)W 21

ma (pnp)

dla wszystkich p € Ny, n € Ny, 7 = |z|. Wobec tego

+ kp)l (1 + —RMP)
t < OK” ( ) B/pK,Lgp n k FP p'
p§>0: 197 op (8, 2]l mn pzo (n)T (1 + %) ma(pup) .

Z (6.8) otrzymujemy

S 05, awy(t. 2)]|, < CE"Amy(n)T (1 + %) N (B'K"ASFz))". (6.19)

p=0 p=0

Wezmy zatem p = min {r, (B'K"A*F)~'}. Wéwczas dla kazdego » € D, ostatnia suma

prawej strony wyrazenia (6.19) jest skoniczona. Ponadto istnieje stata L > 0, dla ktdrej

> (B'E"A"F|2|)" < Ldla|z| < p.

p=>0
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Stad otrzymujemy

Z H ltwp (t,z H < CLK”/I”ml(n)F (1 + %) dlaze D, |z] =7

p>0

Przyjmujac C = CLi K = K A, otrzymujemy dla kazdego n € N, nastepujacy wniosek:
|on w(t,z H < CKmy(n)T (1 + %) dlaze D, |z] =7 (6.20)

Dla udowodnienia prawdziwosci Twierdzenia 6.2 pozostaje wykaza¢, ze w(t, z) faktycznie
jest k-suma szeregu formalnego (¢, z) w kierunku d. Ustalmy w tym celu dowolng funkcje
jadrowa e(z) rzedu k oraz powiazang z nia funkcje momentéw m.(u). Woéwczas mozemy sko-
rzysta¢ z liniowosci operatora Laplace’a oraz formalnego operatora Borela. Skoro dla dowol-
nego p > 0 mamy wy(t, 2) = Le.qBum, 410,(t, 2), to réwniez w(t, z) = D >0 Le.aBom. 1i0,(t, 2).
Z (6.20) wynika, ze B, qw(t,z) € O(D(0,7") x D,) dla pewnego ' > 0 i ponadto ma wy-
kladnicze tempo wzrostu nie wieksze niz k£ na pewnym sektorze S;. Stad i ze Stwierdzenia 2.6

wnioskujemy, ze

Be dw(t Z e ,d Z £e dBm8 twp(t Z) e,dﬁe,d Z Bme,twp<t7 Z) = Bme,tw(ta Z)
p=0 p=>0
Wobec tego i wczesniej uzyskanego wniosku, ze w(t, z) ma wykladnicze tempo wzrostu nie
wieksze niz k na S,, otrzymujemy juz, ze w(t, z) jest k-sumowalny w kierunku d, a w(t, z) jest
jego k-suma. k-sumowalnos¢ 4 wynika wowczas z zatozen Twierdzenia 6.2 i réwnosci

pn_l

ﬁ(t72) = Z Un( )Z + ang)nzaﬁl tw(t Z)

n=0

|

L.atwo mozna takze wykazac prawdziwosc¢ twierdzenia odwrotnego do powyzszego, co pro-

wadzi bezposrednio do gtéwnego wyniku tego rozdziatu. Jest ono analogiczne do wynikéw za-

prezentowanych wczesniej w [2] i [19] dla klasycznych réwnan rézniczkowych czastkowych.
W ogélniejszej wersji zostalo udowodnione takze w [8].

TWIERDZENIE 6.3 Rozwazmy réwnanie (6.11) wraz ze wszystkimi wczesniejszymi zatozeniami.

Wowczas nastepujqce warunki sq rownowazne:
(i) f(t,2) € E[[t]] oraz u,(t) € C[[t] dla0 < n < p, — 1 sq k-sumowalne w kierunku
deR.
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(ii) Rozwiqzanie formalne 4(t,z) € E[[t]] réwnania (6.11) jest k-sumowalne w kierunku
d i jego k-suma u(t, z) jest rozwiqzaniem analitycznym tego rownania, o ile zastqpimy
f(t, 2) przez jego k-sume f(t, z).
Dowodd: Implikacja (ii) = (i) jest oczywista.
Wiekszos¢ dowodu implikacji w druga strone zostata przeprowadzona w dowodzie Twier-

dzenia 6.2. Aby go dokonczy¢, nalezy rozwazy¢ odwzorowanie

pi
t— u<t’ Z) - Z Zaiq(z)agng,zUi(t7 Z) - f(ta Z)a
i€ g=0
przy czym przez U;(t,z) dla kazdego ¢ € K rozumiemy funkcje spetniajaca zaleznosc¢
Om, +Ui(t, z) = u(t, z). Rozwinieciem asymptotycznym tak skonstruowanej funkcji w pew-
nym obszarze sektorowym G' = Gg4(«), gdzie a > 7, bedzie szereg zerowy. Skoro tak jest,

z Twierdzenia 3.1 funkcja ta musi by¢ stata réwna 0, co konczy dowdd. [ |
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ROZDZIAL 7

Otwarte problemy i dalsze badania

Cho¢ zagadnienie rownan moment-rézniczkowych rozwija sie w ostatnich latach dynamicz-
nie, wcigz pozostaje stosunkowo nowe. W zwigzku z tym naturalnym wydaje sie istnienie pytan,
na ktore jak dotad brak jednoznacznej odpowiedzi.

Ponizej nieco szerzej opisane zostalty dwa gléwne kierunki badan nad réwnaniami moment-
rézniczkowymi i wlasnosciami ich rozwigzan formalnych. W ostatnim podrozdziale zebrane

zostaly pozostale otwarte problemy.

7.1 Problem sumowalnosci dla rownan o wspétczynnikach

zaleznych od wszystkich zmiennych

O ile w przypadku wspoétczynnikéw zaleznych wylacznie od zmiennej 2 uogélnienie wy-
nikow z [19] dotyczacych sumowalnosci na rownania moment-rozniczkowe byto mozliwe bez
wprowadzenia dodatkowych zalozen, uzaleznienie wspétczynnikow takze od zmiennej czaso-
wej ¢ nastrecza juz zdecydowanie wiekszych probleméw. Taki stan rzeczy wynika z faktu, ze
dla operatoréw m-rézniczkowych nie istnieje naturalny odpowiednik wzoru Leibniza. Stad nie
jesteSmy w stanie bez wprowadzenia dodatkowych zalozen oszacowa¢ normy wyrazenia po-

staci

Omy 1 (b(t, 2)wy(t, 2)) .

Ponizej zaprezentowana zostata proba wprowadzenia takiego odpowiednika.
Niech m oznacza ciag momentdw rzedu s € (0, 1]. Zat6zmy, ze dla dowolnego o € N,

prawdziwa jest zaleznosc¢

«

O (u(t)o(t) < Y

5=0

m(a)

m(B)m(a = B)

Ol u(t)om Pu(t), (7.1)

gdzie u(t) = > 07 et io(t) = > 07 22" au, > 0, w, > 0 dlawszystkich n € Ny.

n=0 m(n) n=0 m(n)




W dalszych rozwazaniach wykorzystamy nastepujace oznaczenie:

m(n)
m(n, k) = m(n — k)
0 dlan<k

dlan >k

Wowczas prawdziwe jest nastepujace stwierdzenie:
STWIERDZENIE 7.1 Do tego, zeby dla ustalonego ciggu momentéw zachodzit warunek (7.1) po-
trzeba i wystarcza, aby dla dowolnego n € Ny idla k = 0,1,...,n + o prawdziwa byla

nierownos¢

(n+ «) m(a)
= —k.a— 7.2
= R T O e 72
Dowadd: Lewa strona wyrazenia (7.1) ma postac
io Tf ukwnJra k m(n+ «a) " 73)
n=0 k=0 m(n+a—k) m(n)
a prawa
4o n o« m(Oé) Ukt Wnta—k—B n
n=0 k=0 8=0 m(ﬁ)m(a - ﬁ) m(k)m(n — k})
Zauwazmy, zZe po uzyciu warunku (7.2) otrzymujemy
n+ao
Z UpWnta—k m(n + a) <
Symk)mn+a—k) mn) =
n+oa o
Uk Wnta—k ~ . m(a)
< - - . .
;BZ% ”+O‘_k)m(k76)m(n+a b 6>m(5)m(a—5) 79
Ponadto
1
m(k, B)ymn+ o —ka—B8) | = Bymin + 5 —#) dlak—n<pB<k

m(k)m(n +a — k)
0 w pozostatych przypadkach.
Wszystkie skladniki po prawej stronie nierownosci (7.4) mozemy umiesci¢ w tablicy o wy-
miarach o X (n + «), ktérej cztery pierwsze wierszy przedstawione zostaty na Rysunku 7.1.
Zauwazmy, ze zwlaszcza dla duzych n wiele z rozwazanych sktadnikow zeruje sie.

Po zsumowaniu w pierwszej kolejnosci skltadnikéw ze wspolnym fragmentem mianownika
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U0 Wn 4+«
m(0)m(n)

Ul Wnta—1 UL Whnta—1 m(a)
m(1l)m(n—1) m(0)m(n) m(l)m(a—1)

U2 Wn a2 U2 Wnto—2 m(ax) U2Wn o —2 m(a)
m(2)m(n—2) m(l)m(n—1) m(1l)m(a—1) m(0)m(n) m(2)m(a—2)
USWn4o—3 U3 Wn+a—3 m(a) U3Wn4a—3 m(a) U3Wn+a—3 m(a)

m(3)m(n—3) m(2)m(n—2) m(1)m(a—1) m(1)m(n—1) m(2)m(a—2) m(0)m(n) m(3)m(a—3)

RYSUNEK 7.1

postaci m(j)m(n — j) (w tych samych liniach réwnolegtych do ,,przekatnej” tablicy) otrzymu-

jemy, Ze prawa strona wyrazenia (7.4) jest rowna

n o«
3 e
k=0 =0

co konczy dowod w jedng strone.

Aby wykaza¢, ze z warunku (7.1) wynika nieré6wnosc¢ (7.2) dla kazdego n € Ny i k =
0,1,...,n + a, wystarczy podstawi¢ u(t) = t* i v(t) = t"Tok, |
UWAGA 7.1 Dla s € (0, 1] ciagi momentéw postaci (n!®),,~o spelniaja warunek (7.2).

Dowdd: Dla s = 1 oraz dowolnych o, n € N oraz 0 < k < n + « prawa strona warunku (7.2)

przyjmuje postac

«

> ik, B)m(n +a — ko — B)
B=0

(a—=pF+1)...(a—1a
3 |

Dlak =a,a+1,...,n otrzymujemy

= (k) <n+a—k) '(n+a> ,_ (n+a)
2\ 5 T L R e

Dlak=0,1,...,a — 1 mamy
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Analogiczna rownos¢ zachodzidla k = n+1, ..., n+«. Nieréwnos$¢ dla s < 1 wynika z faktu,
ze (a 4+ b)* < a® + b° dla dowolnych a,b € R,. |

Niestety jak dotad wadg tego odpowiednika wzoru Leibniza jest fakt, ze jest on prawidtowo
zdefiniowany wytacznie dla szeregdw formalnych. Na chwile obecna nie zostal on w zaden
sposéb przeniesiony na sumy tych szeregow, co jest niezbedne przy badaniu sumowalnosci.
Wydaje sie, ze powinno by¢ to mozliwe przy wykorzystaniu Definicji 3.5, ale jak dotad prace

nad wyprowadzeniem poprawnej definicji nadal trwaja.

7.2 Uogolnienie ciggdw momentow

W nieco innym kierunku podazyty badania, ktorych wyniki zostaty opublikowane w [6-8].
W tym przypadku autorzy rozszerzyli definicje ciagdw momentdw oraz operator6w moment-
rozniczkowych. Dokladniej méwiac, w zaleznosci (2.4) ciag (I's(n)),>0 zastepujemy pewnym

ciagiem liczb nieujemnych (M?),,>o w taki sposdb, ze przyjmuje ona posta¢
a"M: <m(n) < A"M; dlakazdego n € Ny,

przy czym dodatkowo zakladamy, ze dla (1/,,),,>o spelnione sa nastepujace warunki:
1) My=1,
2) M, jest ciagiem logarytmicznie wypuktym,
3) M, ma ograniczone tempo wzrostu, a zatem istnieje stata C'; > 0, dla ktérej M,,,, <
C1M,, M, dla dowolnych m,n > 0,

4) M, jest silnie niequasi-analityczny, to znaczy istnieje stata C5 > 0, dla ktorej

M M,
& < Cy—"- dla kazd > 0.
Z RS T a kazdego m >

n>m

Ciagi takie nazywamy silnie regularnymi'.

Wyniki z [6] zostaly uzyskane z wykorzystaniem metod analogicznych do tych z [25] i [13]
i dotycza rownania bedacego bezposrednim uogdlnieniem probleméw omawianych we wspo-
mnianych Zrédtach. Takie uog6lnienie moment-rézniczkowania dodatkowo otwiera nowe moz-
liwosci badan, miedzy innymi nad zagadnieniem sumowalnosci dla szerszej grupy operatorow.
Rezultaty takich badan zostaly zaprezentowane w [7] oraz [8], a rozwazania z Rozdzialu 6 sq

ich szczeg6lnym przypadkiem.

1Zastapienie ciggéw postaci (I's(n)),>o wptywa réwniez na definicje funkcji jadrowych. Wiecej szczegotow
na przyktad w [8, Definicja 7].
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7.3 Inne otwarte problemy

PROBLEM 1 Czy mozliwe jest uogolnienie wynikow z Twierdzen 4.1, 5.1 i 6.3 na problemy typu
Cauchy’ego-Goursata?

Uzyskanie wynikdw analogicznych do zaprezentowanych w niniejszej pracy wydaje sie by¢
mozliwe przy pewnych modyfikacjach metod i narzedzi z [15], [16] i [20]. Obiecujace w kon-
tekScie Twierdzenia 6.3 wydaja sie w szczeg6lnoSci normy wykorzystane w [16] ze wzgledu na
ich podobienstwo do normy zdefiniowanej w Definicji 6.1.

PROBLEM 2 Czy mozliwe jest uogolnienie wynikow z Twierdzen 4.1 i 5.1 na réwnania nieli-
niowe?

Analogiczne rezultaty dla klasycznych rownan rézniczkowych czastkowych pojawity sie
juz miedzy innymi w [23,24]. Podobnie jak przypadek probleméw typu Cauchy’ego-Goursata,
analiza rozwigzan nieliniowych rownan moment-r6zniczkowych mogtaby stanowi¢ ciekawy
kierunek dalszych badan.

PROBLEM 3 Czy mozliwe jest uogdlnienie wynikow z Twierdzenia 6.3 na problem multisumo-
walnosci?

Intuicyjnie przez szereg multisumowalny® rozumiemy taki szereg formalny 4 (z), dla ktérego
zachodzi

W(z) = 01(2) + Go(2) + -+ - + Un(2),

gdzie 4; € E{z},q, dla pewnych k1 > ky > ... > k, oraz d,dy,...,d, speliajacych

|d; —dj_q] < sy —on s dlal <j<n

Jak dotad problem multisumowalnosci byt analizowany w [10] w kontekscie réwnan
moment-rozniczkowych o stalych wspotczynnikach oraz miedzy innymi w [25] dla liniowych
rownan rézniczkowych czastkowych ze zwyklym rézniczkowaniem, ktérych wspétczynniki za-
lezne sa od zmiennej ¢. Uzyskanie analogicznych wynikéw dla réwnania postaci zblizonej do

(6.11) mogtoby stanowic¢ interesujgce uzupehienie zarowno wynikow z [8], jak i tych z [19].

Na chwile obecng bez odpowiedzi pozostaja rowniez zagadnienia dotyczace samych ciggow
momentow.
PROBLEM 4 Czy wszystkie ciqgi momentow sq regularne?

Fatwo zauwazy¢, ze wszystkie ciagi Gevreya postaci (n!®),>o oraz (I'(1 + sn)),>o dla
pewnego s > ( sg regularnymi ciggami momentéw. Nie jest jednak jasne, czy istniejg jakies

ciagi momentdw, ktore nie sq regularne.

2Por6wnaj: [10, Definicja 4].
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PROBLEM 5 Czy wszystkie ciqgi momentow sq logarytmicznie wypukle?
O ciagach (n!®),>q oraz (I'(1 + sn)),>o wiemy takze, Ze sq logarytmicznie wypukle. Po-
dobnie jednak jak w przypadku regularnosci, i tutaj wcigz brakuje przyktadu ciggu momentow,

ktdry nie ma tej wlasno$ci lub dowodu, ze taki ciag nie istnieje.
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ROZDZIAL 8

Dodatkowe twierdzenia i wtasnosci

W celu zachowania przejrzystosci tekstu wszelkie techniczne lematy oraz twierdzenia nie-
zwigzane bezposrednio z tematyka pracy umieszczone zostaly w tym rozdziale. Zostaly one
uporzadkowane w kolejnosci wystepowania w tekscie.

LEMAT 8.1 Niech s > 0. Wowczas istniejq takie state dodatnie c, C, ze dla kazdego x > s mamy

PA+D) oy

c(l—l—x)sﬁm_

Dowadd: W dowodzie ponownie wykorzystamy wzor Stirlinga (2.6). Wowczas otrzymujemy

1
I'(1 1 PR
( +I) < ( +x ) €_S+1(1—|-£C)S < 6(1+3U)S

'l4+xz—s) ~ \1l+z—s
oraz .
I'(1+ ) 1+z 277 5w s s
F(1+x—s)2<l+x—s) e (14 a) 2 e (1 4 )
Wystarczy wiec przyja¢ C' = e oraz ¢ = e~ 571 [ |

LEMAT 8.2 Dla dowolnego z € C spetniajqcego warunek Re z > 0 prawdziwa jest nieréwnos¢
I1—e™?| < |z|.
Dowdd: Skoro Rez > 0, to z = |z|e"” dla pewnego 6 € [—Z, Z]. Ponadto zauwazmy, ze

1—e* :/ e CdC.
0

Po wprowadzeniu parametryzacji [0, |z|] 2 s + se? otrzymujemy nastepujace szacowanie:

z |2] |=|
/ e ¢ dC’ g/ =50 1 < / ds = |z|.
0 0 0




TWIERDZENIE 8.1 (Zasada Phragmena-Lindel6fa) Niech k > 0 i rozwazmy zbior S = {z : |z| >
r, @ < argz < [} dla pewnego r > 0 i o, 3 spetniajqcych zaleznos¢ 0 < # — a < 7. Dla
pewnej funkcji f(z) € O(G,E) cigglej na S zalézmy takze, ze istniejq pewne state dodatnie
c1, Co, dla ktérych

1f(2)|lz < c1exp (c2|2|") dlaz € S. (8.1)

Ponadto niech dla pewnego C' > ( bedzie
1f(2)|le < Cdlazeds. (8.2)

Woéwczas || f(2)|lg < C réwniez dla wszystkich z € S.
Dowdd: Bez straty ogélnosci mozemy przyja¢, ze S = So(Bo) \ D,, gdzie Sy(/3) jest sektorem
o kacie rozwarcia 3y < 7.

Wezmy « > k na tyle bliskie k, aby takze 5y < . Wowczas dla dowolnego ¢ > 0 funkcja
postaci F'(z) = e=**" f(z) dazy do 0 dla G > z — oo, co wynika z zatozenia (8.1). Ponadto dla

dostatecznie duzych p > 0z (8.2) wynika zaleznos¢
|F(2)|le < Cdlazed(SND,).

Poniewaz F' jest holomorficzna, z zasady maksimum powyzsze oszacowanie musi by¢ praw-
dziwe takze dla z € S N D,. Po przejsciu do granicy przy ¢ — 01 p — +oo otrzymujemy, ze
1 f(2)]|g < C dla wszystkich z € S, co koniczy dowod!. ]
LEMAT 8.3 WeZmy p, q € N. Wowczas dla kazdego n € Ny prawdziwa jest nastepujqca zalez-

~(k+p—1\ (n—k+q—1 n+p+q—1
()T e

k=0

nos¢

Dowdd: Rozwazmy x rzeczywiste takie, ze |z| < 1. Wowczas mamy

1 oo
1_x:;x.

Zapisany w ten sposob szereg mozna zrozniczkowac dowolng iloS¢ razy. Po wykonaniu tej

operacji p — 1 razy otrzymujemy zaleznosSc:

ITwierdzenie wraz z dowodem przytoczone za [1, Dodatek B]
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Analogicznie mozemy zatem zapisac, ze

(p+q—1 n+p+q—1) .
1_1-17-1—(1 Z €T

=0

Wobec tego

1 =~ (n+p+qg-1Y\ ,
<1—x>p+q‘z( n )

n=0

Z drugiej strony (1 — ) 777 = (1 — ) P(1 — x)~%. Stad wnioskujemy, Ze

1 B oo(n+p—1)!xn oo(n+q—1)!mn
(1 —z)P*e N (Z nl(p —1)! ) (;ﬂ n!(qg—1)! )
o= k+p—1 n—k+qg—-1\ ,
() (L)

co konczy dowod. [ |

LEMAT 8.4 Wezmy M € N. Wowczas dla kazdego n > M

(=M (%>M. (8.4)

n! n

Dowdd: Udowodnimy prawdziwos¢ (8.4) metoda indukcji wzgledem M. Dla M = 1 mamy

<

SRS
S

a wiec nierownosc jest prawdziwa.

Zal6zmy zatem, ze dla pewnego M > 1 prawdziwa jest nier6wnos¢

— M) (MM
u < (_) dla kazdego n > M.
n: n

Wykazemy, ze analogiczna nieréwnos¢ jest prawdziwa takze dla M + 1. W tym celu ustalmy

dowolne n > M + 1. Wowczas z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy

n

(n—M-1! (n—M) 1 /M\Y
n! :n!(n—M)Sn—M(_) '

Wystarczy teraz wykazac, ze

3
(-
<
—
S
~
S
(VAN

M+I\Y M
n n’



Zauwazmy, ze dla kazdego n > M + 1 powyZsze wyrazenie jest rOwnowazne zapisowi:

M
u M+1 > n 7
M n—M

co z kolei jest rownowazne wyrazeniu

() e (55

Poniewaz nierowno$¢ ma by¢ spelniona dla wszystkich n > M + 1, wystarczy, ze udowodnimy

jadlan = M + 1. Wowczas otrzymujemy

M1\ M
v(M) —ar-izo

M

a zalezno$c¢ ta jest prawdziwa dla kazdego M > 1. [ |

-2 -15 -05 0 0.5 15

-0.5

RYSUNEK 8.1 Krzywa +.

LEMAT 8.5 Niech e(z), E(z) bedq parq funkcji jqdrowych rzedu k > 5. Niech ponadto ~y ozna-
cza krzywq od nieskoriczonosci wzdtuz pétprostej argz = —m do punktu (—1,0), nastep-
nie wzdtuz okregu jednostkowego o Srodku w zerze i z powrotem do nieskonczonosci wzdtuz

arg z = m (jak na Rysunku 8.1). Niech E(z, «), gdzie o € (0, 2k), bedzie funkcjq zdefiniowanq

94



Zda pomocq wzZoru

1 a—1
E(z,0) = — | Blw)-2—— dw dla |2| < 1. (8.5)
Y we

21 -z

Wowczas E(z, «) przedtuza sie do funkcji analitycznej na C i dla |z| > 1 prawdziwa jest za-
leznos¢

E(z,0) = a 'E(z7) + E(z, ), (8.6)

przy czym E(z, a) jest zadana wzorem catkowym (8.5), a funkcja zE(z, a) jest ograniczona dla

z— 00, z € So(%)-

RYSUNEK 8.2

Dowdd: Dla |z| < 1 wystarczy zastosowac odpowiednie podstawienie oraz wzor catkowy Cau-
chy’ego. Rozwazmy zatem sytuacje, gdy |z| > 1. Wowczas modyfikujemy krzywa v w taki
sposob, aby zamiast okregu o promieniu 1 jej czesScig byt okrag o promieniu R spehliajacym

|z| < R. Tak powstata nowa krzywa oznaczmy przez 7, (jak na Rysunku 8.2). Wéwczas mo-

zemy zapisat E(z,a) = 5= [ E(w) w dw jako sume dwdch calek:

27

1 a—1 a—1
E(z,a) = — </ E(w) v dw+/ E(w) d dw) :
21 . we — z " we — 2

przy czym krzywa ~y; jest zamknieta. Stad mozemy policzy¢ catke wzdtuz +; ze wzoru catko-

wego Cauchy’ego i otrzymujemy (po podstawieniu) o' E(z= ). Poniewaz |z| > 1, po krzywej
Cauchy’ego i ' dstawieni 1E(z%). Poniewaz 1,pok '

,wozfl

~ catkujemy funkcje holomorficzna. Stad sktadnik E(z, a) = = f7 E(w) dw jest ograni-

wY—z

czony. |
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