1 Rozwigzywanie rownan wokol punktéw nieosobliwych — w postaci szeregow po-
tegowych

Ponizszy rozdziat zostal opracowany w wigkszosci na podstawie podrecznika A. Palczewskiego [7].
Rozwazmy réwnanie liniowe jednorodne rzgdu m

(1.1) 2™ 4 a1 ()2 Y 4+ ay (0)E + ag(t)z = 0.
Definicja 1.1 Punkt to nazywamy punktem nieosobliwym rOwnania (1.1 jesli funkcje
ag(t), ..., am—1(t) sg analityczne w pewnym otoczeniu tego punktu.

Punkt to nazywamy punktem osobliwym réwnania (1.1) jesli funkcje ag(t), .. ., am—1(t) majg bieguny skoriczonego rzedu w

tym punkcie.

Punkt  osobliwy ty  nazywamy  regularnym  punktem  osobliwym  rownania  (1.1) jeSli = funkcje
(t —to)™ao(t),...,(t —to)am—1(t) sg analityczne w pewnym otoczeniu tego punktu.

Punkt osobliwy %, ktéry nie jest regularnym nazywamy nieregularnym punktem osobliwym réwnania (1.1).

W dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do réwnan rzedu 2 postaci
(1.2) &+ p(t)z + q(t)x = 0.
Uwaga 1.2 Zachodzi bliski zwigzek pomiedzy powyzszym réwnaniem liniowym 2 rzedu a réwnaniem Riccatiego

(1.3) y = a(t)y® + b(t)y + c(t).

Niech y(t) bedzie rozwigzaniem réwnania (1.3) i niech z(t) spetnia y(t) = aa;it()t) . Wéwczas x(t) jest rozwigzaniem réwnania

i — (Zgg + b(t))g'c +a(t)e(t)z = 0,

czyli réwnania (1.1) dla p(t) = 72@) —=b(t)iq(t) = a(t)e(t).

(%)
Na odwrdt, jesli x(t) spetnia (1.1) to y = % spelnia réwnanie Riccatiego

g =—y" —p(t)y — q(t).
O

Stwierdzenie 1.3 (Metoda redukcji rzedu réwnania) Jezeli x1(t) jest jednym z rozwigzari réwnania (1.2) to drugie liniowo
niezaleine rozwiqzanie ma postac

t efP(s)

(1.4) £2(t) = 21 (1) / .

——ds,
co xl(s)
gdzie P(t) jest funkcjq pierwotng funkcji p(t) zas cq jest dowolnie wybrang stalq.

Dowéd. Drugiego liniowo niezaleznego rozwigzania bedziemy szukaé w postaci 22(t) = z1(t)u(t). Wstawiajgc do réwnania
(1.2) dostajemy réwnanie liniowe 1. rzedu na %

2y + (241 + p(t)z1)i = 0,

ktérego rozwigzanie jest dane wzorem 4 (t) = % gdzie P(t) jest funkcja pierwotng funkcji p(t). Stad dostajemy (1.4) dla
co — dowolnie wybranej stalej. Zauwazmy jeszcze, ze 1 (t) i x2(t) sa liniowo niezalezne. W przeciwnym bowiem przypadku

musieliby§my mieé x5 (t) = const - 21(t), czyli u(t) = const i @ = 0, co jest sprzeczne z postacig funkcji u(t). O



Pokazemy teraz metode rozwiazywania réwnania (1.1) w otoczeniu punktu nieosobliwego. Zachodzi

Twierdzenie 1.4 Jeslit, jest punktem nieosobliwym rownania (1.2) to istniejq dwa liniowo niezalezne rozwiqzania tego réwnania,
analityczne w zbiorze {t : |t — to| < R}, gdzie R jest mniejszym z promieni zbieznosci szeregow Taylora funkcji p(t) i q(t)
rozwinietych wokot t.

Dowdd. Dzicki liniowej zamianie zmiennych, bez zmniejszenia ogélnosci mozemy przyjaé to = 0. Rozwijajac funkcje p(t) i q(¢)
w szeregi pot¢gowe zbiezne w kole o promieniu R (dla pewnego R > 0) dostajemy

p(t) =Y at', )= bit'
1=0 i=0

Rozwiazania bedziemy szukac¢ w postaci szeregu potegowego

(1.5) a(t) =Y et
=0

Po zrézniczkowaniu szeregu otrzymamy

Bt) = D (i+2)(i+ it
i=0
pt)e = (Z aiti> (Z(Z + 1)Ci+1ti> => (Zai—j(j + 1)Cj+1>ti,
i=0 i=0 i=0  j=0
q(t)fE = (szt’L) (thl) = Z ( bi,jCj)ti.
i=0 i=0 i=0  j=0
Wstawiajac te szeregi do rownania rézniczkowego dostajemy
o0 7 )
> ((i +2)(i 4+ Deiva + > ai (G + e + bi—jcj)tl =0.
i=0 j=0
Zatem dostajemy réwnania na wspélczynniki c;
(1.6) (i+2)(i+ Deiva + Y (i + Dejor +bije;) =0 dla i=0,1,2,...

=0

Réwnanie to mozna jednoznacznie rozwigza¢ dla danych wartosci ¢ i ;.
Pokazemy teraz, ze niezaleznie od wyboru cg i c;, tak wyliczone wspétczynniki c; definiujg szereg potggowy (1.5) o promieniu
zbieznod$ci R. W tym celu weZmy r < R i zauwazmy, ze dla pewnego M > 0 zachodzi

lai|r' <M, |blri<M dla i=0,1,2,...,

gdyz wyrazy szeregu zbieznego sg ograniczone i daza do zera. Korzystajac z powyzszych nieréwnosci i z réwnania (1.6) dostajemy
oszacowanie wyrazow c;
M M :
(i +2)(i+ Dleiral < = D7 (G + Dlegral +leil )17 < = 37 (G + Dlegaal + lesl )17 + Mleial
j=0 j=0

Zdefiniujmy teraz szereg nieujemny d;

: . M _
do = lcol, di=lerl, (i4+2)(i+1)diga =" ((] + Ddjr1 + dj)rj + Mdiqar.
=



Oczywiscie |¢;| < d;. Wystarczy wigc wykazaé, ze szereg

(1.7) St
=0

ma promien zbiezno$ci . W tym celu zauwazmy, ze

i—2
M . M .
r(i + 1)idi+1 = ’I“i_2 Z ((] + 1)dj+1 + dj)T] + m(ldz + di_1)7"171 + Md,"/’2 = Z(Z - l)di + Mridi + Md,ﬂ"27
7=0
wiec
d; | — 1)i + rMi +r2M d; 1
+1_ (i )1_—““ e , astad lim L
d; Z(Z + 1)7“ i—oo | d; r

Zatem szereg (1.7) ma promien zbieznosci r. Z dowolnosci wyboru r < R szereg (1.5) ma promien zbieznosci R. Oznacza to, ze
szereg (1.5) definiuje rozwigzania réwnania (1.1) dla dowolnych ¢y i ¢;.

pary wartosci (c((jl)7 cgl)) i (c((jz)7 c§2)), zeby ich wronskian byt niezerowy, tzn.

C(()l) Cgl)
062) 652)

£ 0.

O

W podobny sposéb mozna wykaza¢ odpowiednik Twierdzenia 1.4 dla réwnan liniowych jednorodnych rzedu m o analitycznych
wspétczynnikach, czy — réwnowaznie — dla uktadéw m réwnar liniowych jednorodnych rzedu 1 o analitycznych wspétczynni-
kach macierzy:

Twierdzenie 1.5 Niech A(t) bedzie nieosobliwg macierzqg m x m o analitycznych wspdtczynnikach w otoczeniu punktu to. Wow-
czas istnieje m liniowo niezaleinych rozwiqzan uktadu m rownan

t=Al)z, dla x=(z1,...,Zm).

Co wigcej rozwiqgzania te sq analityczne w zbiorze {t : |t — to| < R}, gdzie R jest najmniejszym z promieni zbieznoSci szeregoéw
Taylora wspdtczynnikow a;;(t) (1,5 = 1,...,m) macierzy A(t), rozwinigtych wokot to.

Cwiczenia

1. Stosujac metode redukcji rzedu réwnania znajdzZ rozwiazania ogélne rownan
a)i +4 — 2r = 0jesli m1(t) = e~ 2,
b) 123 — 22 = 0 jesli z1 (t) = t2,
o) ti — & + 4t3x = 0 jesli x4 (¢) = sin(¢?).

2. Dokonaj klasyfikacji wszystkich punktéw osobliwych réwnan
a) (2 +1)(t—4)3% + (t —4)%2 + 2 =0,
b) t2(t — 2)& + 3(t — 2)i +x =0,
o) t3(t —4)%% + 3tz — (t —4)x =0,
d) (1 + 4t%)%% + 6t& — 9z = 0.

3. ZnajdZ rozwigzania réwnafi metoda rozwijania w szereg potegowy wokoét tp = 0. Na jakim zbiorze to rozwigzanie jest
okreSlone?
a) réwnanie Hermite’a & — 2tz 4 2px = 0, gdzie p € R — stata;
b) réwnanie Airy’ego & — tx = 0;
) (1 — 4t?)i + 6t — 4z = 0;
d) & + t@ + 3z = ¢2,
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