
6 Konfluentne równanie hipergeometryczne
Poniższy rozdział został opracowany na podstawie monografii E. Hille’a [3] i preprintu B. Ziemiana [11]. Nieco inaczej zdefinio-
wane konfluentne równanie hipergeometryczne można znaleźć w książce E.T. Whittakera i G.N. Watsona [10].

Na początek wróćmy do równania hipergeometrycznego
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Wstawiając t zamiast s i dzieląc obie strony przez b dostajemy

(6.1) t(1− t
b
)ẍ+ (c− a+ b+ 1

b
t)ẋ− ax = 0.

Ostatecznie, przechodząc z |b| do nieskończoności otrzymujemy

(6.2) tẍ+ (c− t)ẋ− ax = 0.

Definicja 6.1 Równanie (6.2) nazywamy konfluentnym równaniem hipergeometrycznym lub inaczej równaniem Kummera.

Zajmiemy się teraz badaniem punktów osobliwych tego równania. Przypomnijmy, że równanie hipergeometryczne ma dokład-
nie trzy punkty osobliwe i wszystkie regularne (dla t = 0, 1,∞). Natomiast równanie (6.1) ma punkty regularne osobliwe (dla
s = tb = 0, b,∞). Biorąc |b| → ∞ dostajemy, że dwie regularne osobliwości — w b i∞— przechodzą do wspólnej granicy („zle-
wają sie”) równej∞. Proces przejście do wspólnej granicy nazywamy metodą konfluencji, a otrzymane po przejścu granicznyn
równanie nazywamy formą konfluentna równanie wyjściowego (stąd nazwa konfluentne równanie hipergeometryczne).

Równanie (6.2) ma zatem osobliwości w punktach t = 0 i t =∞. Dla t = 0mamy punkt osobliwy regularny, a co dla t =∞?
Zauważmy, że w nieskończoności nie jest analityczna funkcja t 7→ tp(t) = c − t (bo nie jest ograniczona w nieskończoności).
Zatem na podstawie Stwierdzenia 3.2 punkt t = ∞ jest punktem osobliwym nieregularnym. Oznacza to, że w wyniku przejścia
granicznego (|b| → ∞) dwie osobliwości regularne w b i∞ „zlały się” w jedną osobliwość nieregularną w∞.

Postaramy się teraz znaleźć rozwiązanie równania (6.2). W tym celu zauważmy, że rozwiązanie (6.1) ma postać
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Przechodząc z |b| do nieskończoności dostajemy dla |t| < |b|
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Zatem jednym z rozwiązań konfluentnego równania hipergeometrycznego jest funkcja hipergeometryczna typu (1, 1), zwana
konfluentną funkcją hipergeometryczną, która jest postaci

(6.3) x1(t) = 1F1(a; c; t) =
∞∑
n=0

(a)n
(c)nn!

tn.

Zauważmy, że promień zbieżności szeregu 1F1 wynosi nieskończoność (to wynika zarówno z postaci tego szeregu jak i z faktu,
że nie ma innych osobliwości poza 0 i∞). Zatem rozwiązanie x1(t) jest funkcją całkowitą na C.
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Przypatrzmy się jeszcze bliżej rozwiązaniom dla a = −n, gdzie n ∈ N. Wówczas x1(t) = 1F1(−n; c; t) jest wielomianem
stopnia n. Przyjmując c = 1 + α możemy zapisać

1F1(−n; 1 + α; t) =
(
n+ α
n

)
L(α)n (t),

gdzie L(α)n (t) będziemy nazywać n-tym wielomianem Laguerre’a rzędu α.
W szczególności dla α = 0 dostajemy n-ty wielomian Laguerre’a

Ln(t) = 1F1(−n; 1; t) =
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Oczywiście spełnia on równanie
tẍ+ (1− t)ẋ+ nx = 0.

Wielomiany Laguerre’a można wyrazić również za pomocą wzoru

(6.4) n!Ln(t) = et
dn

dtn
(tne−t).

Wielomiany te są ortogonalne ∫ ∞
0
e−tLm(t)Ln(t) dt =

{
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.

Wróćmy teraz do ogólnej postaci konfluentnego równania hipergeometrycznego (6.2). Zauważmy, że dla t = 0 równanie
indeksowe ma pierwiastki w 0 i 1 − c. Również drugie rozwiązanie bazowe w otoczeniu zera możemy znaleźć korzystając z
rozwiązania równania hipergeometrycznego. Załóżmy zatem, że c ̸∈ Z. Wówczas drugie rozwiązanie ma postać

(6.5) x2(t) = t1−c1F1(a+ 1− c; 2− c; t) =
∞∑
n=0

(a+ 1− c)n
n!(2− c)n

tn+1−c.

W przypadku c ∈ Z drugie rozwiązanie może być postaci (6.5) lub też postaci logarytmicznej.
Zauważmy, że x1(t) jest jedynym rozwiązaniem (z dokładnością do mnożenia przez stałą), które jest funkcją całkowitą (x2(t)

nie jest analityczne w zerze).

Stwierdzenie 6.2 (Transformacja Kummera) Dla t ∈ C i c ̸= 0,−1,−2, ... zachodzi wzór

(6.6) 1F1(a; c; t) = et1F1(c− a; c;−t).

Dowód. Niech x(t) = 1F1(a; c; t) będzie rozwiązaniem konfluentnego równania hipergeometrycznego (6.2). Podstawmy x(t) =
ety(−t) i sprawdźmy jakie równanie musi spełniać y(t). Mamy

ẋ = ety(−t)− etẏ(−t), ẍ(t) = ety(−t)−−etẏ(−t) + etÿ(−t).

Czyli y(t) spełnia następujące równanie

tÿ(−t) + (−c− t)ẏ(−t) + (c− a)y(−t) = 0, a po zamianie −t na t: tÿ(t) + (c− t)ẏ(t)− (c− a)y(t) = 0.

Zatem y(t) spełnia konfluentne równanie hipergeometryczne jeśli zamiast aweźmiemy c−a. Co więcej, ponieważ y(t) = etx(−t),
to y(t) musi być funkcją całkowitą na C (bo x(t) jest całkowite) oraz y(0) = x(0) = 1. Oznacza to, że y(t) = 1F1(c− a; c;−t),
a stąd dostajemy (6.6). 2

Stwierdzenie 6.3 Dla Re c > Re a > 0 zachodzi

(6.7) 1F1(a; c; t) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(c− a)

∫ 1
0
etssa−1(1− s)c−a−1 ds.
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Dowód. W dowodzie wykorzystamy funkcję beta Eulera, zdefiniowaną jako

B(α, β) =
∫ 1
0
(1− t)α−1tβ−1 dt dla Reα > 0, Reβ > 0

i jej związek z funkcją gamma Eulera:

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)
Γ(α+ β)

.

Mamy: ∫ 1
0
etssa−1(1− s)c−a−1 ds =

∫ 1
0
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tn.

Zauważmy, że ponieważ Re c > Re a > 0, to całka po lewej stronie jest skończona, możemy dokonać zamiany kolejności
całkowania i brania sumy szeregu oraz funkcja B(a+ n, c− a) jest dobrze określona dla każdego n ∈ N0.

Aby zakończyć dowód zauważmy, że
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2

Wiele funkcji specjalnych można wyrazić za pomocą rozwiązań konfluentnego równania hipergeometrycznego. Jako przykład
weźmy funkcję błędu zdefiniowaną jako

Erf (y) =
∫ y
0
e−t

2
dt.

Po zamianie zmienny t = y
√
α i wykorzystaniu wzoru (6.7) dostajemy
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y

2
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0
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√
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1
2
;
3
2
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Ćwiczenia
1. Wyprowadź wzory (6.3) i (6.5) na rozwiązania x1(t) i x2(t) równania (6.2) stosując metodę szeregów Frobeniusa.

2. Wykaż wzór (6.4) na wielomiany Laguerre’a.

3. Udowodnij, że
∞∑
n=0
Ln(x)tn = (1− t)−1exp

(
− xt
1−t

)
.

4. Korzystając z (6.4) wykaż własność ortogonalności dla wielomianów Laguerre’a.

5. Wyraź za pomocą rozwiązań konfluentnego równania hipergeometrycznego następujące funkcje:
a) et, sin t, cos t, sinh t, cosh t;
b) niekompletną funkcję gamma γ(a, y) =

∫ y
0 e
−tta−1 dt;

c) całki Fresnela S(y) = 1√
2π

∫ y
0
sin t√
t
dt i C(y) = 1√

2π

∫ y
0
cos t√
t
dt.
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