6 Konfluentne réwnanie hipergeometryczne

Ponizszy rozdziat zostat opracowany na podstawie monografii E. Hille’a [3] i preprintu B. Ziemiana [11]. Nieco inaczej zdefinio-
wane konfluentne réwnanie hipergeometryczne mozna znalez¢ w ksiazce E.T. Whittakera i G.N. Watsona [10].
Na poczatek wré¢my do réwnania hipergeometrycznego

1 — 1)F + (c—(a+b+ l)t)a'c—abxzo.

Podstawmy ¢ = s/b. Wéwczas

de .1 d?z 1

ds v a4 Tw?

i réwnanie przyjmie postaé

d? dz
b(l——)b2i+( (a+b+1)> )b——abx—o
Wstawiajac ¢ zamiast s i dzielac obie strony przez b dostajemy
t b+1
(6.1) t(1— B)J'é—i—(c— %t)m—ax—o

Ostatecznie, przechodzac z |b| do nieskoriczonosci otrzymujemy
(6.2) té+ (c—t)& —ax =0.
Definicja 6.1 Réwnanie (6.2) nazywamy konfluentnym réwnaniem hipergeometrycznym lub inaczej rownaniem Kummera.

Zajmiemy si¢ teraz badaniem punktéw osobliwych tego réwnania. Przypomnijmy, Ze réwnanie hipergeometryczne ma doktad-
nie trzy punkty osobliwe i wszystkie regularne (dla ¢ = 0, 1, co). Natomiast réwnanie (6.1) ma punkty regularne osobliwe (dla
s =tb=0,b,00). Biorac |b| — oo dostajemy, ze dwie regularne osobliwo$ci — w b i oo — przechodzg do wspélnej granicy (,,zle-
waja sie”’) rownej oo. Proces przejscie do wspdlnej granicy nazywamy metodq konfluencji, a otrzymane po przejScu granicznyn
réwnanie nazywamy formq konfluentna réwnanie wyjsciowego (stad nazwa konfluentne réwnanie hipergeometryczne).

Réwnanie (6.2) ma zatem osobliwo$ci w punktach ¢ = 0it¢ = oo. Dlat = 0 mamy punkt osobliwy regularny, a codlat = co?
Zauwazmy, ze w nieskoriczonosci nie jest analityczna funkcja ¢ — ¢p(t) = ¢ — t (bo nie jest ograniczona w nieskoriczonosci).
Zatem na podstawie Stwierdzenia 3.2 punkt ¢ = oo jest punktem osobliwym nieregularnym. Oznacza to, ze w wyniku przejscia
granicznego (|b| — oo) dwie osobliwosci regularne w b i 0o ,,zlaly si¢” w jedng osobliwo$¢ nieregularng w co.

Postaramy si¢ teraz znaleZ¢ rozwigzanie réwnania (6.2). W tym celu zauwazmy, ze rozwigzanie (6.1) ma postac

gFlabc i C(li ( )n dla |¢] < b, ¢#0,—1,-2,-3,....

Przechodzac z |b| do nieskoriczonosci dostajemy dla |¢| < |b]

lim o F (a,b;c; Z): lim ZM(%)”:Z (a)n " lim (b)n ZZ((a%!tn=1F1(a;C;t)-

b =00 bl =00 £=¢ (¢)nn! — (€)pn! |pl—oc b r C)nn

Zatem jednym z rozwigzai konfluentnego réwnania hipergeometrycznego jest funkcja hipergeometryczna typu (1,1), zwana
konfluentng funkcjq hipergeometryczng, ktéra jest postaci

(6.3) 21(t) = 1 Fi(a; ¢ t) Z (@)n

c)nn'

Zauwazmy, ze promien zbieznoSci szeregu 1 F; wynosi nieskoriczono$¢ (to wynika zaréwno z postaci tego szeregu jak i z faktu,
ze nie ma innych osobliwosci poza 0 i 00). Zatem rozwigzanie 21 (t) jest funkcjg catkowita na C.
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Przypatrzmy sie jeszcze blizej rozwigzaniom dla a = —n, gdzie n € N. Wéwczas 1 (t) = 1 F1(—n;¢; t) jest wielomianem
stopnia n. Przyjmujac ¢ = 1 + a mozemy zapisac

1Fi(—n; 14 ot) = (n j; a) L;a)(t),

gdzie LS{’) (t) bedziemy nazywac n-tym wielomianem Laguerre’a rzedu o.

W szczegoblnosci dla o = 0 dostajemy n-ty wielomian Laguerre’a

=0

Oczywiscie spelnia on réwnanie
ti+ (1 —t)& +nx = 0.

Wielomiany Laguerre’a mozna wyrazi¢ réwniez za pomocg wzoru

(6.4) n!L,(t) = etjt—n(t"e_t).

Wielomiany te sg ortogonalne

> |0 n#Em
/O e th(t)Ln(t)dt—{ 1 nem

Wréémy teraz do ogdlnej postaci konfluentnego réwnania hipergeometrycznego (6.2). Zauwazmy, ze dla ¢ = 0 réwnanie
indeksowe ma pierwiastki w 0 i 1 — c. Réwniez drugie rozwigzanie bazowe w otoczeniu zera mozemy znalez¢ korzystajac z
rozwigzania réwnania hipergeometrycznego. Zalézmy zatem, ze ¢ ¢ Z. Woéwczas drugie rozwigzanie ma postaé

_ 4l—c . . _ > (a+1ic)" n+l—c
(65) .Tg(t) =1 1F1((1+1-C,2—C,t) = th .

n=0

W przypadku ¢ € Z drugie rozwigzanie moze by¢ postaci (6.5) lub tez postaci logarytmicznej.
Zauwazmy, ze 1 (t) jest jedynym rozwigzaniem (z doktadnosciag do mnozenia przez stalg), ktdre jest funkcja catkowita (x4 (t)
nie jest analityczne w zerze).

Stwierdzenie 6.2 (Transformacja Kummera) Diat € Cic # 0,—1, -2, ... zachodzi wzor
(6.6) 1Fi(a;e;t) = e Fi(c — a;c; —t).

Dowéd. Niech z(t) = 1 Fi (a; ¢; t) bedzie rozwigzaniem konfluentnego réwnania hipergeometrycznego (6.2). Podstawmy (t) =
e'y(—t) i sprawdzmy jakie réwnanie musi spetnia¢ y(¢). Mamy

@ =ey(—t) —e'y(=t),  @(t) = e'y(~t) — —e'y(—t) + "G(~1).
Czyli y(t) spetnia nastepujgce réwnanie
ti(—t) + (—c — t)y(—t) + (¢ — a)y(—t) = 0, apozamianie —tnat: tij(t) + (c—t)y(t) — (c — a)y(t) = 0.
Zatem y/(t) spetnia konfluentne réwnanie hipergeometryczne jesli zamiast a weZmiemy c—a. Co wiecej, poniewaz y(t) = etz (—t),

to y(¢) musi by¢ funkcjg catkowitg na C (bo x(t) jest calkowite) oraz y(0) = (0) = 1. Oznacza to, ze y(t) = 1 F1(c — a; ¢; —t),
a stad dostajemy (6.6). m|

Stwierdzenie 6.3 Dla Rec > Rea > 0 zachodzi

1
(6.7) 1Fi(a;¢t) = F(C))/ etssafl(l — S)C7a71 ds.
0



Dowdd. W dowodzie wykorzystamy funkcje beta Eulera, zdefiniowang jako

1
B(a, B) =/ (11—t dt dla Rea >0, Ref>0
0

i jej zwiazek z funkcja gamma Eulera:

Mamy:

1 e o] 1 A
/0 etssa—l(l _ S)c—a—l ds = / Z n' _ s)c—a—l ds = Z (/0 Sa+n—1<1 _ S)C a— 1ds) -

n=0
_ ZB(a—!—n'c a)tn:if(a+n)F(c—a)tn'
o n! —  T(c+n)n!

Zauwazmy, ze poniewaz Rec > Rea > 0, to catka po lewej stronie jest skoriczona, mozemy dokona¢ zamiany kolejnosci
catkowania i brania sumy szeregu oraz funkcja B(a + n, ¢ — a) jest dobrze okreslona dla kazdego n € N.
Aby zakonczy¢ dowdd zauwazmy, ze

N3] i Tla+n)T(c—a) o i (a)n

t" = 1Fi(a;c;t).
['(c+n)n! (¢)pn! tFi(a; eit)

n=0

O

Wiele funkcji specjalnych mozna wyrazi¢ za pomoca rozwigzan konfluentnego réwnania hipergeometrycznego. Jako przyktad
weZmy funkcje bledu zdefiniowang jako
v
Erf (y) = / et dt.
0

Po zamianie zmienny ¢ = y+/« i wykorzystaniu wzoru (6.7) dostajemy

1 _—y2a 1
Y € Y —yHa i1 3_1_9 Y 13 9
Erf (y) = 2 do =2 vlags—l1 _g)z 2 da =2 . [ Fy(=: 2 ) —22 7
rf (y) 2/0 Ja o 2/06 az” (1-a) « 11(2,2,?/)
Cwiczenia

1. Wyprowadz wzory (6.3) i (6.5) na rozwigzania 1 (t) i 22 (¢) réwnania (6.2) stosujagc metode szeregéw Frobeniusa.

2. Wykaz wzor (6.4) na wielomiany Laguerre’a.
3. Udowodnij, ze > Ly (z)t" = (1 — ) lexp ( _ %)
n=0

4. Korzystajac z (6.4) wykaz wlasno$¢ ortogonalnosci dla wielomianéw Laguerre’a.

5. Wyraz za pomocg rozwigzan konfluentnego réwnania hipergeometrycznego nastepujace funkcje:
a) e!, sint, cost, sinh ¢, cosh t;
b) niekompletng funkcje gamma ~v(a,y) f Yemttam1 dt;

c) catki Fresnela S(y) = \/ﬁ 4 binft dt i Cly)=-% [
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