7 Rownanie Bessela

Rozdziat ten zostat opracowany na podstawie monografii E. Hille’a [3] i ksigzki E.T. Whittakera i G.N. Watsona [10].

Definicja 7.1 Rownaniem rézniczkowym Bessela nazywamy réwnanie

(7.1) 2% +ti + (2 —p?)r =0, gdzie p>0.

Nazwa pochodzi od Friedricha Wilhelma Bessela (1784—1848), ktéry zajmowat si¢ tym réwnaniem podczas badania zaburzen
ruchu planet po orbitach.

Réwnanie Bessela jest jednym z najstynniejszych réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Pojawia si¢ ono w wielu zagadnie-
niach fizyki matematycznej, astronomii i techniki (np. przy opisie amplitudy drgan kulistej membrany, czy temperatury wewnatrz
jednorodnej, stygnacej kuli).

Punktami osobliwymi sg 0 i co. Punkt ¢ = 0 jest punktem osobliwym regularnym. Aby sprawdzi¢ charakter punktu osobliwego
dla t = oo, zbadajmy analityczno§¢ w nieskoriczonosci funkcji:

t — tp(t) = 1 — funkcja analityczna w nieskoriczonosci;
t — t2q(t) = t? — p* — oo jesli t — oo — funkcja nie jest ograniczona w nieskoficzonosci, wiec nie jest tez tam analityczna.

Zatem t = oo jest punktem osobliwym nieregularnym.

Znajdziemy rozwigzania wokét zera metoda szeregéw Frobeniusa. Bedziemy szukad rozwiazar postaci z(t) = >~ an,t"tl.
Wstawiajac do (7.1) dostajemy

o0 o0 o0 o0
Z(n +)(n+1—Da,t" + Z(n + Da,t"t + Z A —ot™ T — Z pPant"
n=0 n=0 n=2 n=0

Stad dostajemy réwnanie indeksowe
(n=0) I(1—=1)4+1—p*=0 opierwiastkach I, =p, lo = —p
oraz zalezno$¢ rekurencyjng

—Qp—2

(n+l—p)(n+l+p)

(n>1) ((n +1)2 —p2>an =—ap_o czyli a,=

Wobec tego dla I = p dostajemy

(=1)"aop (=D ag = (D" s,
S En=2) 2 @nt ) @t i, o = > Pl p)n

a2p =

n=0
Podobnie dla [ = —p dostajemy

oraz xo(t) = Z wtzn.

22npl(1 — p)y

(=D"ag

@2n = 22nnl(1 — p)y

n=0

Przyjmujac za ay odpowiednio dostajemy rozwigzania réwnania (7.1)

1 i 1
2PT(14p) =~ 27PI'(1—p)

> —1)" t\2n+p ° —1)" t\2n—p
0.2 W0 =3 () 0= s ()

n=0 n=0

ktére bedziemy nazywac funkcjami Bessela (lub inaczej: funkcjami walcowymi) pierwszego rodzaju rzedu p i —p.
Jezeli 2p & Z to rozwiazania J,(¢) i J_,(¢) sa liniowo niezalezne. Wobec tego rozwiazanie ogélne ma postaé

(7.3) z(t) = AJy(t) + BJ_,(t), gdzie A, B — stafe.

Zatézmy teraz, ze 2p € Z ale p ¢ Z. Wéwcezas J_,(t) jest nieograniczony w otoczeniu zera, za$ J,(t) jest ograniczone.
Oznacza to, ze obydwa rozwigzania sa liniowo niezalezne i wobec tego réwniez zachodzi (7.3).
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Przypadek p € Ny jest trudniejszy. Jesli p = m, to

oo 2n—m ot 2n—m e 2n+m
Tont) = S D S S e S iy,

n=0 n=m n=0

a zatem funkcje J,,, (t) i J_,,(t) sg liniowo zalezne. Oznacza to, ze dla p € Ny drugie liniowo niezalezne rozwiazanie (oprécz
Jp(t)) musi w swoim rozwinigciu zawieraé logarytmy. Takie rozwigzania bgdziemy nazywac funkcjami Bessela drugiego rodzaju.
Najczesciej spotyka si¢ nastgpujace takie funkcje (r6znig si¢ one pomigdzy sobg o statg):

1) Funkcja wprowadzona przez Hankela

~ i Ip(t) cospm — J_p(t)

Y,(t) = 1 Z.
plt) = me sin 2pm dia p¢
Natomiast dla p = m € Z funkcje te definiujemy nastgpujaco:
~ .= . Imte(t)cos(m +e€)m — J_p_c(t) .. 2me™™
Y(t) = lim Y,(t) = lim 2re(mte)mi 2mde =1 7(Jmet—1’”—J_m—et>
®) pm b(t) g e sin2(m + )7 20 sin 2em +e()(=1) ®)
= lime! (JerE(t) - (—1)7"J,m,e(t)).
2) Funkcja Webera
Jp(t —J_p(t
Yp(t) — P( )COS.pﬂ' P( ) dla P 7& Z
sin pmw
t —J_p(t
Yo () = tim 220 CSPT =T () g g
p—m sin pm
Zachodzi zwiazek
Y, (t) cos pr
Y,(t) = -2 .
(1) = 2
Mozna wykazad, ze
m—1 0o
_ (m—mn—1) ft\—mt2n (=)™ t\mt2n
00 V) == 3 T () X pamie) (0242 Ho - i),

gdzie v — stala Eulera.
Zachodza nastepujace wzory rekurencyjne dla funkcji Bessela:

1
(1.5) L thp(t) = 2pJp(t) + tJpr () = 0, IL J(t) = =BJp(6) + Jya (), 1L J() = 5 (J,H(t) - JpH(t)).
Takie same tozsamosci sg spetnione przez funkcje Bessela drugiego rodzaju Y (¢) i ?(t)

Zajmiemy si¢ teraz funkcjami Bessela dla argumentu urojonego. Przypusémy wiec, ze ¢ wystepujace w rownaniu Bessela (7.1)
jest czysto urojone, tzn. t = is, s € R. Po tej zamianie zmiennych dostaniemy réwnanie

(7.6) s%¢ + si — (s> +p?)z =0, gdzie p>0.
Definicja 7.2 Réwnanie (7.6) nazywamy zmodyfikowanym réwnaniem Bessela.

Podobnie jak w przypadku zwyklego réwnania Bessela znajdziemy rozwigzanie metodg szeregéw Frobeniusa. Réwnanie indek-
sowe ma posta¢ I(l — 1) + 1 — p*> = 0 i rozwigzaniami sg l; = p, l» = —p. Natomiast zalezno$¢ rekurencyjna ma postac
((n+1)* — p*)an, = a,—2. Rozwigzaniami sg funkcje

o0 o0

1 t\2n+tp 1 t\2n—p
o W= () 0= ()

n=0 n=0
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ktére bedziemy nazywac zmodyfikowanymi funkcjami Bessela pierwszego rodzaju rzedu p i —p.
Zachodzi zalezno$¢
I,(t) = i"PJp(it).

Dlatego tez I,, spetnia te same wzory rekurencyjne co J,,(t). Mamy réwniez dla dowolnego m € N
Ip(y) = Jom(iy)i™ = (=1)" T (iy)i™ = Jin(iy) (1) ™" = I (y).
Zatem jesli p € Z, to musimy wiec wzia¢ zmodyfikowangq funkcje Bessela drugiego rodzaju zdefiniowana jako

(7.8) K,(t) = }ﬂ<1_p(t) - Ip(t)) ctgpr dlap ¢ Z  Kn(t) = lim K,(t) dlam € Z.

2 p—m
Stwierdzenie 7.3 (Schlomilch) Zachodzi wzor
(7.9) e = 37 g (),

Dowéd. Przedstawiajac lewa strong (7.9) jako iloczyn szeregéw potegowych dostajemy

= (6 (5 S0 - Z e

gdzie

we= S )" =S e (6) " = R

k,m2>20, k—m=n m:O

Korzystajac ze Stwierdzenia 7.3 wykazemy

Stwierdzenie 7.4 Zachodzq nastepujgce wzory i relacje

(7.10) e¥=1Iy(y)+2 i I,(y) dlakaidego y € R,

(7.11) IIo(y)| < eV, |L(y)| < %e\yl dla kazdego 1y € R;

(7.12) e#sint — Z Jn(2)e™  dla kazdego z € C, 0 € R;
(7.13) Jn(z) = % /07r cos(zsinf —nd)dl dla kazdego z € C, n € Z;
(7.14) |Jn(z)| <1 dlakaidego x € R, n€Z;
(7.15) In(2y) = f |Jo(x +iy)|*  dla kaidego x,y € Rn € Z;
(7.16) \Jo(z + iy)| < e, |Ju(z+iy)| < %e‘m dla kazdego x,y € R;
(7.17) Jo(2)* +2 i Ju(2)?> =1 dlakaidego =z € C.

Dowdd. Wstawiajac do rownania (7.9) z = 7y i t = —¢ mamy

+oo +o0 +oo 00
e 71 =32 —ev i N L= D L) (=)= Y L) =To(y) +2> I(y)
n=1

n=—oo n=—oo n=—oo
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a stad dostajemy (7.10). Bezposrednio z (7.10) wynika (7.11). Wstawiajac teraz do réwnania (7.9) t = e? mamy

_ o0
z(e® 5—19):6izsin9 i Z Jn( Z J zn0

n=—oo n=—oo

1
65( 7)—62

a stad dostajemy (7.12). Zauwazmy, ze wzér (7.12) przedstawia rozwinigcie w szereg Fouriera funkcji z ~— ¢?#5n¢

nikach J,,(z). Oznacza to, ze dla dowolnegon € Ziz € C

0 wspotczyn-

1 o i 1 Tr - 1 0 1 T
Jn(2) = 27/ ei(zsind—nb) 19 _ 2—/ Ree!zsinf-n9) gg — 2—/ cos(zsind — nf) do = 7/ cos(zsin 6 — nh) db,
T J_n T J_n T J_n T Jo

a zatem zachodzi (7.13). Jesli skorzystamy ze wzoru (7.13) biorgc z = x € R, to dostaniemy oszacowanie (7.14). Zauwazmy
dalej, 7e funkcja 6 — e?*5"% € [2(—x 1), wigc dzieki (7.13) dla z = x + iy zachodzi

/ |e?zsin0)2 dp = / e2vsn0 49 — o Jy (2iy) = 2wy (2y).
Z drugiej strony, korzystajac z (7.12) i z wlasnosci szeregéw Fouriera

/_: |ei5in0|2 gg /W( Z T W)( io Tn(2) —mf’) dﬁ—/_ﬂ Z (2)|>d6 = 2 Z

n=—oo n=—oo n=—oo n=—oo

= 27 Z m—l—zy

n=—oo

a stad dostajemy (7.15). Korzystajac z (7.15) i z (7.11) mamy oszacowanie
[ Jo(z +iy)|* < [Io(2y)| < eI oraz 2| J,(x +iy)* < |Io(2y)| < €],

z ktérego wynika (7.16). Wstawiajac y = 0 do (7.15) dostajemy, ze

(7.18) Jo(x)? +2iJn(a:)2 =1y(0) = 1.

n=1

Zauwazmy, ze lewa strona (7.18) jest analityczna dla € R i przedtuza si¢ do funkcji analitycznej dla dowolnego z € C. Z
jednoznacznosci funkcji analitycznej, funkcja po przediuzeniu musi nadal by¢ stale réwna jeden. A to dowodzi (7.17).

O

Cwiczenia
1. Wykaz, ze prawa strona (7.4) jest rozwigzaniem réwnania Bessela.
2. WyprowadzZ wzory rekurencyjne (7.5).

3. Znalez’c’ rozwiqzania ogdlne réwnania (tzn. wyrazié¢ je za pomoca funkcji Bessela):
a) @+ i+ (k2 %)z = 0 (wskazéwka: podstawi¢ z(t) =t~ y(t)),
b) ti + & + Zm = O (wskazéwka: podstawic ¢ = s2),
¢) & + 1@ + 16tz = 0 (wskazéwka: podstawic s = t*),
d) 127 + 2@ + (9t + 1)z = 0 (wskazéwka: podstawic z(t) = t~2y(t)),
e) i —tx =0 (wskazowka: podstawic z(s) = s3y(s) oraz s = £3),

f) &+ 43 — (4k% + 2% )2 = 0 (wskazéwka: podstawic z(t) = t~2y(t)).

4. Znalez¢ rozwiagzanie rownania (tzn. wyrazic¢ je za pomoca funkcji Bessela) spelniajace dane warunki brzegowe:
a) t23 +ti — (92 + 1)a = 0, 2(0) = 0, (1) = 5.
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