8 Problem Riemanna-Hilberta

Prezentowany materiat pochodzi gtéwnie z pracy B. Ziemiana [11] i ksiazki E. Hille’a [3]. Wigcej o problemie Riemanna-Hilberta
mozna dowiedzie¢ si¢ z po§wigconej temu zgadnieniu pracy D. Anosova i A. Bolibrucha [1]. W szczegdlnosci tam tez mozna
znaleZz¢ konstrukcje kontrprzyktadu Bolibrucha bgdacego negatywng odpowiedzig na problem postawiony przez Hilberta.

8.1 Przedluzenie analityczne

Definicja 8.1 Niech na obszarach D;, D> C C beda zadane funkcje holomorficzne f1(z) € O(D1) i f2(z) € O(D3) réwne na
czesci wspolnej f1(z) = fa(2) dla z € D1 N Dy # (. Méwimy wéwczas, ze kazda z funkcji jest bezposSrednim przedtuzeniem
analitycznym drugiej.

Pojecie przedtuzenia analitycznego daje si¢ w naturalny sposéb uog6lnic:

Definicja 8.2 Niech bedzie dany skoriczony ciag funkcji f1(2), f2(2), . . ., fn(2) analitycznych odpowiednio na obszarach D1, Do, . . .

i niech kazda nastgpna funkcja bedzie bezposrednim przedtuzeniem analitycznym poprzedniej. Méwimy woéwczas, ze funkcja
fn(2) jest posSrednim przedtuzeniem analitycznym funkcji f1(2).

Dla posredniego przedtuzenia analitycznego mozliwe sa dwa przypadki:

1) W czesci wspélnej kazdego z dwéch obszaréw D; i Dy, funkcje f;(z) i fx(2) s identyczne. Wéwczas na Dy U --- U D,
mamy okres§long jedng funkcje analityczng f(z), taka ze f;(z) = f(z) dla z € D;.

2) W czesei wsp6lnej dwéch obszaréw, np. Dy i D, mamy f1(z) # f.(z). Wtedy na obszarze Dy U- - -U D, nie jest okre§lona
jedna funkcja, a méwimy, ze f1(2), ..., fn(2) sg gateziami jednej funkcji wieloznacznej.

Zamiast o funkcji wieloznacznej mozemy méwic o funkcji jednoznacznej na powierzchni Riemanna danej funkcji. Na przyktad
dla f(z) = /z powierzchnia Riemanna jest dwulistna, a dla f(z) = In z powierzchnia Riemanna ma nieskoriczenie wiele liSci.
Wprowadzmy jeszcze pojecie przediuzenia analitycznego wzdiuz drogi.

Definicja 8.3 Niech «: [0,1] — C bedzie droga w C i niech bedzie dany skoriczony ciag funkcji f1(2), f2(2),. .., fn(2) ana-
litycznych odpowiednio na obszarach D;, Ds, ..., D,, i niech kazda nastgpna funkcja bedzie bezposSrednim przedtuzeniem ana-
litycznym poprzedniej. Jesli dodatkowo zatozymy, ze dla pewnych liczb 0 = a1 < as < -+ < a, = 1 zachodzi v(a;) € D;
(i =1,...,n)oraz ¥([a;,a;41]) C D; U D1 (0 = 1,...,n — 1) to méwimy, ze funkcja f1(z) € O(D1) przediuza sig
analitycznie wzdtuz drogi -y do funkcji f,,(z) € O(Dy,).

Zauwazmy, ze jesli funkcja f; przedluza si¢ analitycznie wzdluz drogi v do funkcji f, to wowczas f,, jest posrednim przedluze-
niem analitycznym funkcji f;.

Ponadto, jesli mamy dwie drogi y; i 72 o tych samych koricach i spetniajace te same warunki z Definicji 8.3 to oczywiscie
dostaniemy po przediuzeniu f; t¢ samg funkcje f,.

8.2 Grupa podstawowa homotopii

Definicja 8.4 Niech D C C obszar, b € D ustalony punkt. Przez petle w D z ustalonym punktem b rozumiemy ciagla krzywa
v: [0,1] — D spetniajaca warunek v(0) = (1) = b. Oznaczmy zbidr wszystkich takich petli przez L(D, b).

Definicja 8.5 Méwimy, ze petle vo, 71 € L(D, b) sg homotopijnie réwnowazne, co oznaczamy o =~ 71, jesli petla o moze byé w
sposob ciagly zdeformowana do ; zachowujac ustalony punkt b. (To znaczy, ze istnieje homotopia 1aczaca vy z v1, czyli istnieje
ciagta funkcja H: [0, 1] x [0,1] — D taka, ze H(¢,0) = yo(t), H(t,1) = 71 (t), H(0,s) = H(1,s) = b.)

Poniewaz homotopijna réwnowazno$¢ ~ jest relacjg réwnowaznosci, to mozemy zdefiniowaé przestrzen ilorazowg L(D,b)/ ~
zlozong z klas homotopii [y] dlay € L(D,b).
Na zbiorze L(D, b) wprowadZmy operacje mnozenia petli. Niech o, v1 € L(D, b). Wowczas

(2t) dla t€[0,1]
Y1 - 0(t) = { 1?(21& —1) dla tel[i,1]

Oczywiscie 1 -0 : [0, 1] — D tez jest petla w D. Tak zdefiniowane mnozenie petli mozemy przenie$é na klasy homotopii biorgc

8.1) ] - [vo] = [ - 0]
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Zauwazmy, ze jeSli vo >~ ) 171 =~ ¥} to Y1 - Yo =~ V] - Yo- A to oznacza, ze mnozenie klas homotopi okreslone przez (8.1) jest
poprawnie zdefiniowane (nie zalezy od wyboru reprezentanta w danej klasie homotopii).

Pokazemy, ze zbidr klas homotopii L(D,b)/ ~ wraz ze zdefiniowanym przez (8.1) mnozeniem tworzy grupe. Elementem
neutralnym jest [e], gdzie e(t) = b jest petlg réwng punktowi b. Elementem odwrotnym do [v] jest [y] ™! = [y~!], gdzie y~1(t) =
v(1 — t). Rzeczywiscie, wowczas mamy v~ -y ~eiy- -yt ~e,astad [y]7L-[y] = [e]i[y] - [v] 7L = [e].

Tak okreslong grupe bedziemy nazywaé grupq podstawowq homotopii i oznaczaé przez I1; (D, b).

Przyklad 8.6 Niech D = C\ {0,00} i b = % Oznaczmy przez 7y, petle o korficach w punkcie % obiegajaca 0 w kierunu
przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.

Woéwczas I1; (D, b) jest wolng grupg generowang przez [yo]. Innymi stowy [y] € II; (D, b) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
m € Z takie, ze [y] = [yo]™. Oznacza to, ze grupa IT; (D, b) jest izomorficzna z grupg liczb catkowitych Z z operacja dodawania.

Przyktad 8.7 Niech D = C \ {0,1,00}, b = % Oznaczmy — tak jak poprzednio — przez 7, petle o koricach w punkcie
% obiegajacg 0 w kierunu przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara. Oznaczmy dalej przez 7; petle o tych samych korcach i
obiegajacg 1 w kierunu przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.

Wowczas I1; (D, b) jest wolng grupg generowang przez [Yo] i [y1]. Innymi stowy [y] € TI;(D,b) wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejan € N, mq,...,my, € Ziaq,...,a, € {0,1} spetniajace [v] = [Ya, )™ - -+ - [V /™"

8.3 Grupa monodromii

Rozwazmy réwnanie
(8.2) 2™ o ()Y 4 a(D)E +ag(t)r =0,  gdzie  aj(t) € O(D).

Jesli D nie jest jednospéjny, to rozwigzania moga byé wielowarto$ciowe. Zeby je opisa¢ zdefiniujemy dla danego réwnania grupe
monodromii.

Niech U C D bedzie jednospdjnym otoczeniem b i niech F' = (fi,. .., f;) — fundamentalny uktad rozwigzai (8.2) okre-
§lonych na U. Dla dowolnego « = [v] € II; (D, b) rozwazmy uktad fundamentalny v, F' bedacy przedtuzeniem analitycznym F'
wzdhuz drogi 7. Z jednoznaczno$ci rozwigzan na zbiorach jednospdjnych ., F' zalezy jedynie od [y] = «, co bedziemy oznaczaé
przez o, F. Zauwazmy, ze o, F jest réwniez uktadem fundamentalnym rozwiazai w U. Zatem istnieje macierz M € GL(m, C),
M = M (a; F) taka, ze

F=oa.FM.

Stwierdzenie 8.8 Odwzorowanie pr: 111(D,b) — GL(m, C) dane wzorem o — M (a; F') zachowuje strukture grupy.

Dowéd. Poniewaz e, F' = Fto FF = FM (e, F). Z drugiej strony F' = F-I, gdzie I € GL(m, C) jest macierzg identycznosciows.
Oznacza to, ze M (e, F') = I.
Zauwazmy, Ze (a - 3)F = . (8. F). Korzystajac z tego faktu i z definicji macierzy M mamy

F=(aB).FM(a-8,F) = a.(3.F)M(a-5,F), B.F =a.(8.F)M(a,F),
F = 3.FM(B,F) = a.(5.F)M(a, F)M(3, F).

A to oznacza, ze M(a - 3, F) = M(a, F)M (8, F). O

Definicja 8.9 Odwzorowanie pr zachowujgce strukture grupy nazywamy reprezentacjq grupy 111 (D, b), ajego obraz pp (H1 (D, b))
bedziemy nazywac grupg monodromii wzgledem F'.

Aby uniezalezni¢ si¢ od wyboru uktadu fundamentalnego rozwigzar F', zauwazmy, ze jesli G jest innym fundamentalnym uktadem
rozwigzari w otoczeniu U, to istnieje stata macierz C' € GL(m, C), taka ze G = FC. Mamy wéwczas

axFM(a, F)C=FC=G=a*xGM(a,G) = a,(FC)M(c,G) = (. F)CM (v, G),
a stad
M(a,G) =C 'M(a, F)C oraz pg=C 'prC.
Oznacza to, ze grupy monodromii wzgledem F' i wzgledem G sa podobne. Klasy podobiefistwa bedziemy nazywaé monodromig

rownania (8.1). OczywiScie monodromia zalezy tylko od réwnania (i obszaru).
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8.4 Problem Riemanna-Hilberta

Oryginalny problem Riemanna z 1857 roku dotyczyt jego P-funkcji i polegat na znalezieniu réwnania
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/ /
spelniajgcego nastepujace warunki:
a) jest analityczne na C \ {a, b, c};
b) kazde 3 rozwigzania sa liniowo zalezne;
¢) w kazdym z osobliwych punktéw a, b, ¢ istniejg dwa niezalezne rozwigzania (z — 20)P* f1(z; 20) i (z — 20)72 f2(2; 20), gdzie fi
i fo sg analityczne w z = zg i rézne od zera. Przy czym: dla zp = a mamy p; = «, po = ’; dla zg = b mamy p; = (3, po = 3';
dla zg = cmamy p; =, p2 = 7.
WykazaliSmy w Stwierdzeniu 3.5 (strona 9), ze te warunki wyznaczaja P-funkcje jednoznacznie, pod warunkiem, ze o +
o + B+ B ++v+9 = 1. Rozwigzaniem jest liniowe réwnanie r6zniczkowe drugiego rzedu, redukujgce sie do réwnania
hipergeometrycznego. Sze$é rozwigzan bedzie tego typu, jesli zadna z réznic o — o/, § — (3', v — 7/ nie jest réwna zeru.
Podczas II Kongresu Matematycznego w Paryzu w 1900 roku David Hilbert postawit podczas swojego stynnego wyktadu
miedzy innymi taki problem (zwany XXI problemem Hilberta):

Dla danego skoniczonego zbioru S = {aq, . .., a,, 00} imonodromii p: II; (C\ S, zo) — GL(2, C) znalezé réwnanie
Fuchsa rzgdu 2 majace regularne punkty osobliwe w .S' i monodromig p.

Tak postawiony problem ma rozwigzanie dlar < 2. Dlar > 3 w og6lnosci mozemy otrzymac réwnanie bedace rozwigzaniem
jedynie wtedy, gdy dopuscimy mozliwo$¢, aby oprécz punktéw regularnych osobliwych z S pojawily si¢ tzw. pozorne osobliwosci
(ang. apparent singularities), czyli bieguny wspdéiczynnikéw o trywialnej grupie monodromii.

Problem ten, zwany réwniez problemem Hilberta—Riemana mozna uogdlni¢ zaste¢pujac jedno réwnanie przez uktad m réwnar
pierwszego rzedu jak nastepuje:

Dla danego skoriczonego zbioru S = {ay, ..., a,,00} i monodromii p: II; (C \ S, x9) — GL(m,C) znalez¢ uktad
m réwnan Fuchsa & = A(t)z majacy regularne punkty osobliwe w .S (tzn., Ze A(t) jest macierza meromorficzng o
osobliwosciach w punktach ¢ = a; bedacych biegunami pierwszego rzedu) i monodromi¢ p.

Przez dziesiatki lat wydawato si¢, ze XXI problem Hilberta zostal rozwigzany przez J. Plemelj w 1908 roku. Dopiero po wielu
latach odkryto luke w jego dowodzie. W rzeczywistosci Plemelj wykazat istnienie uktadu réwnan o danych osobliwosciach i
monodromii w szerszej klasie uktadéw réwnar niz uktady Fuchsa.

W przypadku tak postawione problemu w 1979 roku W. Dekkers wykazat, ze odpowiedzZ jest pozytywna dla m = 2 (nie-
zaleznie od r). Natomiast w 1989 roku A. Bolibruch wykazat konstruujac odpowiedni kontrprzyktad, ze w ogélnym przypadku
odpowiedz jest negatywna.

Cwiczenia
1. ZnajdZ grupe monodromii réwnania:
A t?i—te+x =0,
b) 23 + Lti + tz = 0.
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