9 Rozwini¢cia asymptotyczne

Rozdziat ten oparty jest na ksigzce W. Wasowa [8].

9.1 Przyklad

Rozwazmy réwnanie
9.1) t2% 4 (3t — 1)@ +x = 0.

Zauwazmy, ze t = 0 jest punktem osobliwym nieregularnym. Poszukajmy — podobnie jak w przypadku punktéw osobliwych
regularnych — rozwigzan w postaci szeregu Frobeniusa z(t) = Y7 a,t" ™. Wstawiajac do (9.1) dostajemy

Z(n + 1) %ay, "t — Z(n + Da,t" =1 = 0.
n=1 n=0

Skad dla n = 0 dostajemy rownanie indeksowe [ = 0. Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do punktéw osobliwych regularnych,
nasze réwnanie indeksowe nie jest kwadratowe ale liniowe. Dla n > 1 dostajemy zaleznos¢ rekurencyjna

(n+0D2%an_1 — (n+1a, =0, astad a, = na,_1, a,=nlag.
Dla ag = 1 dostajemy rozwigzanie Z(t) = > -, nlt". Zauwazmy, Ze otrzymany szereg jest rozbiezny dla dowolnego ¢ # 0.

Zatem dla takich ¢ musimy na niego patrze¢ jak na szereg formalny.
Przypomnijmy, ze n! = T'(n 4+ 1) = fooo e °s" ds. Zatem

oo

z(t) = Z (/000 e s ds)t".

n=0

Zamiefimy kolejno$¢ sumowania i calkowania. Poniewaz nie zawsze taka zamiana jest mozliwa, to otrzymang w ten sposéb funkcje
oznaczmy przez

—S8

* —s — nin _ * e
(9.2) J;(t)z/o e (,;)St)ds_/o 1—std8'

Wykazemy, ze tak zdefiniowane x(t) jest rozwigzaniem (9.1) dla Re ¢ < 0. W tym celu zauwazmy, Ze dla takich ¢idla s € (0, 00)
zachodzi

1 o0 —8 o
‘ ‘ <1, astad ‘/ < ds‘ </ e ®ds=1,
1—st o 1—st 0

wigc prawa strona (9.2) ma sens. Podobnie dla Re¢ < 0 ma sens

o0 —Ss o0 —8 o0
z(t) = / LQ ds, bo ‘/ L2 ds‘ < / se”*ds=1.
o (1—st) o (1—st) 0

te”® :
1—; ds dostajemy

JE . . z z . o0
Rézniczkujac obie strony réwnosci tx = fo

e o te=s e~ |57 0 oS
ti 4z = —d tad 70 +tx = ds = ds=—1+u.
T+ /o 1 —s1) s, asty T +tx /o (1= st)? S 1 st|_, +/0 = st s +x
Dostalismy zatem, ze z(t) zdefiniowane przez (9.2) spetnia réwnanie t24 + (¢ — 1) = —1. Rézniczkujgc obie strony dostajemy,
ze takie x(t) spetnia réwniez nasze réwnanie (9.1).
Zatem wychodzac z rozbieznego szeregu Z(t) = Y. nlt" dostalismy dla Ret < 0 prawdziwe rozwiazanie z(t) =

fooo f‘:; ds. Pokazemy, ze taki szereg Z(t) moze stuzy¢ do przyblizania x(t) w otoczeniu zera.
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Niech wigc s, (t) = > k!tF. Wowczas dla Re t < 0 mamy

—s n

2(t) — sat) = /Oool_stdsZk'tk /Ooole_stdsz(/ow *S’“ds)tk

k=0

00 oo n o] —s 00 1— (st n+1 0o t n+1
/ S / 675 5 (St)k dS = / © dg — / 675& dS — / 678 (S ) dS
o 1l—st 0 o l—st 0 1—st 0 1—st
k=0

|x(t) — sn(t)] < |t|”+1/ s"Tle™% ds = (n + 1)!t|" L.
0

A stad

Oznacza to, ze btad jest co do modutu nie wigkszy niz pierwszy pominiety sktadnik (n + 1)!#"+1. Przypomnijmy, ze interesuje

nas zachowanie rozwigzania w otoczeniu ¢ = 0. Dla ustalonego n € Ny mamy lim; - w = 0 (tzn. ze szereg T jest

asymptotyczny do z(t) przy t — 07), ale lim,, o |2(t) — $,,(¢)| # O (tzn. ze szereg Z nie jest zbiezny do x(t)).
9.2 Wprowadzenie rozwini¢cia asymptotycznego

Definicja 9.1 (Poincaré, 1886) Niech funkcja f(¢) bedzie okreslona na obszarze S C C, 0 € 9S. Méwimy, Ze szereg potegowy
S ne o akth jest rozwinigciem asymptotycznym f(t) na S przy t — 0 jesli dla kazdego n € Ny

lim f(t) = > n_g axt® _
t—0,teS tn

Bedziemy to oznaczad przez f(t) ~ Y poart®, t € S, t — 0.
W dalszej czesci zajmiemy si¢ badaniem wtasnoSci rozwini¢é asymptotycznych.

Stwierdzenie 9.2 (Jednoznaczno$é rozwini¢é¢ asymptotycznych) Dla danej funkcji f(t) istieje co najwyzej jedno rozwiniecie
asymptotyczne ZZO:() apt® przy t — 0w zadanym zbiorze S.

Dowdd. Jesli f(t) ~ > poyant®, t € S,t — 0, to w szczegdlnosci musi byé

t 1o axtk t) = Sp_ g ant® + ant"
lim f(t)= lim ay=ap i lim F(8) = 2 o % = lim F(8) = 2o % " =a, (n>0).
t—0,teS t—0,teS t—0,teS tm t—0,teS tn
Zauwazmy, Ze powyzsze réwnania w sposéb jednoznaczny wyznaczaja rozwinigcie asymptotyczne f(t). O

Dana funkcja definiuje w sposéb jednoznaczny rozwinigcie asymptotyczne, ale nie na odwrét! Majac rozwinigcie asympto-
tyczne nie jesteSmy w stanie wyznaczy¢ jednoznacznie funkcji. W szczeg6lnosci bowiem mamy dla f(t) = 0i g(t) = e~ 7, 7e
f(t) ~0ig(t) ~0dlat — 0,Ret > 0.

9.3 Wlasnosci algebraiczne rozwini¢¢ asymptotycznych
Bezposrednio z definicji rozwinigcia asymptotycznego dostajemy

Stwierdzenie 9.3 (Liniowos¢ rozwinig¢¢ asymptotycznych) Jesli f(t) ~ Y o art® i g(t) ~ Yoo bit®, t € S,t — 0todla
dowolnych o, 3 € C zachodzi of (t) + Bg(t) ~ > pe(ay + Bb)th, t € S, t — 0.

Mamy réwniez

Stwierdzenie 9.4 (Mnozenie rozwini¢¢ asymptotycznych) Jesli f(t) ~ > po ant® i g(t) ~ > po bit*, t € S, t — 010
f)g(t) ~ o2, cnth, gdzie o, = Z?:O a;bi_;.
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Dowéd. Z zatozenia

)= at* + Ex(t,n)t™ i g(t) = bt + Ey(t,n)t",
k=0 k=0

gdzie lim FEi(t,n) =01 lim FEy(t,n) = 0. Wéwczas
t—0, teS t—0,tes

f)g) = E cxt® + Es(t,n)t"  dla pewnego Es(t,n) spelniajacego lgm SEg(t, n) = 0.
t—0,te
k=0

Podobnie zachodzi

Stwierdzenie 9.5 (Zlozenie rozwinie¢ asymptotycznych) Jesli f(t) ~ > " apti dlat € Sig(u) ~ Y oo bpu” dlau €
T oraz jesli f(t) € T dlat € Sto g(f(t)) ~ Y peocwt” dlat € S, gdzie wspdlczynniki cy, sq takie, aby > po  cpt® =
l

o bi ( S o amtm> )

Dowéd. Poniewaz i t) = drugiej st dlat hodzi f(f) =wi i t)= i =0t i
owé omewazt_kéglesf() ap a z drugiej strony dla ¢t € S zachodzi f(t) UIt_,(l),H;leSf() pm 0 to musimy

zatozy¢, ze ag = 0.
7 zalozenia

n

f@) = Z aptt + Ei(t,n)t" i g(u) = Z biu! + Es(u,n)u™,
k=1 1=0

dzie i Eq(t =0i L E = 0. W6
gdzie  lim 1(t,n) i Jim 2 (u,m) Gwczas

n

g(f(0) =3 b ( S antt + Euft, n)t”)l + Ea(u,n) ( S antt + Euft, n)tn)" =3 cnt™ + Es(t,n)t"
k=1

=0 k=1 m=0

dla pewnego E5(t,n) spelniajqcegot lgntl SEg (t,n) = 0. a
—0, e

9.4 Wiasnosci analityczne rozwini¢¢ asymptotycznych
Dalsze wtasnosci rozwinig¢ asymptotycznych bedg dotyczyly funkcji analitycznych.

Stwierdzenie 9.6 Niech S = {t € C: 0 < [t| < to}i f € O(S). Jesli f(t) ~ > peyartt,t — 0,t € S, toszereg y_pe, axt"jest
zbiezny do f dla |t| < to.

Dowdéd. Mamy lim;_, ¢ f(t) = ag, wigc mozna przedtuzy¢ f na [t| < to przyjmujac f(0) = ag. Wéwcezas funkcja f staje si¢

analityczna dla |t| < t( i rozwija si¢ w szereg potegowy na tym zbiorze, ktdry jest jednoczes$nie rozwini¢ciem asymptotycznym

f. Z jednoznaczno$ci rozwinigc asymptotycznych (Stwierdzenie 9.2) musi by¢ f(t) = > ro  axt® dla [t| < t,. O
W dalszym ciggu bedziemy si¢ gtéwnie zajmowac obszarami S C C zwanymi sektorami, tzn.

S={z= re'?eC:re (0,R), ¢ € (¢po, 1)}

Stwierdzenie 9.7 (Calkowanie rozwini¢¢ asymptotycznych) Jesli f(t) € O(S), S — sektori f(t) ~ > poyart®, t = 0,t €S
to

t [e]
- Ak k41
9.3) /0 f(s)ds ;;J i1t dla tes.
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Dowéd. Poniewaz S jest sektorem, to (0, ] C S, a stad catka z lewej strony (9.3) ma sens. Z zatozenia

_ k n :
_I;)akt + E(t,n)t", gdzie t_)hntleSE(t n) = 0.

t
ag k+1 n
f(s dS—E /aks ds—!—/Esns ds- —t /E(s,n)s ds,
/ — k+1 0

gdzie po zamianie zmiennych s = Jt

Zatem

¢ 1
/ E(s,n)s"ds = t”'H/ E(ot,n)o"do — 0 przy t—0,te€S.
0 0
O

Nie da si¢ otrzyma¢ podobnego wyniku, gdybySmy zamiast calkowania wzieli ré6zniczkowanie rozwini¢¢ asymptotycznych. Pro-
stym kontrprzyktadem jest funkcja

ft) = et sin(e%), dla ktérej zachodzi  f(t) ~ Oprzyt — 0, t > 0.

Z drugiej strony za$

1 1
t t

fft)y=t2 (e_% sin(e?) — cos(e

)) i nie istnieje granica 11IIt1>O ().

Natomiast zachodzi

Stwierdzenie 9.8 (Rézniczkowanie rozwinie¢ asymptotycznych) Jesli f(t) € O(S)dla S = {t € C: 0 < [t| < tg, bh <
argt < Oa} spetnia f(t) ~ > po jaxt* dlat € S, t — 0, to

Ft) ~ Zkakt’“l dla t—0,teS*"={teC:0<|t| <t <ty, bh <O] <argt <05 <03} — podsektora S.
k=0
Dowéd. Mamy

n

= Zaktk +E@t,n)t", f'(t) = kapt* "' +nt" " E(t,n) +t"E'(t,n), gdzie lém SE(t n) = 0.
=0 k=0 t—0,1te

Niech « takie, ze dla kazdego t € S* kula B(¢,alt|) o §rodku w ¢ i promieniu «lt| jest zawarta w S i niech M (t,n) =
max |E(t,n)|. Wéwczas z nieréwnosci Cauchy’ego |E’'(t,n)| < Mff ")
teB(t,alt]) 1l

i zachodzi

-y kaktk’l‘ ik (nE(t,n) + @)

k=0

—0 przy t—0,teS".

O

Stwierdzenie 9.9 (Formuta Taylora dla rozwini¢¢ asymptotycznych) Jesli f(t) € O(S) N C°(S) dla sektora S C C i istniejgq
granice f, = . l(}nges fO)(t) dlar € Ny, to

?v‘kh

th dla teS, t—0.

k=0
Dowdd. Niech S C C sektor, f(t) € S. Korzystajgc z formuly Taylora dla dowolnego a € S mamy

R O SO

f(t) = fla)+

Jesli istnieja granice lgm s f)(t), to zamiast ¢ mozna wzia¢ 0. Wobec tego stwierdzenie wynika z oszacowania reszty
t—0, te

1 /[t ) ) 1 [t ) [t
o [ ds| < sup F 0O [ ds = sup £ 0 [ s,
a m: Jo tes 0

m! tes m)!
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9.5 Twierdzenie Ritta

PokazywaliSmy wczesniej, ze dla danego rozwinigcia asymptotycznego nie mozna w sposéb jednoznaczny wyznaczy¢ funkcji o
tym rozwinigciu. Okazuje si¢ natomiast, ze mozna udowodnic istnienie funkcji o zadanym rozwini¢ciu. Zachodzi bowiem

Twierdzenie 9.10 (Ritt, 1916) Dla dowolnego szeregu formalnego ZZOZO axt® i dowolnego sektora S istnieje funkcja f(t) ana-
lityczna w tym sektorze dla |t| < to i taka, Ze f(t) ~ Y pogart® dlat € S, t — 0.
Dowéd. Poniewaz f(t) ~ > 7, arth w S wiedy i tylko wiedy gdy g(t) = f(te= ) ~ > 72 are Pkt* w Se~", wigc bez
straty ogélnos$ci mozemy zalozy¢, ze wektor S jest symetryczny wzgledem osi rzeczywistej i ograniczony pétprostymi argt = +-.
Mozemy wigc przyjac S = {t = re? € C: r € (0,1), ¢ € (—7,7)}-

Idea dowodu polega na zastgpieniu naszego szeregu przez nowy zmodyfikowany szereg typu Z;io apoy, (t)tF, gdzie ay(t)
wybieramy w ten sposéb, aby uzbiezni¢ szereg i jednoczesnie nie zmieni¢ asymptotyki (tzn. ay(¢) mate dla ¢ # 0 i szybko

b
zbiezne do 1 dlat — 0. Np. a(t) = 1 — e dlaby > 0i B € (0,1). Poniewaz |1 — e*| < |z| dlaRe z < 0, to |agay (t)t*| <
|ax|[br|[t|* =7 dlat € S. Jesli teraz przyjmiemy

b — lag|=t dla ar #0
k 0 dla ap=0 "~
to dlat € S zachodzi oszacowanie ’ > o QRO (t)tk’ <Y, [tF7P < oo, co dowodzi zbieznosci.

Zatem wystarczy pokazad, ze dla f(t) = > po  axak(t)t* zachodzi f(t) ~ >_; 2, axt® dlat € S. Mamy bowiem

m m b’ [ee)
T (f(t) - Zaktk) =- Zake_fgt_(m_k) + Z apap(t)tF-™ — 0 dla t—0,t€S,
k=0 k=0 k=m+1

gdyz dla |t| < o

= k — k 8 |t|' 7
m o
S aran(t)t ‘< S <o
k=m-+1 k=m+1

9.6 Rozwini¢cia asymptotyczne w nieskonczonosci

Dotychczas zajmowaliSmy si¢ badaniem rozwini¢é¢ asymptotycznych w otoczeniu zera. W podobny sposéb mozna badaé rozwi-
nigcia w otoczeniu dowolnego a € C. Mozemy réwniez méwié o rozwinig¢ciach asymptotycznych wokét nieskoriczonosci. Ten
ostatni przypadek otrzymujemy z rozwinigé wokot zera zastepujac t przez t—1. W szczegdlnosci mamy

Definicja 9.11 Niech funkcja f(¢) bedzie okreslona na obszarze nieograniczonym S c C. Méwimy, ze szereg >, apt™" jest
rozwinigciem asymptotycznym f(t) na S przy t — oo jesli dla kazdego n € Ny

im n — Y —k) —0.
lim ¢t (f(t) kz::oakt ) 0

t—oo,teS

Bedziemy to oznaczad przez f(t) ~ S50 art™F,t € S, t — oo.

Cwiczenia
1. ZnaleZ¢ rozwinigcie asymptotyczne w oo funkcji
D Ei(t) = [ <dsdlat <0,
b) f(t) = [ e’ =" ds,

o) f(t) = [ &z ds.

2. Znalezé rozwigzanie formalne Y- apt® réwnania i pokazaé, ze powstaly szereg jest rozbiezny dla t # 0
a) t3i + (2 +t)x —x = 0.

31



Literatura

[1] D. V. Anosov, A. A. Bolibruch, The Riemann—Hilbert Problem, Vieweg, Wiesbaden 1994.

[2] W Balser, Formal Power Series and Linear Systems of Meromorphic Ordinary Differential Equations, Springer-Verlag, New
York 2000.

[31 E. Hille, Ordinary differential equations in the complex domain, John Wiley & Sons, New York 1976.
[4] M. Holmes, Introduction to Perturbation Methods, Springer-Verlag, New York 1995.

[5] K. Iwasaki, H. Kimura, S. Shimomura, M. Yoshida, From Gaus to Painlevé. A Modern Theory of Special Functions, Vieweg,
Braunschweig 1991.

[6] R. O’Malley, Singular perturbation methods for ordinary differential equations, Springer-Verlag, New York 1991.
[7] A. Palczewski, Rownania rozniczkowe zwyczajne, WNT, Warszawa 1999.
[81 W. Wasow, Asymptotic expansions for ordinary differential equations, John Wiley & Sons, New York 1965.
[9] E. T. Whittaker, G. N. Watson, Kurs analizy wspotczesnej. Czgs¢ I, PWN, Warszawa 1967.
[10] E. T. Whittaker, G. N. Watson, Kurs analizy wspotczesnej. Czes¢ 11, PWN, Warszawa 1968.

[11] B. Ziemian, 20 lectures on ordinary and differential equations. Geometric methods of complex analysis, preprint, IM PAN,
Warszawa 1992.

47



