10 Rozwini¢cia asymptotyczne i sumowalnos¢ w sensie Borela

Gléwne twierdzenie o istnieniu dla rozwini¢¢ asymptotycznych pochodzi z monografii W. Wasowa [8]. Cz¢$¢ dotyczaca sumo-
walnosci w sensie Borela pochodzi z ksiazki W. Balsera [2].

10.1 Glowne twierdzenie o istnieniu dla rozwini¢¢ asymptotycznych

Zaczniemy od rozszerzenia pojecia punktéw osobliwych réwnania na uktady liniowe postaci
(10.1) @ = A(t)z,
gdzie x = (x1,. .., T, ) jest wektorem, za$ A(t) macierzg o meromorficznych wspétczynnikach.

Definicja 10.1 Punkt ¢ = ¢ nazywamy punktem osobliwym réwnania (10.1) jesli ktorys ze wspétczynnikéw macierzy A(t) ma
biegun w .

Punkt osobliwy ¢ = t( nazywamy punktem osobliwym regularnym réwnania (10.1) jesli wspétczynniki macierzy (¢ — to) A(t)
sa juz analityczna w .

Punkt osobliwy ¢t = t( nazywamy punktem osobliwym nieregularnym réwnania (10.1) jesli ktoryS ze wspdtczynnikow macie-
rzy (t — to) A(t) ma biegun w t.

Punkt osobliwy ¢ = ty nazywamy punktem osobliwym rangi r (r € Ng) réwnania (10.1) jesli wspéiczynniki macierzy
(t — to)" A(t) nie sg analityczna w to, za$§ wspStczynniki macierzy (¢ — to)" " A(t) sg juz analityczne w t.

Zauwazmy, ze punkty osobliwe rangi O sa punktami osobliwymi regularnymi, za§ punkty osobliwe rangi wickszej od zera sa
punktami osobliwymi nieregularnymi.
Mozemy réwniez zdefiniowac rangg punktu osobliwego dla réwnania n-tego rz¢du postaci

(10.2) 2™ a1 (2™ + 4 ar (B + ag(t)z = 0.

Definicja 10.2 Punkt osobliwy ¢ = to nazywamy punktem osobliwym rangi r jesli r € Ny jest najmniejsza liczbg dla ktorej
(t —to) "™ ag(t), ..., (t — to) " anm,_1(t) sa analityczne w otoczeniu tg.
Mozemy teraz sformufowaé gtéwne twierdzenie o istnieniu dla rozwini¢¢ asymptotycznych.

s
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Twierdzenie 10.3 Niech r € Ny, S C C sektor o rozwartosci co najwyzej Zatoimy, ze tg = 0 jest punktem osobliwym rangi

r uktadu m réwnan (10.1) (tzn. t" YL A(t) jest analityczne w otoczeniu zera) i macierz t’“+1A(t)’ ma rozne od zera wartosci

wlasne Ay, ..., Ap,. Wowczas jesli T(t) = >0 a,t™ jest rozwigzaniem formalnym (10.1), to istnieje x(t) € O(S N {|t| < €})
(dla pewnego € > 0) bedqgce prawdziwym rozwigzaniem (10.1) i takie, Ze x(t) ~ Z(t) dlat € S*, t — 0, gdzie S* — dowolny
podsektor S.

Idea dowodu. (Caty dow6d mozna znaleZé w monografii W. Wasowa [8].) Niech Z(t) = Y a,t" bedzie rozwigzaniem

formalnym uktadu (10.1). Z twierdzenia Ritta (Twierdzenie 9.10) istnieje ¢(t) € O(S N {|t| < e1}) takie, ze ¢(t) ~ Z(t) dla
t € S,t — 0. Korzystajac ze stwierdzen liniowosci, mnozeniu i rézniczkowaniu rozwini¢é¢ asymptotycznych (Stwierdzenia 9.3,
9.419.8) dostajemy

b(t) — A@)p(t) ~T(t) — A1) =0 dla teS* t— 0.

Zatem wprowadzajac oznaczenie b(t) = ¢(t) — A(t)$(t) dostajemy b(t) ~ 0dlat € S*,t — 0.
Niech dalej z(t) € O(S N {|t| < e2} bedzie prawdziwym rozwiagzaniem (10.1) i niech u(t) = x(t) — ¢(t). Wéwczas

103)  alt) = #(t) — d(t) = A(t)a(t) — AR)o(t) — b(t) = A) (2(t) — &(t)) = b(t) = A(®)u(t) - b(t).
Nalezy jeszcze pokazaé, ze dla pewnego rzeczywistego rozwigzania z(t) istnieje u(¢) bedace rozwigzaniem (10.3) i spetniajace

warunek u(t) ~ 0dlat € S*,t — 0 (dowdd w [8]). Wéwezas z(t) ~ ¢(t), a poniewaz réwniez ¢(t) ~ Z(t), to z(t) ~ Z(t) dla
teS*it—0. m
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10.2 Procedura sumowalno$ci w sensie Borela

Zostanie teraz przedstawiona procedura dzigki ktérej z rozbieznego szeregu otrzymamy funkcje analityczng w pewnym sektorze.
Dzieki temu dla danego rozwiazania formalnego Z(¢) w punkcie osobliwym nieregularnym bedziemy mogli znalezé rozwigzanie
prawdziwe x(t) spetniajace x(t) ~ Z(t) dlat € S,t — 0).

W tym celu uzbiezniamy szereg formalny Z(t) = >~ a,t" stosujac formalng transformacje Borela

o0

Bia(t) =Y %t".
n=0

Transformacja Laplace’a
1 [ s
Lig(t) = ;/ g(s)e™ v ds
0

jest operacjg odwrotng, gdyz podstawiajgc § = £ dostajemy

n 1 > n —_ S e n — n * —_ n
£1<‘Lt") - 7/ I gne=% ds :/ dnynene=¢ ge — ‘Ltn/ gre6de = LT (n 4 1) = ant™.
n! tJo nl o n! nl Jy n!

Zatem wychodzac z szeregu formalnego Z(t) dochodzimy do funkcji analitycznej w sektorze x(t) = £; glf(t). Aby to miato
sens musi by¢ spetnionych kilka warunkéw:

1. Szereg By (t) jest zbiezny (tzn. istniejg A, B < oo takie, ze |a,| < AB"n! dla kazdego n € Ny).

2. By#(t) przedtuza sie do funkcji analitycznej w sektorze S(0, ), czy ogdlniej S(d, a) = {z € C: argz € (d— 5.d+5)}

i wzrostu eksponencjalnego rzedu 1 w oo (tzn. |ByZ(t)| < Ce® dla pewnych C, a < o).

Zauwazmy, ze £1B,%(t) jest funkcja analityczng w sektorze wokét zera dla Ret > 0. Ponadto zamiast 2157 9(s)e 7 ds mozna

i s

wziaé % foooe g(s)e™ 7 ds dla dowolnego |¢ — d| < §. Dla kazdego ¢ operator Laplace’a jest analityczny w sektorze S(¢, ).
Zatem biorac rézne ¢ przedtuzamy analitycznie te funkcje do S(d, 7w + «).

10.3 Szeregi i rozwiniecia asymptotyczne Gevreya

Zdefiniujemy pewne ,,posrednie” szeregi pomiedzy zbieznymi a dowolnymi formalnymi.

Definicja 10.4 Szereg formalny Z(t) = > a,t" nazywamy szeregiem Gevreya rzgdu s jesli istnieja stale A, B < oo takie,
ze

lan| < AB™(nl!)® dlakazdego n € Ny,
co bedziemy oznaczaé poprzez T € C[[t]]s.

Zauwazmy, ze szereg jest zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy s < 0. Dla s = 0 promien zbieznosci jest skoficzony i szacuje si¢ przez
R < %. Natomiast dla s < 0 promien jest nieskoriczony (szereg przedtuza si¢ do funkcji catkowitej).
Dla tak zdefiniowanych szeregéw wprowadZmy odpowiednig asymptotyke.

Definicja 10.5 Méwimy, ze funkcja (t) zdefiniowana w sektorze S C C posiada rozwinigcie asymptotyczne Gevreya rzgdu s,
Z(t) = > 7 g ant™ € C[[t]]s jesli w kazdym podsektorze S* sektora S istnieja stale A, B < oo takie, ze

N
‘x(t) - Z ant™
n=0

co bedziemy oznaczaé poprzez z(t) ~s T(t).

< ABN(N)*[t|N*!  dlakazdego N € Ny, t € S*,

Zauwazmy, ze jesli x(t) ~, Z(t) to réwniez x(t) ~ Z(t). Podobnie jesli s; < sy oraz z(t) ~, Z(t) to réwniez x(t) ~s,
Z(t). Dla asymptotyki Gevreya zachodzg podobne stwierdzenia jak i dla asymptotyki Poincaré (wtasnosci algebraiczne rozwinigé
asymptotycznych, catkowanie i rézniczkowanie). Zachodzg réwniez nastgpujace fakty
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Stwierdzenie 10.6 (Ritta dla asymptotyki Gevreya) Dia s > 0niech ¥ € C[[t]]s i S — sektor o rozwartoSci réwnej co najwyzej
sm. Wowczas istnieje x(t) € O(S) takie, Ze x(t) ~s T(t) w S.

Stwierdzenie 10.7 (Lemat Watsona) Niech S — sektor o rozwartosci wigkszej od sm, s > 0 i niech x(t) € O(S) spetnia
x(t) ~s 0w S. Wowczas z(t) = 0w S.

Uwaga 10.8 Niech odwzorowanie J: O(S) — C[[t]]s bedzie dane wzorem J(xz(t)) = T(t) wtedy i tylko wtedy gdy x(t) ~4 Z(t)
w S. Wowczas jesli rozwartosé S jest:

< sm to J jest odwzorowaniem ,,na’;

> s to J jest odwzorowaniem réznowartosciowym.

10.4 Sumowalnos$é¢ w sensie Borela
Definicja 10.9 Operatorem Laplace’a rze¢du k w kierunku d nazywamy operator

dOO

L ax(t) = tik/ x(s)ef(%)k ds*.

0
Zauwazmy, ze jesli x(t) € OF (S(d, a)) (analityczne na S(d, «) i eksponencjalne rzedu co najwyzej k przy t — oo)to Ly, qx(t) €
o(S(d,a+7)).

Definicja 10.10 Jesli Z(t) = > a,t", to formalnym operatorem Borela rzgdu k nazywamy operator
~ > a
nZ:O r+%)

Zauwazmy, ze jeSli () = D7 a,t" jest rzgdu Gevreya s, to B 12(t) analityczne w otoczeniu zera.
Definicja 10.11 Méwimy, ze szereg Z(t) jest 1-sumowalny w kierunku d je§li zachodzg réwnowazne warunki:

1. Mozna do niego zastosowa¢ metode sumowania Borela-Laplace w kierunkach z otoczenia kierunku d:

2(t) = L1.4 (B@) (t).
2. & € C[[t]]; oraz B,Z € O} (S(d7 a)) dla pewnego o > 0.

3. = € C[[t]]; oraz istnieje x € O(S(d, a+ 7r)) dla pewnego « > 0, takie ze x ~1 T w S(d, a + 7).

Zauwazmy, ze z lematu Watsona (Stwierdzenie 10.7) wynika jednoznaczno$é x takiego ze x ~1 T w S(d, o + 7).

Definicja 10.12 Szereg formalny Z jest 1-sumowalny jesli jest on 1-sumowalny w kazdym kierunku z wyjatkiem skoriczonej
liczby kierunkéw osobliwych.

Podobnie zdefiniujemy k-sumowalnosc.
Definicja 10.13 Moéwimy, ze szereg Z(t) jest k-sumowalny w kierunku d jesli zachodzg réwnowazne warunki:
1. Mozna do niego zastosowa¢ metod¢ sumowania Borela-Laplace w kierunkach z otoczenia kierunku d:
2(t) = Lra(Bi) ().
2. 7€ (C[[t]]% oraz B,z € OF (S’(d, a)) dla pewnego « > 0.

3. T € C[[t]] 1+ oraz istnieje = € O(S(d,a + %)) dla pewnego v > 0, takie ze x ~1 TwS(d,a+ 7).

1
E

Definicja 10.14 Szereg formalny Z jest k-sumowalny jesli jest on k-sumowalny w kazdym kierunku z wyjatkiem skoriczone;j
liczby kierunkéw osobliwych.
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Zauwazmy, ze przy ustalonym kierunku d szereg 1-sumowalny spetnia stabszy warunek ale na sektorze o rozwartosci wigkszej
niz 7, natomiast szereg 2-sumowalny wymaga spetnienia silniejszego warunku ale za to tylko na sektorze o rozwartoSci wigkszej

e
IllZ2.

Okazuje si¢ jednak, ze czasami sama k-sumowalno$¢ nie wystarcza i dlatego wprowadzimy jeszcze pojecie multisumowalno-
$ci.

Definicja 10.15 Szereg Z(t) jest (k1, ..., kn)-multisumowalny jesli T(t) = Z1(t) + ... + X, (t) oraz Z;(¢) jest k;-sumowalny
(G=1,..,n).

Zachodzi

Twierdzenie 10.16 (Braaksma, 1992) Kaide rozwigzanie formalne rownania zwyczajnego o meromorficznych wspotczynnikach
Jjest multisumowalne.

Dla réwnania (10.2) jesli rozwiazanie formalne Z(t) jest k-sumowalne i z(t) = Ly 4 BiZ)(t) to z ~1 T naS(d,a+ 7)
(a > 0). Z lematu Watsona (Stwierdzenie 10.7) jest to jedyna funkcja spetniajagca t¢ asymptotyke. Z drugiej strony powtarzajac
dowdd giéwnego twierdzenia o istnieniu dla rozwinig¢ asymptotycznych (Twierdzenie 10.3) mamy, Ze jesli y(¢) jest rozwigzaniem
to réwniez y ~1 T na S(d,« + T). Zatem z jednoznacznosci y = x, czyli otrzymane w wyniku procedury sumowalnosci (1)
jest prawdziwym rozwigzaniem réwnania (10.2).

Cwiczenia
1. ZnajdZ punkty osobliwe danego réwnania. Okres§l ich range.
At (1 -3+ 2t + )i+ (1—t)x =0,
b) t3(t? — 4)i + t1d + tox = 0.
2. Sprawdz jakiego rzedu Gevreya s jest dany szereg formalny. Uwaga: w tym ¢wiczeniu moze by¢ pomocny wzor Stirlinga:
n! ~ ne~"/2mn dla duzych n.
a) Z(t) = Y7 n"t",

b 2(1) = Sy e,
Q) Z(t) = >0 n*tn,
d) Z(t) = 307, (3n)lE?™.

3. PrzeprowadzZ procedure 1-sumowalnosci dla danego szeregu formalnego.
a) Z(t) = 3220 (=1)" (n + D",
b) Z(t) = Yo o (—1)"(2n)1E2" 1,
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