11 Przyklady sumowalnosci w sensie Borela. Diagram Newtona i zjawisko Stokesa

11.1 Diagram Newtona

Rozwazmy réwnanie

d i ,
(11.1) P(t, %) = b ()™ £ by (1) + bo(t)x =0, gdzie b;(t) = E b; jt/ jest analityczne w otoczeniu zera.
=0

Definicja 11.1 Dla danego réwnania (11.1) mozemy zdefiniowaé zbiér Np = {(i,j —i) € Ng X Z: b; ; # 0} zwany diagramem
Newtona. Podobnie wielokgtem Newtona nazywamy zbiér conv(Np + R_ x R, ) (tzn. uwypuklenie zbioru Np + R_ x R ).

Zobaczmy jak wyglada wielokat Newtona w zaleznosci od tego, jakiego rodzaju punktem jest £y = 0.

Niech ¢ty = 0 begdzie punktem nieosobliwym réwnania (11.1). Wéwczas w réwnaniu tym mozemy przyjaé b, (t) = 1, czyli
bm,0 = 11 wielokat Newtona jest réwny (m, —m) + R_ x Ry.

Niech tg = 0 bedzie punktem osobliwym regularnym réwnania (11.1). Oznacza to, ze wspdtczynniki tego réwnania mozna
zapisac w postaci: by, (t) = t™ (czyli by, ;m = 1) oraz b;(t) = t'a;(t), gdzie a;(t) analityczne w otoczeniu zera (czyli b; ; = 0 dla
j<i)zasi=0,...,m — 1. Wobec tego wielokat Newtona jest réwny (m,0) + R_ x Ry.

Niech ¢p = 0 bedzie punktem osobliwym nieregularnym rangi r (r > 1) réwnania (11.1). Wéwczas wsp6iczynniki tego
réwnania mozna zapisa¢ w postaci: by, (t) = tU V™ czyli by, (1), = 1) oraz b;(t) = t"TVia,(t), gdzie a;(t) analityczne w
otoczeniu zera (czyli b; ; = 0 dlaj < (r+ 1)i) zasi = 0, ...,m — 1. Wobec tego wielokat Newtona jest ograniczony bokami
(—00,0) — (0,0) — (m,rm) — (m, +00). Zatem w szczegdlnosci jesli tg = 0 jest punktem osobliwym nieregularnym to istnieje
odcinek o nachyleniu dodatnim do osi poziome;j.

Zauwazmy, ze dopiero w tym ostatnim przypadku znalazt si¢ bok ré6zny od poziomego i pionowego. Wspétczynnik nachylenia
tego boku (tzn tangens nachylenia boku do poziomu) wynosi k = r, gdzie x bedziemy nazywac niezmiennikiem Katza. Méwiac
precyzyjniej mamy

Definicja 11.2 Niezmiennikiem Katza k dla danego wielokata Newtona (a wiec i dla danego réwnania) nazywamy najmniejszy
niezerowy wspoétczynnik nachylenia bokéw do poziomu.

Zauwazmy tez, ze rzad Gevreya rozwigzania formalnego dla danego réwnania jest rowny %, gdzie k jest niezmiennikiem Katza
dla danego réwnania.

Z wielokata Newtona mozemy tez wnioskowac o liczbie rozwigzan formalnych (danych w postaci szeregu Frobeniusa) —
jest ona réwna diugosci odcinka poziomego wychodzacego z punktu (0, 0). Réwniez wielokat Newtona dostarcza informacji o
sumowalno$ci. Méwiac precyzyjniej, aby dany szereg byl k-sumowalny, musi istnie¢ odcinek o nachyleniu réwnym k.

11.2 1-sumowalnos$¢

Rozwazmy nast¢pujace réwnanie Eulera

(11.2) t?i4+x =t

oo

Jego rozwiazanie formalne ma posta¢ z,(t) = >~

. , t l/te=1/s . . . £ . . . .
jest rtéwne x(t) = ce'/t + fo &—2—— ds. Biorgc rozwigzanie szczeg6lne (¢ = 0) i dokonujgc zamiany zmiennych % - 1=

(—1)"n!t"*!. Natomiast prawdziwe rozwigzanie ogélne réwnania (11.2)
£
t t

dostajemy

tel/te—l/s © 1
11.3 = | ——ds= —— ¢t de dla t>0.
(11.3) x1(t) /o 5 S /0 £+1€ ¢ dla t>

Znajdziemy teraz zwigzek pomig¢dzy rozwigzaniem formalnym 71 (¢) a rozwigzaniem prawdziwym z1 (¢). W tym celu zauwazmy,
ze

L\ (~)NeN >
— _1)ngn _ n, —&/t —n! n+1
Tr¢ nE:O( )ET+ T1¢ oraz /0 et de = pit
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wigc dla ¢ nalezacych do dowolnego podsektora S* zawartego w S(0,7) = {t € C: Ret > 0} zachodzi

- Ne—¢&/t 1 N+1
)" . / 5 € ’ N _—£Re(1/t) < NI < OBV NN+,
’xl(t) ‘ ‘ . 1te ® T dz (Re(l/t)) ¢ i

Oznacza to, ze x1(t) ~1 Z1(t).

Wré6émy do naszego rownania (11.2). Poniewaz diagram Newtona jest zdefiniowany dla rownar liniowych jednorodnych, to
sprébujemy przeksztalci¢ nasze rOwnanie w ten sposéb, by otrzymac réwnanie jednorodne o takim samym rozwigzaniu formalnym
co rownanie wyjSciowe. W tym celu obie strony (11.2) podzielmy przez ¢ a nast¢pnie zr6zniczkujmy (wzgledem ¢). Otrzymamy
wolwczas rOwnanie

. . 1, 1 . 3. 2 .
tx+x+¥x—t—2x:0 czyli %+ (t°+¢)z —x =0.

Diagram Newtona dla tego réwnania zawiera punkty (0, 0), (1,0), (1,1) i (2, 1), a wielokat Newtona jest ograniczony bokami

(—00,0) — (1,0) — (2,1) — (2, 00). Zatem wspdtczynnik Katza jest réwny nachyleniu boku (1,0) — (2, 1) do poziomu i wynosi

x = 1. Oznacza to, ze rozwigzanie formalne jest rzedu Gevreya 1. (Oczywiscie widaé to réwniez bezposrednio z postaci Z1 (t).)
Sprébujemy teraz zastosowac do Z1 (¢) = Y-, (—1)"n!t" ! metodg sumowalnosci Borela.

e n|tn+1

— B oo< nn+1_ n/ . / . /
B3 (s Z n+1 —; — Z t"dt = )" dt = cdt=1n(1+s).

Zauwazmy, ze transformata Borela przedtuza si¢ na zbiér C\ (—oo, —1] i jest wzrostu co najwyzej eksponencjalnego na dowolnym
podsektorze S* w S(0, 27). Wobec tego mozemy zastosowaé transformacje Laplace’a i dla Ret > 0 dostajemy

s=00 1 %) t 0o —s/t
+,/ 7675/td5:/ c ds:zl(t)
s=0 t 0 1+5 0 1+8

Pétprosta [0, 0o) po ktérej catkujemy w (11.3) mozemy zastapi¢ dowolng inng pétprosta e®R ., gdzie § € (—m, ). Wéwczas

dostajemy funkcje
efoo e—s/t
A0 - | s,
0 1 + s

ktdra jest przedtuzeniem analitycznym x1(t) na sektor S(6, 7). Zatem x1 (t) mozemy przedtuzyc¢ analitycznie na zbiér S(0, 37) =
{t e C\ {0}: argt € (=37, 3m)}.

1 oo
- / In(1+s)e */tds = —In(1 4 s)e™*/t
0

LiB171(t) = ;

11.3 Zjawisko Stokesa

Rozwigzanie formalne réwnania (11.1) w otoczeniu punktu osobliwego nieregularnego ¢, jest dane przez szereg rozbiezny. Ozna-
cza to, ze szereg ten nie moze by¢ rozwini¢ciem asymptotycznym jednej funkcji w calym swym otoczeniu (bo wtedy datoby sie¢ te
funkcje przedtuzy¢ na punkt ¢ i szereg bylby zbiezny). Innymi stowy rozwigzanie formalne réwnania (11.1) w otoczeniu punktu
osobliwego nieregularnego ma w réznych sektorach rézne asymptotyki — czyli jest ono rozwinigciem asymptotycznym réznych
funkcji, w zaleznosci od wybranego sektora. Fakt ten nosi nazwe zjawiska Stokesa, gdyz byl po raz pierwszy zaobserwowany
przez George’a Stokesa (1819-1903) w 1857 roku.

Wréémy do prawdziwego rozwigzania x (t) (danego przez (11.3)) réwnania (11.2), ktére jest analityczne dlaargt € (-5, 5).
Mozemy w catce w (11.3) zmieni¢ kontur calkowania na e’’R , , gdzie § € (—m, ) i przedtuzyé 1 (t) az do:

i(m—e) —t/f
e e m 3T
Ty (t):/(; 1+§d§ dla argt€(§—6,7—e)

oraz

i(—mte) —t/f 3 1
—me :/ € ae a te (=2 e 8
0= [ Cdt da amgte (< tog +o
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Przez lini¢ argt = 7 (czyli tez argt = —m) nie da si¢ przeprowadzi¢ konturu catkowania, gdyz dla & = —1 jest biegun.
Sprébujmy zatem zbadaé na ile zmieni si¢ funkcja jesli weZmiemy kontury catkowania po obu stronach tej linii. Mamy dla arg ¢ €
(g + €, 3771' - 6)

e!"to0 -t/ " o0 —t/¢ ¢/t
. e e .
ai () — 27 T(t) = /0 1t¢ d§ — / dﬁ = 2miRes¢— 1(1 +5> = 2miel/t.

Zauwazmy, ze dla takich ¢ zachodzi 2mie!/t ~ 0, wiec tez 7 ¢(t) ~ 1 (t) oraz 2T “(t) ~ 1 (t).
Aby mdc dalej bada¢ obie asymptotyki wprowadZmy nastepujace pojecia

Definicja 11.3 Zatézmy, ze f(t) ~ Z(t), g(t) ~ Z(t) oraz f(t) = g(t) + r(t) dlat € S, gdzie S — sektor. Méwimy, ze zbidr
Sy = {t € C: argt = ¢} jest liniq Stokesa jesli dla t € S, funkcja r(t) jest minimalna.
Moéwimy, ze zbiér S, = {t € C: argt = ¢} jest liniq Anty-Stokesa jesli dla t € S, funkcja r(t) majoryzuje f(t) lub g(t).

Zauwazmy, ze w naszym przypadku linig Stokesa jest S natomiast linig Anty-Stokesa jest Sz i S 3.
Wiecej o zjawisku Stokesa mozna znaleZé w ksiazkach W. Balsera [2], E. Hille’a [3] i W. Wasowa [8].

11.4 2-sumowalnos$¢

Rozwazmy teraz réwnanie Eulera bis
43

(11.4) §i+x:t2,

ktdrego rozwigzanie formalne wynosi Z2(t) = > oo (—1)"nlt2("+1) = 7, (¢2), za$ prawdziwe rozwigzanie ma postaé

t 91/t g=1/5 Sl | 2 T
t) = —_——ds = e dl t ——, =)
zo(t) /O S s /o n e ¢ a argt € ( 1 4)

—_

Mamy
L5552

’xg(t) =3 (e

n=0

N+1
< ClB{VL%Mt\N“ < CBN VNN,

CZy]i i) (t) ~9 5(7\2 (t)
Podobnie jak poprzednio wyliczymy diagram i wielokat Newtona. W tym celu podzielmy obie strony réwnania (11.4) przez
t? i zrézniczkujmy obie strony po ¢. Dostaniemy réwnanie jednorodne drugiego rzedu postaci

t 1 1 2
§:c+ Z:B + t—zx BT = 0, czyli t*i+ (£ +2t)i — 4z = 0.
Diagram Newtona zawiera punkty: (0,0), (1,0), (1,2) i (2,2). Natomiast wielokat Newtona sktada si¢ z bokéw: (—o0,0) —
(1,0) — (2,2) — (2, 00). Mozna stad wyczytaé, ze istnieje jedno rozwiagzanie formalne (odcinek poziomy od (0,0) dtugosci 1),
ktore jest rzedu Gevreya % (wspdtczynnik Katza k = 2).
Dokonajmy teraz procedury 2-sumowalnosci Borela. Poniewaz 7 (t) = Y o0 ((—1)"n!t2("*+1) (o

o o (Dl S (D! ) - (5D s _ N /s o
ByZa(s) ;::O I(1+ 2 ;:: (n+1)! HZ‘; ”+1 7;0( ! 0

/s 2 g1 (1+s?)
= ——dt=1In 5%).
o 1412

Transformata Borela przedtuza si¢ na C \ ([— oo) Ui, oo)) i jest wzrostu co najwyzej eksponencjalnego na dowolnym podsek-
torze S* sektora S(0, 7). Wobec tego dla argt € (—7, §) mozemy zastosowac transformacje Laplace’a

s§=00 < 2s 2,2 * 1 2
—s*/t ds = —&/t d
5=0 +/0 1+s2° 8 /0 1+¢° ¢

]. > 2 2 /.2

Egggfg(t) = = In(1+ s%)e /" 2sds = —In(1 + s*)e™* /*

8
[N~}
—~

~+
~—
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Podobnie jak w przypadku x4 (t), réwniez x2(t) mozemy przedtuzy¢ biorgc odpowiedni kontur catkowania az do

i(w—e)
e (o] 5

1 1
x5 6(t):/0 erile_&/t2 d¢ dla argte(ZW—QZW—e)U(ZW—e,ZW—e).

Poréwnujac to z 25 7¢(t), dlaargt € (37 + €, 37 — €) U (37 + €, L7 — €) dostajemy

e—E/t°

£E72Ur6(t) — ngﬁ( ) = 27‘("L’R€S§:71 (17_’_5

) — oiel/?

Wobec tego dla powyzszych ¢ mamy 2miel/t* ~ 0, xy (¢ ) ~ x9(t) oraz x5 ¢

Sz i85, zas liniami Anty-Stokesa sg Sz iS5, 55,15
2 2 4

(t) ~ x2(t). W tym przypadku liniami Stokesa sg

Tr
s

11.5 Poréwnanie 1- i 2-sumowalnosci. (2, 1)-multisumowalnosé
Przy ustalonym kierunku d 1-sumowalno$¢ oznacza stabszy warunek (r; ~1 Z7) na sektorze o rozwartosci > 7, natomiast
2-sumowalno$¢ wymaga spetnienia silniejszego warunku (zo ~2 Z2) lecz tylko na sektorze o rozwartosci > g

Oczywiscie 71 (t) nie jest 2-sumowalne (bo 1 ¢ C[[t]]1). Pokazemy, ze réwniez Z>(t) nie jest 1-sumowalne. W tym celu
weZmy ¢ czysto urojone, tzn ¢t = s, s € R. Wéwczas

(oo}

_ < (“1)mnl L n! 3 & =
B = e —1 n+ n+2 = — ”L+1 e n+1 = v 1
|B1Z2(is)| \7;) (2n—|—2)!( ) s | 7;) (2n—|—2) z:: 4 € )

NJ

czyli transformata Borela B. 1Z2(is) ma wzrost eksponencjalny rzedu 2. Zatem nie mozemy w nim stosowac transformacji Laplace’a
w sektorze zawierajacym o§ urojong.

Na zakoniczenie podamy przyktad réwnania, w ktérym musimy skorzysta¢ z multisumowalno$ci. Réwnanie
(11.5) t5(2 — )i + t2(4 4+ 5t% — 2t3)d + 2(2 — t + )2 = 4t + 2% + 10¢> — 3t*
posiada rozwigzanie formalne Z(¢t) = Z1(t) + Z2(t). Spetnia ono réwniez réwnanie jednorodne wyzszego rzedu
(8t° 4+ -+ 31N & + (—16t3 + .. )3 + (16t 4 ... )x = 0,

wigc jego diagram Newtona zawiera pary (0, 0), (1,0), (2,1) i (3, 3) i wielokat Newtona sktada si¢ z bokéw (—o0,0) — (1,0) —
(2,1) — (3,3) — (3,00).

Bok o nachyleniu 0 oznacza, Ze istnieje rozwigzanie formalne Z(¢). Natomiast boki o nachyleniach 1 i 2 oznaczajg, ze Z(t)
jest Gevreya rzedu 1 oraz jest (2,1)-multisumowalne.

Poniewaz Z(t) = Z1(t) + Z2(t) oraz Zo(t) nie jest 1-sumowalny, a 21 (¢) nie jest 2-sumowalny, wiec Z(¢) nie jest ani 1-, ani
2-sumowalny. Natomiast jest on (2,1)-multisumowalny.

Cwiczenia
1. ZnajdZ diagram i wielokat Newtona dla danych réwnan. Ile wynosi niezmiennik Katza? Jakiego rzgdu Gevreya sg rozwia-
zania formalne?
)t 7 + 5% + (t* + 2t)2 + Tz = 0.
b) t0(t — 1) 7 + (t7 + 5t3)i + ti + (17 + 4t3)z = 0.
c) (13 4+ 2 +1)0% + t*5 + (2 — t)d + (43t* + 2t% + 5t + 6)a = 0.

2. Opisz zjawisko Stokesa i znajdzZ linie Stokesa i Anty-Stokesa dla szeregdw:
a) Z(t) =Y 07 o (=1)"(n+ 1lt",
b) B(t) = 12 (= 1) (2n) 12+,
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