12 Teoria perturbacji dla rownan rézniczkowych

Rozdziat ten jest oparty na nastepujacych monografiach po§wieconych teorii perturbacji: M. Holmes [4] i R. O’Malley [6]. Wszyst-
kich chcacych poszerzy¢ swoja wiedze po§wigcong tej teorii odsytam do tych pozycji.

W wielu zagadnieniach fizyki i chemii mamy do czynienia z réwnaniami w ktérych wystepuje bliski zeru parametr (bedziemy
go oznaczac €), ktéry powoduje zaburzenia. Naszym celem bedzie zbadanie zalezno$ci rozwigzan od tego parametru. Zazwyczaj
takiego réwnania z matym parametrem e nie da si¢ rozwigza¢ dokladnie, ale mozemy to rozwiazanie aproksymowac. Dostajemy
wowczas rozwinigcie asymptotyczne rozwigzania wzgledem parametru e.

12.1 Perturbacje regularne

Przypusémy, ze dla matych eidlat € D C C mamy zdefiniowane réwnanie rézniczkowe P, (z) = 0, ktérego rozwigzaniem jest
x(t) = x(t). Jesli przy € — 0 rozwigzanie x(t) =2 zo(t) na D, gdzie z((t) jest rozwigzaniem Py(xo) = 0, to wéwczas mamy
do czynienia z perturbacjami regularnymi.

Zacznijmy od przyktadu. Rozwazmy zagadnienie poczatkowe

(12.1) i+ei4+1=0, z(0)=0, &(0)=1.

Szukamy rozwigzania w postaci szeregu wzgledem e: z(t) = zo(t) + ex1(t) + €2zo(t) + -+ = > oo o Tn(t)e™
Wstawiajac ten szereg do réwnania (12.1) dostajemy

Z Zn(t)e" + Z Ep_1(t)e" +1=0.
n=0 n=1

Poréwnujgc wspétczynniki przy kolejnych potggach e dostajemy réwnania na x.,(¢). W szczegélnosci mamy:

t2
dlan=0 Zo+1=0, 29(0) =0, £(0) =1, czego rozwigzaniem jest xo(t) = ) +t;

tn+1 tn+2

(n+1)! (n+2)!)'

dlan >0 &y = —Zp-1, £(0) =0, £(0) =0, czego rozwigzaniem jest x,(t) = (—1)"(

Zatem

t2 s n t’n+1 t’n+2
#(t) = =G+t e ((n+1)! - (n+2)!)'
n=1

Poniewaz € jest bliskie zeru, to zazwyczaj wystarczy nam wiedza o pierwszych wyrazach w rozwinigciu, czyli np. ze

z(t) = R +t+e(—3 - ﬁ) + O(€%).

2 6 2
W kolejnym przyktadzie rozwazmy réwnanie nieliniowe
(12.2) T =ee” z(0) = 1.

Bedziemy szukaé rozwigzania w postaci x(t) = zo(t) + ex1(t) + O(€?). Wstawiajgc do réwnania (12.2) dostajemy &g + eiry +
O(e?) = ce(roter1+0(e?)? Rozwijajac w szereg e =1+ i1 + 37 + ... dostajemy ostatecznie réwnanie

i+ edy + O(?) = €e® + O(e?), x0+ex1(0) =1,

ktérego rozwiazaniem sg xo(t) = 1 (£9 = 0, 29(0) = 1) i z1(t) = et (&1 = €™t = e, x1(0) = 0).
Zatem z(t) = 1 + eet + O(€?).

Ogdlnie, niech L, M beda operatorami rézniczkowymi i dodatkowo niech L bedzie liniowe. Rozwazmy wéwczas réwnanie
(12.3) L(z)+eM(z)=0

z zadanymi warunkami poczatkowymi lub brzegowymi. Bedziemy szukaé rozwigzania postaci z(t; €) = x¢(t) + ex1(t) + O(€2).
Wstawiajac do réwnania (11.3) dostajemy L(x¢)+€eL(x1)+eM (z) = 0, astad L(zg) = 0 (wyliczamy zo(¢)) i L(z1) = —M (x0)
(znajdujemy 1 (t)).
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12.2 Perturbacje osobliwe — metoda dopasowania rozwini¢cia asymptotycznego

Pojawiajg sie one wtedy, gdy granica perturbacji regularnych x.(t) = xo(t) przy € — 0 nie istnieje.

Tak jest np. wtedy, gdy w réwnaniu € jest wspdétczynnikiem przy = z najwyzsza pochodng. Wowczas przejscie graniczne
e — 0 powoduje, Ze zmienia si¢ liczba rozwiazan. Dlatego tez aby rozwigzac ten problem musimy uzy¢ jednej z innych metod niz
w przypadku perturbacji regularnych.

Pierwsza z nich jest metoda dopasowania rozwiniecia asymptotycznego. Aby ja zrozumie¢ zacznijmy od przyktadu.

Rozwazmy réwnanie ez +2 = 1z warunkiem poczatkowym z(0) = a, gdzie € jest matym dodatnim parametrem. Rozwigzanie
bezposrednie ma postaé x(t,¢) = 1 + (a — 1)e~*/¢. Przechodzac z € — 0 dostajemy

lim x(t,€) =

e—0

a=2z(0) da t=0
1 dla t>0

Zauwazmy, Ze o ile a # 1, to w granicy dostajemy funkcje, ktéra przestaje by¢ ciggta. Oznacza to, ze nie da si¢ do tego réwnania
zastosowac podstawienia, tak jak w przypadku perturbacji regularnych, ktére by byto dobre dla wszystkich ¢. Dlatego tez bedziemy
osobno poszukiwac rozwini¢¢ asymptotycznych dla ¢ dalekich od zera (rozwigzania zewnetrzne) i dlat w poblizu zera (rozwigzania
wewnetrzne). Nastepnie ,,skleimy” wszystko w jedno rozwiniecie.

Rozwigzania zewngtrznego bedziemy szukaé tak jak w przypadku perturbacji regularnych, czyli wstawiajac T(t, €) = > Ty (¢)€™
do wyjsciowego réwnania. Dostajemy wowczas

Zin_len + ane" =1, astadTo(t) =11 ZTn(t) = —Tp_1, czyli T,(t) =0 dla n > 1.
n=1 n=0

A zatem rozwigzanie zewnetrzne ma postaé T(t, e) = 1.
Zajmiemy si¢ teraz znalezieniem rozwigzania wewn¢trznego. W tym celu dokonajmy zamiany zmiennych niezaleznych 7 =
t/e. Szukamy rozwigzania wewnetrznego postaci

Z(r,€) = Z(t/e,€) = x(t,€) — T(t,e) z warunkiem poczatkowym 7(0,¢) = z(0,¢) —Z(0,¢) =a — 1.

g 4o ddr _ 1d . . S o
Poniewaz 3 = =9 = ¢ -, to z(7, ¢) musi spetnia¢ réwnanie postaci z + Z = 0, 2(0) = a — 1. Szukamy rozwigzania tego

réwnania — tak jak w przypadku perturbacji regularnych — w postaci Z(7,€) = >~ Z,,€". Dostajemy wéwczas
0 . e . .
> En€" + ) T =0, astadTo+To=0, To(0)=a—11i Tn+Tn=0, Tn(0)=0dlan>1,
n=0 n=0

a stad otrzymujemy Zo(7) = (a — 1)e™" i Z,,(7) = 0 (n > 1). Rozwigzaniem wewnetrznym jest zatem Z(7,€) = (a — 1)e™".
Ostateczne rozwigzanie otrzymamy sumujac rozwiagzanie zewnetrzne i wewnetrzne

x(t,e) =T(t,e) + (t/e,e) =1+ (a — 1)e~ /¢,
co oczywiScie zgadza si¢ z wczes$niej uzyskanym bezpoSrednim rozwigzaniem tego réwnania.

Zastosujmy teraz metode dopasowania rozwini¢cia asymptotycznego do ogélnej postaci zagadnienia brzegowego dla réwnan
liniowych drugiego rzgdu postaci

(12.4) €Z +a(t)t+b(t)r = f(t), dla 0<t<1, a(t) >0, zwarunkamibrzegowymi x(0), z(1).
Zaktadamy tu, ze funkcje a(t), b(¢) i f(¢) sa gladkie. Rozwigzania bgdziemy szukaé w postaci (¢, €) = T(t, €) + Z(t /e, €), gdzie

Z(t,€) ~ Yo" o Tp(t)e" jest rozwigzaniem zewnetrznym, a T(7,€) ~ >~ T, (7)€" rozwiazaniem wewngtrznym.
Wstawiajac rozwiazanie zewnetrzne do rownania dostaniemy

Z %n—len + Z a’(ﬂinen + Z b(t)fnen = f(t)7 j(lv 6) = .I‘(l)
n=1 n=0 n=0

Stad Zo(t) spetnia réwnanie a(t)Zo + b(t)Zo = f(t), To(1) = z(1).
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Podobnie Z,,(¢) dlan > 1 spetnia réwnanie a(t)T,, + b(t)T,, = —Zn_1, Tn(1) = 0. Rozwigzujgc te réwnania jestesmy w
stanie sukcesywnie wyliczyC To(t), Z1(t), ..., Tn(t), .. ..

Rozwiazanie zewngtrzne zachodzi dla 0 < ¢ < 1, czyli nie wiadomo, co bedzie si¢ dzialo w otoczeniu zera. Zauwazmy, Ze
przy znajdowaniu rozwigzania zewn¢trznego nie wykorzystujemy warunku brzegowego w zerze. Poniewaz Z(0, €) nie musi si¢
réwnaé x(0), wiec musimy dodaé poprawke T + 7.

Poniewaz T i T + T sg rozwigzaniami (12.4), wiec dla 7 = ¢/e¢ mamy

&’z dzT

g +alt) T+ ()T f(t)ze(E—F?-P

Stad rozwigzanie wewnetrzne = musi spetniaé¢ réwnanie

¢z 1 d%)+ (t)(CZ+1 flx)+b()(x+f).

I+ a(er)T + eb(er)T =0, #(0,¢) = x(0) — T(0,¢), lim Z(r,€) = 0.
T—00
Aby znaleZ¢ to rozwigzanie wezmy Z(7,€) ~ >~ T, (7)e™. Wspélezynniki tego rozwiniecia Zg, 71, . . ., Iy, . . . MOZNa zatem
znalez¢é rozwigzujac kolejno réwnania (z odpowiednimi warunkami brzegowymi): Zg + a(0)Zo = 01 Z,, + a(0)Z,, = Br—1(7),
gdzie 3,,—1(7) mozna sukcesywnie wyznaczaé (dlan > 1).
Ostatecznym rozwigzaniem jest z(t, €) = T(t, €) + Z(t/e, €).

12.3 Perturbacje osobliwe — metoda WKB

Nazwa metody pochodzi od jej odkrywcow (Wentzel, Kramers, Brillouin), ktérzy ja stworzyli w 1926 roku na potrzeby mecha-
niki kwantowej. Mozna ja stosowaé jedynie w przypadku, gdy zalezno$é x(t) jest eksponencjalna. Rozwigzania w metodzie tej
poszukujemy w postaci

(12.5) () ~ e“f)/f(xo(t) Fe(t) +.. )

Rézniczkujae to rozwiniecie asymptotyczne dostajemy

(12.6) i(t) ~ /e (eflé(t)xo(t) + @o(t) 4+ O(t)x1 () + ey (t) + ... )

(12.7) B(f) ~ PO/ (6—29(7:)%;0(7:) + e L (B(t)wo(t) + 20(t)io(t) + 0() 22 () + . .. )

Bedziemy stosowaé metode WKB do réwnar typu €2i — ¢(t)z = 0. Wstawmy zatem do tego réwnania z(t) w postaci (12.5).
Dostaniemy woéwczas _ B _ )
921'0 + 6(9(E0 —+ 201’0 —+ 921‘1) 4+ — q(t)($0 —+ 61[,’1) = 0

Poréwnujac wyrazenia tego samego rzedu dostajemy dla O(1) réwnanie eikonatu 62 = ¢(t), ktérego rozwigzaniem jest 0t )
j:ft \/q(s) ds. Podobnie dla O(e) dostajemy réwnanie transportu o + 2020 + 0%z, = q(t)xy, czyli 6zo + 2020 = 0 z

rozwigzaniem o (t) = \% Zatem dostajemy
6

t t
l’(t) ~ Q(t)71/4 (aoe_l/ef \/@ds + boel/ef q(s) ds).

W szczeg6lnosci np. dla ¢(t) = —e?! mamy

t t

z(t) ~e” t/Q(aoe it/ 4 pyeie /6) =ec t/2<a0c05(6 )—i—ﬁobln(i ))

Cwiczenia
1. Znajdz rozwigzania (z reszta O(e?)) nastepujacych réwna:
aAit+er—x=12x0)==z(1)=1;
b)i+a+a®=0,2(0)=0z2(3)=
ita+er®=0x0)=02(5)= 1;
d)i—z—el=0,z(0)=1
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2. Znajdz rozwigzania (z resztg O (€2

a) et +2&+2x=0,z2(0)=0,z
b)ei +& —a=0,2(0)=0,2(1) =1,

) ei+2i+ 22 =0,2(0) =0, z(1) = 1;
e+ (1+e)i+2=02(0)=0,2(1)=1.

) metoda dopasowania rozwini¢cia asymptotycznego nastepujacych rownan:

3. Znajdz rozwiazania (z resztg O(e?)) metoda WKB nastepujacych réwnar:
a)e?i — (1+ )z =0,2(0) =1, %(0) = 2;
b) €2i + de~2tz = 0, 2(0) = 1, £(0) = 1.
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