13 Rownania Painlevé

Rozdziat ten jest oparty na ksiazkach E. Hille’a [3], K. Iwasaki, ... [5] i preprincie B. Ziemiana [11]. Wigcej o réwnaniach Painlevé,
a takze o ich zwigzkach z klasycznymi funkcjami specjalnymi mozna znalez¢ we wspomnianej ksiazce K. Iwasaki, ... [5].
W przypadku réwnar liniowych postaci

2™ + a1 (2" 4 4 an () + ao(t)w = b(t)

rozwigzania mogga mie¢ osobliwosci jedynie tam, gdzie osobliwosci majg wspéiczynniki ag(t), .. ., am—1(t), b(t). W szczegdl-
nosci osobliwosci nie zaleza od danych poczatkowych.

W przypadku réwnan nieliniowych sytuacja wyglada zupelnie inaczej. Zazwyczaj osobliwosci rozwiazan zaleza od danych
poczatkowych i nie mozna z postaci réwnania wywnioskowac¢ ani gdzie osobliwosci rozwigzan si¢ pojawia, ani jakiego s typu.
Zilustrujemy ten fakt kilkoma przyktadami.

1. Rozwigzaniem réwnania & = —az? jest z(t) = 1, gdzie ¢ € C. Zauwazmy, ze w punkcie ty = c rozwigzanie ma
osobliwo§¢ — biegun pierwszego rzedu.

2. Rozwigzaniem réwnania miz™ ' = 1 (m € N)jest z(t) = %/t — ¢, gdzie ¢ € C. Zatem dla ty = c¢ rozwigzanie ma
osobliwo§¢ — algebraiczny punkt rozgalezienia.

3. Rozwigzaniem réwnania & + @2 = 0 jest 2(t) = In(t — ¢;) + c2, gdzie ¢1,co € C. W punkcie ¢y = c¢; rozwigzanie ma
osobliwo§¢ — niealgebraiczny punkt rozgalezienia.
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4. Rozwiazaniem réwnania (%(%)) + 4(%) = 0jest z(t) = coe™ <1, gdzie ¢1,co € C. W punkcie ty = ¢1 rozwigzanie
ma osobliwo$¢ — jest to punkt istotnie osobliwy.

Rozwazmy algebraiczne réwnanie rézniczkowe

(13.1) ™ = F(t,x,i,... 2™ Y)=0

m—1)

tzn. takie, Ze F jest wielomianem wzgledem x, , . . . , z o meromorficznych wspéiczynnikach.

Definicja 13.1 Méwimy, ze réwnanie rozniczkowe (13.1) jest bez ruchomych punktow rozgatezienia (odpowiednio bez ruchomych
punktow istotnie osobliwych) jeli rozwiazania (13.1) nie maja punktéw rozgatezienia (odpowiednio punktéw istotnie osobliwych),
ktdére zmieniajg swoja pozycje przy zmianie danych poczatkowych.

.....

rozgalezienia i bez ruchomych punktéw istotnie osobliwych.

Problem: Znalez¢ wszystkie algebraiczne réwnania rézniczkowe majace wlasnos$¢ Painlevé .

Dla m = 1 L. Fuchs i H. Poincaré wykazali, Ze kazde réwnanie rézniczkowe algebraiczne majgce wlasnos¢ Painlevé da sig
przez odpowiednig transformacje (zamiang zmiennych) sprowadzi¢ do réwnania Riccatiego & = a(t)z? + b(t)z + c(t), gdzie
a(t),b(t), c(t) sa analityczne. Jesli dopuscimy réwnania, w ktérych z(") wystepuje w potedze wyzszej niz jeden, to dostajemy
réwniez réwnania majace wlasno$é Painlevé, ktére dadzg si¢ sprowadzi¢ do réwnania Weierstrassa 72 = 43 — ax — b, gdzie
(a,b € C) (jego rozwigzaniem jest funkcja eliptyczna Weierstrassa).

Sytuacja si¢ komplikuje, gdy rozwazamy réwnania rzedu m > 2. W rozwigzaniach algebraicznych réwnan rézniczkowych
rzedu 1 pojawiaja si¢ jedynie ruchome punkty rozgatezienia, a w réwnaniach rzedu m > 2 pojawiaja si¢ rowniez ruchome punkty
istotnie osobliwe.

Dla m = 2 powyzszy problem postawil w 1887 roku E. Picard, a rozwigzanie znalazt na przetlomie XIX i XX wieku Paul
Painlevé (1863-1933). Znalazt on 50 mozliwych typéw réwnat, ktére spetniajg te wlasno$¢. Wiekszos¢ z tych typéw réwnar (44)
sprowadza si¢ do réwnar catkowalnych przez kwadratury, réwnan liniowych lub réwnar prowadzacych do funkcji eliptycznych.
Oprdcz tego problem rozwiazuje 6 typdw réwnan, ktérych rozwiazania nie da si¢ wyrazi¢ za pomocg znanych funkcji.

Szes¢ typéw rownan, ktére obecnie nosza nazwe rownar Painlevé, to:

P :i':6$2+t
Pn #=23+tzx+a
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Pm 2= (x)2 — %x —+ 7awt+b -+ cr® -+ %

8~ 8|~

Prv i=121(&)?2+ 32 +4ta®+2(> —a)z + 2

Py = (& + 1) @)?2 — ti+ O (ar 4 L) 4 e 4 drlet))

Pu i=3(4 +*+*><i~>2f<%+ﬁ+%)mémt)%ﬁ(affzzw =1+ (3 - ) 2254,

Posta¢ réwnan P; — Pyrp znalazl Painlevé, rownan Py — Py jego uczen B. Gambier, a najbardziej ogdlne réwnanie P+
znalazt R. Fuchs (syn Lazarusa Fuchsa). Rozwiazania tych réwnan tworza catkiem nowa klas¢ funkcji, ktére pojawiaja si¢ np.
przy rozwiazywaniu nieliniowych réwnan czastkowych catkowicie catkowalnych. Obecnie rozwiazania rownan Painlevé uwaza
si¢ — podobnie jak funkcje hipergeometryczne, Bessela, Legendre’a, Kummera, itd — za funkcje specjalne.

Dla réwnafi rzedu m > 3 problem znalezienia i klasyfikacji wszystkich réwnan majacych wlasnos$¢ Painlevé jest wciaz nie-
rozwigzany.

Postaramy sie teraz przyjrze¢ rozwigzaniu réwnania Painlevé P1: & = 622 + t. Bedziemy szukaé rozwigzania w postaci
szeregu Laurenta 2(t) = Y7 an(t — to)*", gdzie v, jest rosnacym ciggiem liczb catkowitych i cvg < 0, a,, # 0. Wstawiajgc
do réwnania P dostajemy

Zan i — D)an(t — to )an—2—6(zan t—to)%) Fto + (t — to).

n=0

Poréwnujac sktadniki najnizszego rzedu (dla n = 0) dostajemy (g — 1)ag(t — o) =2 = 6ad(t — to)>*°. Stagd mamy, ze
ap — 2 =2 (czyli g = —2) i 6ag = 6a? (czyli ag = 1.)

Kolejne sktadniki (dla n = 1) daja réwnanie o (a1 — 1)ay(t — )72 = 12a1(t — t)*1 =2 + to. Jesli to # 0 sktadniki
po prawej stronie sg tego samego rzgdu wtedy i tylko wtedy, gdy oy = 2. Dostajemy wtedy rowniez, ze 2a; = 12a; + to, a stad
ayp = —Lfo.

Dla ;LO: 2 dostajemy v (ary — 1)ag(t — t9)** ™2 = 12as(t — t9)*2 =2 + (¢t — to). Rozwigzaniem jest ay = 3iay = —¢

Dlan = 3 mamy réwnanie a3 (a3 — 1)as(t —to)*3 =2 = 12a3(t — to)** ~2. Rozwigzaniem jest oz = 41i a3 = h, gdzie h € C
jest dowolna liczba zespolona.

Postepujac tak dalej dostajemy, ze wszystkie wyktadniki o, sg catkowite i o, > n + 1 dlan > 0. W koricu dostajemy

1
+ —to(t —to)" + ...

(t—t0)® + 150

1 1 1
(132) w(t) = (¢t =t0) > = qgtolt —to)” = S (¢ —t0)” + h(t — to)" + 35545

10

Pokazemy, ze szereg ten jest zbiezny. W tym celu wybierzmy liczbe M > 1 taka, ze |to| < 10M, |h| < M3. Wéwczas réwniez
la,| < M™dla0 < n < 5. Dalsze wspétczynniki a,, szacujemy korzystajac z zalezno$ci rekurencyjnej

(13.3) (an(om —1) = 12)an = 6> ajay,
gk
gdzie j,k € N, 5,k <n, j + k < n sa takie, ze o; + o, = o, — 2. Rownos¢ (13.3) wynika z poréwnania skfadnikéw rzedu n:
(o — D)an(t — )" 2 = 12a,(t —t0)* > + 6 Y _ ajak(t —to)** 2,
3.k

gdzie j, k takie, Ze ai; + o, = oo, — 2, 05 2 2, o, > 2.

Suma z prawej strony (13.3) zawiera co najwyzej n— 1 sktadnikéw (bo 1 < j < n—11dlaustalonego j znajdziemy tylko jedno
k takie, ze oij +a, = o, — 2). Zauwazmy réwniez, ze z faktu a,, > n+1 wynika oszacowanie ov, (o, —1) —12 > (n+4)(n—3).
Wobec tego, korzystajac z (13.3) mozemy indukcyjnie szacowaé wspéiczynniki a,, dlan > 6:

|a |<M<M”
S n+4)n-3)

Zatem szereg (13.2) jest zbiezny dla 0 < |t — to] < M~!i jest w tym naklutym dysku rozwigzaniem réwnania Painlevé.
WykazaliSmy wiec, ze rozwigzanie Py jest funkcjg meromorficzna z podwdjnym biegunem.
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Réwnania Painlevé dopuszczaja osobliwosci (poza biegunami) jedynie w nastepujacych punktach: P; — oo, P11 — oo, Piyp
—0,00, PI\/—OO,P\/—0,00,PVI—O,I,OO.

Réwnania Py mozna uzyskaé¢ z Pyy za pomoca pewnego procesu granicznego. Przed sformutowaniem tego wyniku
wprowadZmy jeszcze jedno pomocnicze rownanie Painlevé (powstale z Pry1 poprzez zamiang zmiennych):

PHI’ JJ:%IQ*%I+%(6I+CL)+%+%
Stwierdzenie 13.3 Rownania Py — P~ sq uzyskane z Py1 poprzez nastepujqce podstawienia i przejscia graniczne:
1. Py; — Py: t—1+et,b— —bcr—de2+cet, d— —de 2 (e = 0).

2. Py — Pry: t— 142t z— \%ex, a+— %e"l, br— %b, c— —e % d— —5674 +ae 2 (e —0).

. Pry — Pzt —e3(1—27286eM), 2 — e 3(14 22/836%2), a— — 370 — 20, b —2e712 (e — 0).

. Py — Pup: t—tx—1+ex, ar—>76 c+fe a,bH7%672C,Cl—>%eb,dH%EQd(GHO).

. Py — Pr: t— 1462, z— 1+ 2ex,a— —56’6, b— %E’G(l +4ae®), ¢ — %6’6, d— 7%676 (e — 0).

3
4
5. Pypo— P t— 12 ¢ tx.
6
7. Py — Pr: te —6e10(1 — £e2t), 2 e 2(1 4 €%2), a — 4715 (e — 0).

Dowdd. Obliczenia wynikle z przedstawionych podstawien prowadza nas z jednego réwnania do drugiego. Dla ustalenia uwagi
wykazemy przejscie Py — Py (pozostate pokazuje si¢ w ten sam sposéb)

Niecht =1+ et;, b= —by,c = d1e_2 + cre7l, d = —dje 2. Wéwczas réwnanie Pyp: & t2 = R(t,z, %) przechodzi na
2 2
(517% = ER(1 +ety, w61 95), gdyz F5 = e, ‘;tg =e2dz
Biorgc € — 0 dostajemy réwnanie Py Wzglqdem zmiennych tq, x. a

Ze Stwierdzenia 13.3 wynika, Ze najbardziej og6lng forma réwnania Painlevé jest Pv/1, gdyz z niego da si¢ otrzymac wszystkie
inne réwnania. Okazuje si¢, ze szoste rownanie Painlevé ma réwniez inne ciekawe wiasnosci.

Stwierdzenie 13.4 Szdste rownanie Painlevé Py ma grupg symetrii, ktora jest generowana przez nastgpujgce transformacje:

1. Tv:e—1—z t—1—t lIi:(a,b,cd)— (a,cb,d).

2. Ty:x+— ; t— % la: (a,b,¢,d) — (b,a,c,d).

3. T3:0+— f—:;, t— ﬁ l3: (a,b,c,d) — (a,d,c,b).
Dowdd. Wynika z bezposrednich wyliczen. Dokonujac przedstawionych zamian zmiennych (podobnie jak w dowodzie Stwier-
dzenia 13.3) dostajemy te same réwnanie Py, gdy zamiast (a, b, ¢, d) weZmiemy [;(a, b, ¢,d) (1 = 1,2, 3). |
Cwiczenia

1. Wykaz, ze ay = 6, a4 = 300 to orazas =T7ias = 150 to w rozwini¢ciu w szereg Laurenta rozwiazania Py.

2. Wykaz, ze rozwigzanie P; moze mie¢ zero rzedu 3 w ¢ = o wtedy i tylko wtedy gdy o = 0.

3. Znajdz pierwsze wyrazy rozwini¢cia w szereg Laurenta rozwiazain réwnan:
a)i = 22° +1,
b) i = 3z +t.

4. Uzupetnij dowody Stwierdzert 13.31 13.4.
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