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1. WSTĘP

W XIX wieku wybitny brytyjski fizyk i matematyk George Gabriel Stokes
badał w [24] rozwiązanie w0(z) równania Airy’ego

w
′′ − zw = 0.

Zauważył on, że owo rozwiązanie ma różne rozwinięcia asymptotyczne, przy
|z| −→ ∞, a mianowicie:

w0(z) ∼ C
e−

2
3 z

3
2

z1/4 , gdy | arg z| ≤ π − ε < π,

oraz

w0(z) ∼ Ce
iπ
4

cos(2
3z

3
2 − π

4 )
z1/4 , gdy | arg z − π| ≤ ε < π,

gdzie C jest różną od zera stałą.
Odtąd własność, że funkcja ma różną postać asymptotyczną w różnych

regionach płaszczyzny zespolonej nazwano, na cześć odkrywcy, zjawiskiem
Stokesa. Warto podkreślić, że to zjawisko jest ściśle związane z teorią sumo-
walności, która w ostatnich latach była intensywnie używana przy badaniu
asymptotycznych zachowań rozwiązań zespolonych równań różniczkowych
cząstkowych, których dane początkowe były holomorficzne w zespolonym
otoczeniu zera. Procedury sumowalności zastosowane do (multi)sumowalnych
rozwiązań formalnych pozwalają na wyznaczenie ich (multi)sum w pew-
nych kierunkach. Zaś te (multi)sumy są dokładnymi rozwiązaniami danego
równania. Ponadto te dokładne rozwiązania są holomorficzne w pewnych
sektorowych otoczeniach zera. Relację między tymi dokładnymi rozwiąza-
niami można badać właśnie w kontekście zjawiska Stokesa tzn. znajduje się
tzw. linie Stokesa, które oddzielają różne dokładne rozwiązania otrzymane
z tego samego (multi)sumowalnego rozwiązania formalnego zadanego szere-
giem potęgowym. Następnie wylicza się tzw. skoki przez linie Stokesa, czyli
różnice między dokładnymi rozwiązaniami na liniach Stokesa.

W niniejszej pracy zbadamy zjawisko Stokesa dla rozwiązań jednorodnych
liniowych równań różniczkowych cząstkowych oraz ich uogólnień na rów-
nania moment-różniczkowe. W rozważanych równaniach kierunki osobliwe
będą wynikały z braku holomorficzności danych początkowych. Będziemy
wyznaczać linie Stokesa oraz postać skoków przez te linie. Nasze badania
przeprowadzimy na trzy różne sposoby: poprzez residua, hiperfunkcje oraz
funkcje resurgentne. Warto podkreślić, że tego typu podejście, (tzn. poprzez
trzy różne metody) nie było jeszcze dotychczas studiowane.
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Poniższa praca składa się z siedmiu rozdziałów. W rozdziale drugim roz-
poczniemy od przypomnienia najpotrzebniejszych pojęć, twierdzeń i lema-
tów z analizy zespolonej. Potem przejdziemy do sektorów oraz szeregów for-
malnych. W dalszej części rozdziału drugiego przytoczymy definicje funk-
cji jądrowych oraz funkcji momentów. Kolejno omówimy asymptotykę w
sensie Gevrey’a. Na koniec tego rozdziału opiszemy procedurę moment k-
sumowalności w kierunku d oraz jej szczególny przypadek.

W rozdziale trzecim pokrótce przedstawimy zjawisko Stokesa dla sumo-
walnych szeregów formalnych – zdefiniujemy linie Stokesa, linie anty-Stokesa
oraz skoki przez linie Stokesa.

W rozdziale czwartym, używając residuów, rozważymy zjawisko Stokesa
dla równania przewodnictwa cieplnego, którego dane początkowe ϕ(z) są
meromorficzne i mają biegun w punkcie z0 ∈ C \ {0}. Następnie rozsze-
rzymy otrzymane wyniki do przypadku, gdy dane początkowe to funkcja
meromorficzna ze skończoną liczbą biegunów. Kolejno, udowodnione rezul-
taty przeniesiemy na uogólnienie równania przewodnictwa cieplnego. Warto
zaznaczyć, że przedstawione w tym rozdziale wyniki zostały opublikowane
w [19].

Rozdział piąty rozpoczniemy od przypomnienia podstawowych informacji
dotyczących teorii dystrybucji oraz teorii hiperfunkcji. Potem zdefiniujemy
skoki przez linie Stokesa w terminach hiperfunkcji. W podrozdziale 5.3 po-
wrócimy do równania przewodnictwa cieplnego i używając hiperfunkcji wy-
znaczymy linie Stokesa oraz skoki przez te linie w sytuacji, gdy z0 ∈ C\{0}
jest tym razem nie biegunem, lecz jednowartościowym punktem osobliwym
bądź punktem rozgałęzienia danych początkowych ϕ(z). Podamy także
kilka przykładów wynikających z udowodnionych przez nas twierdzeń. Na-
leży zwrócić uwagę, że wyniki przedstawione w tym podrozdziale zostały
opublikowane w [26]. W podrozdziale 5.4 znów powrócimy do uogólnienia
równania przewodnictwa cieplnego, by opisać zjawisko Stokesa za pomocą
hiperfunkcji. W następnym podrozdziale zajmiemy się szczególnymi przy-
padkami równań moment różniczkowych (dwóch zmiennych zespolonych) ze
stałymi współczynnikami, których dane początkowe są holomorficzne z wy-
jątkiem skończonej liczby punktów osobliwych lub punktów rozgałęzienia.
Wyniki z tego podrozdziału zostały przedstawione w publikacji [20]. W
ostatniej części rozdziału piątego rozważymy równanie różniczkowe cząst-
kowe ze zmiennymi współczynnikami ze względu na zmienną t – wyzna-
czymy postać całkową multisumy rozwiązania formalnego, linie Stokesa oraz
skoki. Rezultaty opisane w ostatnim podrozdziale zostały opublikowane w
[27].

Rozdział szósty będzie poświęcony przedstawieniu (różnego od poprzed-
nich) podejścia do zjawiska Stokesa, a mianowicie będziemy operować na
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funkcjach resurgentnych. Najpierw przytoczymy podstawowe definicje, twier-
dzenia i fakty dotyczące wspomnianych funkcji resurgentnych. Następnie,
po raz ostatni, powrócimy do równania przewodnictwa cieplnego i jego
uogólnienia, by wyznaczyć linie Stokesa oraz zapisać postaci skoków. Po-
damy również kilka przykładów, gdy dane początkowe mają m.in. biegun
lub nieskończony zbiór punktów osobliwych. Ostatni rozdział będzie doty-
czył uwag końcowych i problemów otwartych, które wynikają z głównych
rezultatów zaprezentowanych w Rozdziałach 4, 5 i 6.
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2. POJĘCIA WPROWADZAJĄCE

W tym rozdziale przytoczymy podstawowe definicje, twierdzenia i lematy,
które będą niezbędne w tej pracy.

2.1. Analiza zespolona. Rozpocznijmy od kilku ważnych definicji i twier-
dzeń (bez dowodów) z analizy zespolonej. W tym podrozdziale opieramy
się na [12].

Definicja 1. Niech an ∈ C oraz n ∈ Z. Szereg postaci
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n =

∞∑
n=0

an(z − z0)n︸ ︷︷ ︸
część regularna

+
∞∑
n=1

a−n(z − z0)−n︸ ︷︷ ︸
część osobliwa

nazywamy szeregiem Laurenta o środku w punkcie z0.

Twierdzenie 1 ([12, Rozdział IX, str.79-80]). Niech funkcja f(z) będzie
holomorficzna wewnątrz pierścienia kołowego P = {z ∈ C : r < |z − z0| <
R}, przy czym

R = 1
lim n

√
|an|

, r = lim n

√
|a−n|.

Wtedy f(z) daje się przedstawić w postaci szeregu Laurenta
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n

a współczynniki mają postać

an = 1
2πi

∫
K

f(s)
(s− z0)n+1ds,

gdzie K jest dowolnym dodatnio zorientowanym (tj. przeciwnie do ruchu
wskazówek zegara) okręgiem o środku w punkcie z0, zawartym w pierścieniu
P .

Definicja 2. Niech funkcja f(z) będzie holomorficzna w sąsiedztwie
U = {z ∈ C : 0 < |z − z0| < r, gdzie r ∈ R+} punktu z0. Residuum funkcji
f(z) w punkcie z0 nazywamy liczbę

resz=z0f(z) = a−1,

gdzie a−1 jest współczynnikiem z części osobliwej rozwinięcia f(z) w szereg
Laurenta w sąsiedztwie punktu z0.

Z powyższego twierdzenia wynika, że

a−1 = 1
2πi

∫
K
f(s)ds,
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przy czym K jest dowolnym dodatnio zorientowanym okręgiem o środku w
punkcie z0 i promieniu ρ (0 < ρ < r), zawartym w U .
Definicja 3. Jeżeli funkcja f nie jest holomorficzna w punkcie z0 ∈ C∪{∞},
ale jest holomorficzna w pewnym jego sąsiedztwie U = {z ∈ C : 0 < |z −
z0| < r}, gdy z0 6= ∞ lub U = {z ∈ C : |z| > R}, gdy z0 = ∞, to z0
nazywamy punktem osobliwym izolowanym funkcji f .
Definicja 4. Punkt osobliwy izolowany z0 funkcji f(z) nazywamy

(1) pozornie osobliwym, jeżeli granica limz→z0 f(z) istnieje i jest skoń-
czona,

(2) biegunem funkcji f(z), jeżeli limz→z0 f(z) =∞,
(3) k-krotnym biegunem funkcji f(z), jeżeli limz→z0(z − z0)kf(z) 6= 0

oraz limz→z0(z − z0)k+1f(z) = 0, gdzie k ∈ N,
(4) istotnie osobliwym, jeżeli nie istnieje granica limz→z0 f(z).

Przykład 1. 1
• Niech f(z) = sin z

z2−π2 . Zauważmy, że limz→π
sin z
z2−π2 = − 1

2π , zatem punkt
z = π jest pozornie osobliwy. W podobny sposób otrzymamy, że
punkt z = −π również będzie pozornie osobliwy.
• Niech f(z) = z

sin z . Wówczas limz→0
z

sin z = 1, a więc punkt z = 0 jest
pozornie osobliwy. Jednakże limz→kπ

z
sin z = ±∞, dla k ∈ Z \ {0},

czyli punkty z = kπ są biegunami jednokrotnymi.
• Niech f(z) = 1

z(cos z−1) . Wtedy limz→0 z
3 1
z(cos z−1) = −2, a także

limz→0 z
4 1
z(cos z−1) = 0, stąd punkt z = 0 jest biegunem trzykrotnym.

Natomiast limz→2kπ(z − 2kπ)2 1
z(cos z−1) = − 1

kπ
oraz

limz→2kπ(z − 2kπ)3 1
z(cos z−1) = 0, gdzie k ∈ Z \ {0}, czyli punkty

z = 2kπ są biegunami dwukrotnymi.
• Niech f(z) = e1/z2 . W tym przypadku granica limz→0 e

1/z2 nie ist-
nieje, zatem punkt z = 0 jest istotnie osobliwy.

Uwaga 1. Zauważmy, że
• jeżeli z0 jest punktem pozornie osobliwym, to część osobliwa roz-
winięcia funkcji f(z) w szereg Laurenta w sąsiedztwie punktu z0
redukuje się do zera, tzn. a−n = 0 dla n = 1, 2, 3, . . .,
• jeżeli z0 jest k-krotnym biegunem funkcji f(z), to część osobliwa
rozwinięcia funkcji f(z) w szereg Laurenta w sąsiedztwie punktu z0
składa się ze skończonej liczby wyrazów postaci

a−k
(z − z0)k + a−k+1

(z − z0)k−1 + . . .+ a−1

z − z0
, gdzie a−k 6= 0,

• jeżeli z0 jest punktem istotnie osobliwym, to część osobliwa rozwinię-
cia funkcji f(z) w szereg Laurenta w sąsiedztwie punktu z0 zawiera
nieskończenie wiele wyrazów.



8

Stwierdzenie 1. Niech f(z) będzie holomorficzna w sąsiedztwie punktu z0.
Wówczas

(1) Jeśli funkcja f(z) ma w punkcie z0 biegun jednokrotny, to
resz=z0f(z) = lim

z→z0
(z − z0)f(z).

(2) Jeśli funkcja f(z) ma w punkcie z0 biegun k-krotny, to

resz=z0f(z) = 1
(k − 1)! lim

z→z0

dk−1

dzk−1

[
(z − z0)kf(z)

]
.

Twierdzenie 2 (Twierdzenie całkowe o residuach,[12, Rozdział IX, str.86-87]).
Niech funkcja f(z) będzie holomorficzna w obszarze jednospójnym G z wy-
łączeniem skończonej liczby punktów z1, z2, . . . , zn, natomiast C będzie za-
mkniętą krzywą bez samoprzecięć zorientowaną dodatnio, leżącą w obszarze
G i zawierającą wewnątrz punkty z1, z2, . . . , zn,. Wówczas∫

C
f(z)dz = 2πi

n∑
k=1

resz=zkf(z).

Zajmijmy się teraz przedłużeniami analitycznymi funkcji - bezpośrednimi,
pośrednimi czy wzdłuż krzywej, a także z definicjami z nimi związanymi.

Definicja 5. Niech będą dane dwie funkcje f1(z) i f2(z) analityczne od-
powiednio w obszarach D1 i D2, takich, że D := D1 ∩ D2 6= ∅. Jeżeli
f1(z) = f2(z) na D, to mówimy, że każda z funckji f1 i f2 jest przedłuże-
niem analitycznym bezpośrednim lub krótko przedłużeniem drugiej.

Przykład 2. Szereg geometryczny f1(z) = ∑+∞
n=0(1−z)n jest zbieżny w D1 =

{z ∈ C : |z − 1| < 1}, szereg geometryczny f2(z) = 1
i

∑+∞
n=0(1 + iz)n jest

zbieżny w D2 = {z ∈ C : |z − i| < 1}. Zauważmy, że f1(z) = f2(z)
na D1 ∩ D2, ponieważ suma każdego z tych szeregów wynosi 1/z. Zatem
funkcje f1 i f2 są swoimi przedłużeniami.

Przykład 3. Rozważmy szereg geometryczny f1(z) = ∑∞
n=0(−1)nz2n, który

jest zbieżny w D1 = {z ∈ C : |z| < 1}, oraz funkcję f2(z) = 1
z2+1 , która jest

analityczna wD2 = C\{−i, i}. Zauważmy, że f1(z) = ∑∞
n=0(−1)nz2n = 1

z2+1
dla |z| < 1. Skoro wewnątrz koła |z| = 1 mamy, że f1(z) = f2(z) , to funkcja
f2 jest analitycznym przedłużeniem funkcji f1 na całą płaszczyznę zespoloną
z wyjątkiem z = ±i.

Pojęcie przedłużenia analitycznego daje się w naturalny sposób uogólnić,
a mianowicie

Definicja 6. Niech będzie dany skończony ciąg funkcji f1(z), f2(z), . . . , fn(z)
analitycznych odpowiednio w obszarachD1, D2, . . . , Dn oraz niech każda na-
stępna funkcja będzie przedłużeniem bezpośrednim poprzedniej. Powiemy
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wtedy, że funkcja fn(z) jest przedłużeniem pośrednim funkcji f1(z). Obszary
D1 i Dn mogą być rozłączne lub nie.
Możliwe są następujące przypadki

(1) W części wspólnej każdych dwóch obszarów Di, Dk, gdzie i 6= k,
funkcje fi, fk są identyczne. Wówczas funkcje f1(z), f2(z), . . . , fn(z)
określają w obszarze D1 ∪ D2 ∪ . . . ∪ Dn jedną funkcję analityczną
f(z), która w obszarze Dk jest identyczna z funkcją fk(z).

(2) W części wspólnej dwóch obszarów, np. D1, Dn, mamy, że f1 6=
fn. Wówczas funkcje f1(z), f2(z), . . . , fn(z) nie określają w obszarze
D1 ∪D2 ∪ . . . ∪Dn funkcji w dotychczasowym znaczeniu. Mówimy
wtedy, że funkcje f1(z), f2(z), . . . , fn(z) są gałęziami jednej funkcji
analitycznej wieloznacznej, która w obszarze Dk jest identyczna z
funkcją fk.
Funkcja wieloznaczna różni się od funkcji dotychczas rozpatrywa-
nych, bo w pewnych punktach ma więcej niż jedną wartość. Funk-
cje w dotychczasowym znaczeniu, a więc mające w każdym punkcie
swego obszaru istnienia jedną wartość, nazywamy funkcjami jedno-
znacznymi lub krótko funkcjami.

Przykład 4. Rozważmy funkcję wieloznaczną f(z) =
√
z =

√
re

iθ
2 , gdzie

r = |z| oraz θ ∈ {argz + 2kπ, k ∈ Z}. Wówczas funkcja f1(z) =
√
re

iθ
2 ,

gdzie 0 < θ < π, jest gałęzią funkcji f . Przedłużeniem analitycznym funkcji
f1 wzdłuż ujemnej osi rzeczywistej do dolnej półpłaszczyzny jest funkcja
f2(z) =

√
re

iθ
2 , gdzie π

2 < θ < 2π. Natomiast analitycznym przedłużeniem
funkcji f2 wzdłuż dodatniej osi rzeczywistej do pierwszej ćwiartki jest funk-
cja f3(z) =

√
re

iθ
2 , gdzie π < θ < 5π

2 . Zauważmy, że w pierwszej ćwiartce
mamy, że f3(z) 6= f1(z), a dokładniej f3(z) = −f1(z).
Definicja 7. Niech f(z) będzie funkcją holomorficzną w otwartym zbiorze
U ⊂ C. Punkt brzegowy w zbioru U nazywamy punktem przedłużalności
funkcji f , jeżeli istnieją: otwarte otoczenie V punktu w, funkcja g holo-
morficzna na V oraz otwarty podzbior U ′ zbioru U takie, że w ∈ ∂U ′ i
f|U′∩V = g|U′∩V . Jeśli punkt w nie jest punktem przedłużalności, to nazy-
wamy go punktem osobliwym funkcji f .
Definicja 8. Niech f(z) będzie funkcją analityczna w obszarze D. Niech
szereg P (z) = ∑+∞

n=0 an(z − a)n, gdzie a ∈ D, będzie szeregiem Taylora
danej funkcji. Ponadto niech ze środka szeregu P (z) wychodzi dowolna
krzywa C o równaniu z = z(t), α ≤ t ≤ β, mająca początek z(α) = a
i koniec z(β) = b. Szereg P (z) jest przedłużalny wzdłuż krzywej C, jeżeli
każdy punkt krzywej z(t) jest środkiem pewnego szeregu potęgowego Pt(z),
α ≤ t ≤ β, o dodatnim promieniu zbieżności, gdzie

(1) Pα(z) ≡ P (z),
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(2) każde dwa szeregi Pt(z) i Pt′(z), dla których różnica |t′−t| jest dosta-
tecznie mała, są identyczne w części wspólnej swych kół zbieżności.

Rodzinę szeregów {Pt(z)}α≤t≤β, nazywamy łańcuchem szeregów potęgowych
o początku Pα(z) i końcu Pβ(z). Szereg Pα(z) nazywamy przedłużeniem
szeregu Pβ(z) wzdłuż krzywej C.
Stwierdzenie 2. [12, Rozdział X, str.103] Każdy szereg potęgowy ma wzdłuż
krzywej wychodzącej z jego środka co najwyżej jedno przedłużenie.
Definicja 9. Niech f(z) będzie funkcją analityczną w obszarze D, a P (z)-
szeregiem Taylora tej funkcji w otoczeniu pewnego punktu a ∈ D. Każdy
taki szereg nazywamy elementem funkcji f(z).
Jeżeli C jest dowolną krzywą wychodzącą z punktu a i zawartą w obszarze
D, to wszystkie elementy danej funkcji o środkach na C tworzą łańcuch
szeregów potęgowych. Element P (z) daje się więc przedłużać analitycznie
wzdłuż każdej krzywej zawartej w obszarze D i każde jego przedłużenie jest
nowym elementem danej funkcji.
Definicja 10. Funkcję analityczną w pewnym obszarzeD nazywamy dowol-
nie przedłużalną w tym obszarze, jeżeli każdy jej element daje się przedłużać
analitycznie wzdłuż dowolnej krzywej zawartej w obszarze D.
Stwierdzenie 3 ([12, Rozdział X, str.107]). Jeżeli funkcja f jest dowolnie
przedłużalna w obszarze D, to każdy punkt a ∈ D jest środkiem tej samej
liczby elementów funkcji f .
Definicja 11. Niech f(z) będzie funkcją analityczną dowolnie przedłużalną
w otoczeniu pierścieniowym
(1) 0 < |z − z0| < R

punktu z0 ∈ C (w przypadku, gdy z0 = ∞, należy wziąć otoczenie R <
|z| < ∞). Jeżeli każdy element funkcji f po przedłużeniu wzdłuż dowol-
nej krzywej zamkniętej zawartej w (1) wraca do elementu wyjściowego, to
funkcja jest jednoznaczna, a punkt z0 jest albo biegunem albo punktem po-
zornie lub istotnie osobliwym. Jeśli natomiast pewien element nie wraca
po przedłużeniu do elementu wyjściowego, to funkcja jest wieloznaczna i
każdy punkt obszaru (1) jest środkiem tej samej liczby r > 1 elementów
funkcji f . W tym przypadku z0 nazywamy punktem rozgałęzienia funkcji
f , a liczbę r− 1 rzędem rozgałęzienia w punkcie z0. Rząd rozgałęzienia jest
nieskończony, gdy r =∞.
Przykład 5. Funkcje f(z) = n

√
z i g(z) = log z są dowolnie przedłużalne w

obszarze 0 < |z| <∞ i mają po dwa punkty rozgałęzienia: 0 oraz ∞. Rząd
rozgałęzienia funkcji f(z) = n

√
z w punkcie 0 i w punkcie ∞ wynosi n − 1,

natomiast rząd rozgałęzienia funkcji g(z) = log z w punkcie 0 i w punkcie
∞ jest nieskończony.
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Przykład 6. Dla funkcji f(z) =
√
ez2 + 1 punkty zk = ±

√
πi+ 2kπi, gdzie

k ∈ Z, są punktami rozgałęzienia rzędu drugiego.
Stwierdzenie 4 ([12, Rozdział XIV, str.153]). Niech K = {z ∈ C : |z −
z0| = ρ, ρ > 0} będzie dowolnie ustalonym okręgiem zawartym w otoczeniu
(1) i niech r ·K, gdzie r ∈ N i r > 1, oznacza krzywą zamkniętą, jaką opisze
punkt obiegając r-krotnie okrąg K w tym samym kierunku. Jeżeli pewien
element P (z) funkcji analitycznej f(z) dowolnie przedłużalnej w otoczeniu
(1) jest identyczny ze swym przedłużeniem wzdłuż krzywej r · K, lecz nie
jest identyczny ze swym przedłużeniem wzdłuż krzywej m ·K, gdzie m < r,
to funkcję f(z) w otoczeniu (1) można zapisać w postaci szeregu

(2) f(z) =
+∞∑

n=−∞
an( r
√
z − z0)n.

Definicja 12. Niech funkcja f(z) będzie analityczna i dowolnie przedłu-
żalna w (1) oraz niech z0 ∈ C będzie punktem rozgałęzienia funkcji f(z).
Punkt z0 nazywamy algebraicznym punktem rozgałęzienia, jeżeli rząd roz-
gałęzienia jest skończony i jeżeli w rozwinięciu (2) wszystkie lub prawie
wszystkie współczynniki an dla n < 0 są równe zeru. W punkcie takim
istnieje granica limz−→z0 f(z) skończona lub nieskończona.
Punkty rozgałęzienia, które nie są algebraiczne nazywamy logarytmicznymi
punktami rozgałęzienia.
Uwaga 2. Jeżeli funkcja analityczna f(z) spełnia założenia Stwierdzenia 4
w obszarze R < |z| <∞, to daje się w nim przedstawić przez szereg postaci

(3) f(z) =
+∞∑

n=−∞
an

(
1
r
√
z

)n
.

Ponadto, punkt z0 = ∞ nazywamy algebraicznym punktem rozgałęzienia
rzędu r − 1, jeżeli w rozwinięciu (3) wszystkie lub prawie wszystkie współ-
czynniki an dla n > 0 są równe zeru.
Przykład 7. Funkcja f(z) =

√
ln z ma trzy punkty rozgałęzienia: 0, 1 oraz

∞. Punkty 0 i ∞ są logarytmicznymi punktami rozgałęzienia, natomiast
punkt 1 dla tego elementu funkcji f(z), dla którego ln 1 = 0 jest algebraicz-
nym punktem rozgałęzienia.

Przypomnijmy jeszcze definicję kiełka funkcji holomorficznej.
Definicja 13. Dla ustalonego punktu a ∈ C ∪ {∞} oznaczmy przez Oa

zbiór wszystkich funkcji określonych na otoczeniu punktu a, które są ho-
lomorficzne w punkcie a. Powiemy, że funkcje f, g ∈ Oa są w relacji, jeśli
f = g na pewnym otoczeniu punktu a. Wówczas piszemy f a∼ g. Zauważmy,
że relacja ta jest relacją równoważności. Klasę równoważności relacji a∼ na-
zywamy kiełkiem funkcji holomorficznej w punkcie a.
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Definicja 14. Niech K ⊂ C będzie zbiorem zwartym oraz niech funkcje f, g
będą holomorficzne na pewnych otoczeniach zbioru K. Powiemy, że funkcje
te są w relacji, jeżeli f = g na pewnym otoczeniu zbioru K. Wówczas
piszemy f ∼ g. Kiełkiem funkcji holomorficznej na zbiorze zwartym K
nazywamy klasę równoważności relacji ∼.

Na koniec tego podrozdziału omówimy powierzchnię Riemanna logarytmu
C̃, czyli nakrycie uniwersalne przestrzeni C \ {0}.

Definicja 15. Rozważmy zbiór P wszystkich krzywych postaci γ : [0, 1] −→
C \ {0} takich, że γ(0) = 1. Na zbiorze P określamy relację homotopijnej
równoważności ∼ następująco

γ ∼ γ0 :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∃H : [0, 1]× [0, 1] −→ C \ {0} ciągłe i takie, że

H(0, t) = γ0(t) oraz H(1, t) = γ(t), dla każdego t ∈ [0, 1],

H(s, 0) = γ0(0) oraz H(s, 1) = γ0(1), dla każdego s ∈ [0, 1],

oraz definiujemy nakrycie uniwersalne C̃ przestrzeni C \ {0}, jako zbiór
wszystkich klas równoważności,

C̃ := P/ ∼ .

Uwaga 3. Zauważmy, że jeżeli γ ∼ γ0, to γ(1) = γ0(1), koniec γ(1) nie
zależy od γ, lecz od klasy równoważności [γ]. Zatem otrzymamy odwzoro-
wanie
(4)
π : C̃ −→ C\{0}, π(ζ) = γ(1), dla każdego γ ∈ P , takiego, że [γ] = ζ.

Zauważmy również, że wśród wszystkich reprezentantów klasy równoważ-
ności dla ζ ∈ C̃ istnieje reprezentant kanoniczny: istnieje jednoznaczna
para (r, θ) ∈ (0,+∞) × R taka, że ζ jest reprezentowane przez konkatena-
cję1 krzywych t ∈ [0, 1] 7−→ eitθ oraz t ∈ [0, 1] 7−→ (1 + t(r− 1))eiθ. W tym
przypadku, piszemy

ζ = reiθ, r = |ζ|, θ = argζ,

a więc π(reiθ) = reiθ.

1Niech będą dane dwie krzywe γ : [a, b] −→ C oraz γ′ : [a′, b′] −→ C takie, że γ(b) =
γ′(a′). Konkatenacją tych krzywych nazywamy krzywą γ2γ′ : [a, b + b′ − a′] −→ C,
zdefiniowaną jako γ2γ′ := γ(t) dla t ∈ [a, b] oraz γ2γ′ := γ′(a′+t−b) dla t ∈ [b, b+b′−a′].
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2.2. Sektory i szeregi formalne. Rozpocznijmy od definicji sektora i
dysku.
Definicja 16. Sektorem S w kierunku d ∈ R, rozwartości α > 0 i promieniu
R ∈ R+ w nakryciu uniwersalnym C̃ przestrzeni C \ {0} nazywamy zbiór
postaci
S = Sd(α,R) = {z ∈ C̃ : z = reiφ : r ∈ (0, R), φ ∈ (d− α/2, d+ α/2)}.

Rys.1 Sektor S w kierunku d, rozwartości α i promieniu R, na płaszczyźnie
zespolonej.

Jeżeli R = +∞, to sektor S nazywamy nieograniczonym i oznaczamy przez
S = Sd(α). W przypadku, gdy rozwartość α nie jest istotna, sektor
S = Sd(α) zapisujemy jako Sd.
Definicja 17. Sektor S∗ nazywamy właściwym podsektorem sektora
S = S(d, α,R), jeśli S∗\{0} ⊆ S. Przyjmujemy wówczas oznaczenie S∗ ≺ S.
Definicja 18. Dyskiem zespolonym Dr w przestrzeni C o promieniu r > 0
i środku w 0 nazywamy zbiór postaci

Dr = {z ∈ C : |z| < r}.
Jeżeli promień r nie jest istotny, to zbiór Dr określamy symbolem D.
Dodatkowo definiujemy D∗r := Dr \ {0}.
Ponadto przez dysk sektorowy będziemy rozumieć zbiór postaci Sd(α) ∪ D
(odpowiednio Sd ∪D), który oznaczmy krótko Ŝd(α) (odpowiednio Ŝd).
Notacja: Jeżeli funkcja f jest holomorficzna na obszarze G ⊂ Cn, wówczas
będziemy to zapisywać jako f ∈ O(G).
Analogicznie, przestrzeń wszystkich funkcji holomorficznych, zmiennej
z1/γ = (z1/γ1

1 , . . . , z1/γn
n ), na dziedzinie G ⊂ Cn będziemy zapisywać jako

O1/γ(G), gdzie z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, γ = (γ1, . . . , γn) ∈ Nn oraz
1/γ = (1/γ1, . . . , 1/γn).
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W ogólności, jeśli przez E oznaczymy zespoloną przestrzeń Banacha z normą
‖ · ‖E, to przez O(G,E) (odpowiednio O1/γ(G,E)) będziemy rozumieć zbiór
wszystkich funkcji holomorficznych o wartościach z przestrzeni E (odpo-
wiednio zbiór wszystkich funkcji holomorficznych zmiennej z1/γ) na obsza-
rze G ⊆ Cn. W tej pracy jako przestrzeń Banacha E będziemy przyjmować
albo przestrzeń liczb zespolonych C (wówczas zapis O(G,C) uprościmy do
O(G) i podobnie zapis O1/γ(G,C) do O1/γ(G)) albo przestrzeń funkcji
E1/γ(D) := O1/γ(D) ∩ C(D) z normą ‖ϕ‖E1/γ(D) := maxz∈D |ϕ(z)|.

Definicja 19. Niech k ∈ R, S będzie sektorem nieograniczonym oraz
u ∈ O1/γ(S,E). Mówimy, że funkcja u ma wzrost eksponencjalny rzędu co
najwyżej k, jeśli dla każdego podsektora właściwego S∗ ≺ S istnieją stałe
dodatnie C1, C2 takie, że ‖u(x)‖E ≤ C1e

C2|x|k dla każdego x ∈ S∗. Zbiór
wszystkich takich funkcji oznaczamy przez Ok1/γ(S,E), natomiast w przy-
padku, gdy S = C, to przez Ok1/γ(C,E).
Powyższą definicję możemy zapisać ogólniej tzn. jeśli G jest nieograniczo-
nym obszarem w Cn oraz u ∈ O1/γ(G,E), to u ∈ Ok1/γ(G,E), gdy dla każ-
dego zbioru G∗ spełniającego warunek G∗ ⊂ IntG istnieją stałe C1, C2 > 0
takie, że ‖u(x)‖E ≤ C1e

C2|x|k dla każdego x ∈ G∗.

Przejdźmy teraz do zdefiniowania szeregów formalnych.

Definicja 20. Rozważmy ciąg liczb zespolonych (an)∞n=0. Szereg potęgowy
postaci ∑∞n=0 an t

n utworzony dla tego ciągu nazywamy szeregiem formal-
nym. Zbiór wszystkich takich szeregów oznaczamy przez C[[t]].

Uwaga 4. W tej pracy będziemy także rozpatrywać szeregi formalne po-
staci ∑∞n=0 an(z) tn, gdzie an(z) ∈ O(Dr) dla każdegon ∈ N0, albo szeregi
formalne postaci ∑∞n=0 ant

n, gdzie an ∈ E. Wówczas oznaczenie C[[t]] zastą-
pimy odpowiednio przez O(Dr)[[t]] i przez E[[t]].

2.3. Funkcje jądrowe i funkcje momentów. W tym podrozdziale przy-
pomnimy pojęcia funkcji jądrowych i powiązanych z nimi funkcji momentów.

Definicja 21 ([3, Rozdział 5.5]). Parę funkcji em oraz Em nazywamy funk-
cjami jądrowymi rzędu k (k > 1/2), jeśli mają one następujące własności:

1. em ∈ O(S0(π/k)), em(z)/z jest całkowalna w zerze, em(x) ∈ R+ dla
x ∈ R+ oraz em jest eksponencjalnie płaska rzędu k przy z → ∞
w S0(π/k) (tzn. dla każdego ε > 0 istnieją stałe A,B > 0 takie, że
|em(z)| ≤ Ae−(|z|/B)k dla z ∈ S0(π/k − ε)).

2. Funkcja Em ∈ Ok(C) oraz Em(1/z)/z jest całkowalna w zerze w
sektorze Sπ(2π − π/k).

3. Związek między funkcjami em oraz Em jest zadany przez korespon-
dującą funkcję momentów m rzędu 1/k. A mianowicie, funkcja m



15

jest zdefiniowana jako transformacja Mellina funkcji em

m(u) :=
∫ ∞

0
xu−1em(x)dx dla Reu ≥ 0(5)

oraz funkcja jądrowa Em ma następujące rozwinięcie w szereg potę-
gowy

Em(z) =
∞∑
n=0

zn

m(n) dla z ∈ C.(6)

4. Dodatkowo zakładamy, że korespondująca funkcja momentówm speł-
nia warunek m(0) = 1.

Uwaga 5. Zauważmy, że z odwrotnej transformacji Mellina i z (6) wynika,
że funkcja momentów m jednoznacznie wyznacza funkcje jądrowe em oraz
Em.

Zwróćmy uwagę, że dla k ≤ 1/2 zbiór Sπ(2π−π/k) nie jest zdefiniowany,
a więc druga własność z Definicji 21 nie będzie spełniona. Zatem musimy
zdefiniować funkcje jądrowe rzędu k ≤ 1/2 oraz korespondującą funkcję
momentów w inny sposób.

Definicja 22 ([3, Rozdział 5.6]). Funkcję em nazywamy funkcją jądrową
rzędu k > 0, jeśli można znaleźć parę funkcji jądrowych em̃ i Em̃ rzędu
pk > 1/2 (dla pewnego p ∈ N) takich, że

em(z) = em̃(z1/p)/p dla z ∈ S0(π/k).

Dla danej funkcji jądrowej em rzędu k > 0 definiujemy korespondującą funk-
cję momentów m rzędu 1/k > 0 poprzez (5) oraz funkcję jądrową Em rzędu
k > 0 poprzez (6).

Tak jak w [18], rozszerzymy wyżej przytoczone pojęcie funkcji momentów
do takiej, która ma rząd rzeczywisty.

Definicja 23. Mówimy, że m jest funkcją momentów rzędu 1/k < 0, jeśli
1/m jest funkcją momentów rzędu −1/k > 0.

Powiemy również, że m jest funkcją momentów rzędu 0, jeśli istnieją
funkcje momentów m1 i m2 tego samego rzędu postaci 1/k > 0 takie, że
m = m1/m2.

Na podstawie Definicji 23 oraz [3, Twierdzenia 31 i 32] otrzymamy:

Stwierdzenie 5. Niech m1, m2 będą funkcjami momentów o rzędach rów-
nych odpowiednio s1, s2 ∈ R. Wówczas

• m1m2 jest funkcją momentów rzędu s1 + s2,
• m1/m2 jest funkcją momentów rzędu s1 − s2.
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Przykład 8. Dla dowolnego k > 0 klasyczne funkcje jądrowe i korespondu-
jąca z nimi funkcja momentów, które spełniają Definicje 21 lub 22, dane są
wzorami:

• em(z) = kzke−z
k ,

• m(u) = Γ(1 + u/k), gdzie Γ to funkcja gamma Eulera określona
wzorem

Γ(x) =
∫ +∞

0
tx−1 e−t dt dla Rex > 0,

• Em(z) = ∑∞
j=0

zj

Γ(1+j/k) =: E1/k(z), gdzie E1/k jest funkcją Mittag-
Lefflera o indeksie 1/k.

Powyższe funkcje najczęściej używa się w klasycznej teorii k-sumowalności.

Przykład 9. Dla każdego s ∈ R zdefiniujmy funkcję Γs następująco

Γs(u) :=
{

Γ(1 + su) dla s ≥ 0
1/Γ(1− su) dla s < 0,

przy czym Reu ≥ 0.
Zauważmy, że z Przykładu 8 i Definicji 23 wynika, że funkcja Γs jest przy-
kładem funkcji momentów rzędu s ∈ R.

Funkcja momentów Γs będzie szeroko stosowana w tej pracy, ze względu
na to, że każda funkcja momentówm rzędu sma taki sam wzrost jak funkcja
Γs. Dokładniej mówiąc, mamy, że

Stwierdzenie 6 ([3, Rozdział 5.5]). Jeśli m jest funkcją momentów rzędu
s ∈ R, wówczas istnieją stałe a,A, c, C > 0 takie, że

acnΓs(n) ≤ m(n) ≤ ACnΓs(n) dla każdego n ∈ N0.

2.4. Asymptotyka w sensie Gevrey’a. W tym podrozdziale podamy
najważniejsze pojęcia dotyczące rozwinięć asymptotycznych.

Definicja 24. Niech s ∈ R. Szereg formalny ∑∞n=0 ant
n nazywamy szere-

giem formalnym Gevrey’a rzędu s jeśli istnieją stałe A,B > 0 takie, że
|an| ≤ ABn(n!)s dla każdego n ∈ N0.

Zbiór wszystkich takich szeregów oznaczamy przez C[[t]]s.

Uwaga 6. (zobacz [5]) Jeśli s < 0, to u ∈ C[[t]]s ⇐⇒ u jest zbieżny oraz
u ∈ O− 1

s (C).

Definicja 25. Niech s ∈ R oraz u ∈ O(S), gdzie S jest pewnym sektorem
w nakryciu uniwersalnym C̃. Szereg formalny Gevrey’a rzędu s
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û(t) = ∑∞
n=0 ant

n ∈ C[[t]]s nazywamy rozwinięciem asymptotycznym Ge-
vrey’a rzędu s funkcji u w S jeśli dla każdego podsektora właściwego S∗ ≺ S
istnieją stałe A,B > 0 takie, że dla każdych N ∈ N0 i t ∈ S∗ zachodzi

|f(t)−
N∑
n=0

ant
n| ≤ ABN(N !)s|t|N+1.

Używamy wówczas zapisu: f(t) ∼s f̂(t) w S.

Przypomnijmy teraz dwa ważne twierdzenia (bez dowodów) dotyczące
asymptotyki w sensie Gevrey’a.

Twierdzenie 3 (Twierdzenie Ritta, [3, Stwierdzenie 10]). Niech
x̂(t) ∈ C[[t]]s, gdzie s > 0. Niech S będzie sektorem o rozwartości α takiej,
że 0 < α ≤ sπ. Wtedy istnieje funkcja x(t) ∈ O(S) taka, że x(t) ∼s x̂(t) w
sektorze S.

Twierdzenie 4 (Lemat Watsona, [3, Stwierdzenie 11]). Niech S będzie sek-
torem o rozwartości α takiej, że α > sπ, gdzie s > 0. Jeśli x(t) ∈ O(S)
spełnia warunek, że x(t) ∼s 0 w S, to x(t) ≡ 0 w sektorze S.

Zauważmy więc, że twierdzenie Ritta w sektorach o małej rozwartości za-
pewnia nam istnienie funkcji dla danego rozwinięcia, natomiast lemat Wat-
sona pokazuje, że w sektorach o dużej rozwartości rozwinięcie jednoznacznie
wyznacza funkcję.

Używając teraz teorii Balsera dotyczącej ogólnej moment sumowalności
([3, Rozdział 6.5],[3, Twierdzenie 38]), zastosujemy funkcje momentów do
zdefiniowania moment transformacji Borela i uogólnienia definicji rzędu Ge-
vrey’a.

Definicja 26. Niech m będzie funkcją momentów. Wówczas liniowy ope-
rator B̂m : E[[t]]→ E[[t]] zdefiniowany jako

B̂m
( ∞∑
j=0

ujt
j
)

:=
∞∑
j=0

uj
m(j)t

j

nazywamy m-moment transformacją Borela.

Uogólnimy teraz Definicję 24.

Definicja 27. Niech s ∈ R. Wówczas û ∈ E[[t]] nazywamy szeregiem
formalnym Gevrey’a rzędu s, jeśli istnieje dysk D ⊂ C o środku w zerze
taki, że B̂Γsû ∈ O(D,E). Przestrzeń wszystkich takich szeregów formalnych
oznaczamy przez E[[t]]s.

Uwaga 7. Zauważmy, że korzystając ze Stwierdzenia 6 możemy zamienić
funkcję Γs w Definicji 27 na dowolną funkcję momentów m rzędu s.
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Uwaga 8. Jeśli û ∈ E[[t]]s oraz s ≤ 0, to szereg formalny û jest zbieżny, a
więc jego suma u jest dobrze zdefiniowana.
Ponadto, û ∈ E[[t]]0 ⇐⇒ u ∈ O(D,E) oraz û ∈ E[[t]]s ⇐⇒ u ∈ O−1/s(C,E)
dla s < 0.

2.5. Procedura moment k-sumowalności w kierunku d. W tym pod-
rozdziale przedstawimy metodę moment sumowalności, która pozwoli uzbież-
nić szereg formalny û ∈ E[[t]].
Rozpocznijmy od zdefiniowania następujących operatorów:

Definicja 28. Niech em, Em będą parą funkcji jądrowych rzędu k > 0 z
korespondującą funkcją momentów m i niech d ∈ R.

• Jeśli v ∈ Ok(Ŝd,E), to operator całkowy Tm,d zdefiniowany przez

(Tm,dv)(t) :=
∫
eidR+

em(s/t)v(s)ds
s

dla t spełniających warunki: |d−arg t| < π
2k , cos(k|d−arg t|) > c|t|k

dla odpowiednio dużego c ≥ 0, natomiast całkowanie przebiega
wzdłuż półprostej eidR+ := {reid : r ≥ 0} przedstawionej na po-
niższym rysunku

nazywamy m-moment transformacją Laplace’a w kierunku d.
• Jeśli v ∈ O(Sd(πk + ε, R),E) dla pewnych ε, R > 0, to operator
całkowy T−m,d postaci

(T−m,dv)(s) := − 1
2πi

∫
γ(d)

Em(s/t)v(t)dt
t

dla s ∈ Sd(ε),

nazywamy odwrotną m-moment transformacją Laplace’a w kierunku
d, przy czym krzywa γ(d) zorientowana ujemnie jest brzegiem sek-
tora w kierunku d o skończonym promieniu i rozwartości nieco więk-
szej od π/k, zawartego w Sd(πk + ε, R)) (patrz rysunek poniżej).
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Uwaga 9. (Zobacz [3], str.87) Zauważmy, że Tm,d(tn) = m(n)tn dla każdego
n ∈ N0. Stąd Tm,dB̂mu = u dla każdego u ∈ O(D).

Przejdźmy teraz do zdefiniowania moment sumowalności szeregów formal-
nych.

Definicja 29. Niech k > 0 oraz d ∈ R. Wówczas û ∈ E[[t]] nazywamy
k-sumowalnym w kierunku d, jeśli istnieją ε > 0 oraz dysk sektorowy
Ŝd = Ŝd(ε) w kierunku d takie, że v = B̂Γ1/k û ∈ Ok(Ŝd,E).

Ponadto, k-suma szeregu formalnego û w kierunku d jest dana wzorem

(7) ud(t) = Sk,dû(t) := (Tm,θv)(t) =
∫
eiθR+

em(s/t)v(s)ds
s
,

gdzie θ ∈ (d− ε/2, d+ ε/2) oraz t ∈ Sd
(
π
k

+ ε̄, R̄
)
, dla pewnych ε̄, R̄ > 0.

Uwaga 10. Zauważmy , że z Twierdzenia 4 wynika, że k-suma ud(t) jest
jednoznaczną funkcją holomorficzną w Sd(α,R) dla pewnego α > π

k
i R <

∞, taką, że
ud(t) ∼1/k û(t) w Sd(α,R).

Definicja 30. Jeśli û ∈ E[[t]] jest k-sumowalny we wszystkich kierunkach
d z wyjątkiem skończenie wielu kierunków d1, . . . , dn (modulo 2π), to sze-
reg formalny û nazywamy k-sumowalnym, a kierunki d1, . . . , dn nazywamy
kierunkami osobliwymi dla û.

Następnie rozszerzymy pojęcie k-sumowalnych szeregów formalnych do
multisumowalnych szeregów formalnych.

Definicja 31. Niech k1 > · · · > kn > 0 oraz niech κ1, . . . , κn będą zdefinio-
wane jako κ1 = k1, 1/κj = 1/kj − 1/kj−1, 2 ≤ j ≤ n. Powiemy, że wektor
rzeczywisty d = (d1, . . . , dn) jest dopuszczalnym multikierunkiem względem
k = (k1, . . . , kn), jeżeli

2κj|dj − dj−1| ≤ π dla j = 2, . . . , n.
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Uwaga 11. Dopuszczalność kierunku d względem k jest równoważna in-
kluzjom I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ In, gdzie Ij := (dj − π

2kj , dj + π
2kj ) dla j = 1, . . . , n.

Definicja 32. Niech m1, . . . ,mn będą funkcjami momentów o dodatnich
rzędach równych odpowiednio 1/κ1, . . . , 1/κn, gdzie κ1, . . . , κn są takie jak
w Definicji 31. Szereg formalny û(t) = ∑∞

j=0 ujt
j ∈ E[[t]] nazywamy

k-multisumowalnym w dopuszczalnym multikierunku d, pod warunkiem, że

• vn(t) := (B̂mn · · · B̂m1û)(t) =
∞∑
j=0

uj
m1(j)···mn(j)t

j ∈ Oκn(Ŝdn ,E),

• vj−1(t) := (Tmj ,djvj)(t) ∈ Oκj−1(Sdj−1 ,E) dla j = n, n− 1, . . . , 2.
Ponadto, k-multisuma szeregu formalnego û w multikierunku d jest dana

wzorem
ud(t) = Sk,dû(t) := (Tm1,d1 · · ·Tmn,dnvn)(t).

Definicja 33. Jeśli (d1, . . . , dn) jest dopuszczalnym multikierunkiem oraz
wszystkie funkcje v1, . . . , vn istnieją z wyjątkiem vj 6∈ Oκj(Sdj ,E), to dj
nazywamy osobliwym kierunkiem dla û na poziomie kj (dla j = 1, . . . , n).

Definicja 34. Jeśli û ma co najwyżej skończenie wiele (modulo 2π) kierun-
ków osobliwych na każdym poziomie kj, 1 ≤ j ≤ n, to wówczas û nazywamy
k-multisumowalnym.

Uwaga 12. Jeśli k1 > · · · > kn > 0, (d1, . . . , dn) jest dopuszczalnym mul-
tikierunkiem oraz ûj jest kj-sumowalny w kierunku dj dla j = 1, . . . , n, to,
korzystając z [3, Lemat 20], û := û1 + · · · + ûn jest k-multisumowalny w
multikierunku d oraz Sk,dû(t) = Sk1,d1û1(t) + · · ·+ Skn,dnûn(t).

Ponadto, jeżeli dodatkowo ûj jest kj-sumowalne z nj kierunkami oso-
bliwymi dj,1, . . . , dj,nj (dla j = 1, . . . , n), to û jest k-multisumowalny oraz
dj,1, . . . , dj,nj są kierunkami osobliwymi dla û na poziomie kj.

Uwaga 13. Zauważmy, że biorąc w wyżej opisanej procedurze moment k-
sumowalności w kierunku d funkcje jądrowe z przykładu 8 otrzymujemy
klasyczną teorię k-sumowalności (zobacz [2, Rozdział 3], [3, Rozdziały 6.1-
6.4], [13, Rozdział 5]).

2.6. Zmodyfikowana procedura k-sumowalności w kierunku d. W
tym podrozdziale skupimy się na przedstawieniu metody, którą najczęściej
wykorzystuje się przy badaniu rozwiązań formalnych równań różniczkowych
cząstkowych ze stałymi współczynnikami. Polega ona na zamianie szeregu
formalnego x̂(t) = ∑∞

n=0 ant
n ∈ E[[t]] na funkcję holomorficzną w pewnym

sektorowym otoczeniu zera. Ponadto, metoda ta jest szczególnym przy-
padkiem procedury moment k-sumowalności w kierunku d przedstawionej
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w poprzednim podrozdziale, a mianowicie bierzemy funkcję momentów po-
staci

(8) m(n) =
Γ(1 + n(1 + 1

k
))

Γ(1 + n) ,

a także korespondujące z nią funkcje jądrowe

(9) em(z) = k

1 + k
z

k
1+kC 1+k

k

(
z

k
1+k
)

oraz
Em(z) =

∞∑
n=0

zn

m(n) ,

gdzie funkcja Cα (zobacz [3, Rozdział 11]) jest zdefiniowana jako

Cα(τ) := 1
2πi

∫
γ
u

1
α−1 eu−τu

1/α
du, dla α > 1 oraz τ ∈ C,

gdzie γ to krzywa idąca z ∞ wzdłuż argu = −π do pewnego u0 < 0,
następnie wzdłuż okręgu |u| = |u0| do argu = π i kolejno powracająca do
∞ wzdłuż tego promienia (patrz Rys.4).

Rys.4 Krzywa γ na płaszczyźnie zespolonej.

Całkując wyraz po wyrazie oraz używając formuły Hankela 2 otrzymujemy
następujące rozwinięcie w szereg potęgowy

Cα(τ) =
∞∑
n=0

(−τ)n

n! Γ
(
1− n+1

α

) , dla α > 1 oraz τ ∈ C.

W szczególności dla α = 2 dostajemy (zobacz [16], Rozdział 4)

C2(τ) = 1√
π
e−

τ2
4 .

2Formuła Hankela to: 1
Γ(z) = 1

2πi
∫
γ
w−zewdw, gdzie γ jest krzywą całkowania taką

jak na Rys.4.
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Stąd dla k = 1 otrzymamy m(u) = Γ(1+2u)
Γ(1+u) oraz

(10) em(z) = 1
2
√
zC2(
√
z) = 1

4π
√
ze−

z
4 .

Ustalmy k > 0, d ∈ R oraz ε > 0. Aby uzbieżnić szereg formalny x̂(t) naj-
pierw użyjemy zmodyfikowanej transformacji Borela rzędu k zdefiniowanej
następująco

(B̆kx̂)(t) :=
∞∑
n=0

an t
n n!

Γ
(
1 + n(1 + 1

k
)
) .

Następnie, jeżeli powyższy szereg potęgowy jest zbieżny, to możemy za-
stosować operator Ecalle’a Ek,d rzędu k w kierunku d, tzn.

(11) (Ek,d g)(t) := t−
k

1+k

∫
eiθR+

g(s)C 1+k
k

(
(s/t)

k
1+k
)
ds

k
1+k ,

gdzie t ∈ Sd
(
π
k

+ ε̄, R̄
)
, dla pewnych ε̄, R̄ > 0 oraz g(s) = (B̆kx̂)(s), dla s ∈

Sd(ε), natomiast całkowanie przebiega wzdłuż dowolnej półprostej postaci
eiθR+ := {reiθ : r ≥ 0}, gdzie θ ∈ (d− ε/2, d+ ε/2).

Warto zwrócić uwagę, że operator Ecalle’a to nic innego jak m-moment
transformacja Laplace’a Tm,d przy m postaci (8).

Sprawdźmy teraz kiedy całka w definicji operatora Ecalle’a (11) jest
zbieżna. W tym celu przypomnijmy przydatny lemat dotyczący funkcji Cα:

Lemat 1 ([1, Lemat 5.1]). Niech α > 1 oraz β 6= 0 będą takie, że 1
β

+ 1
α

= 1.
Wtedy dla każdego ε > 0 istnieją stałe A1, A2 > 0 takie, że zachodzi
|Cα(τ)| ≤ A1e

−A2|τ |β dla każdego τ takiego, że |argτ | ≤ π
2β − ε.

Uwaga 14. Jeśli α = (k + 1)/k, to β = k + 1. Zatem z Lematu 1 wynika,
że dla każdego ε̃ > 0 istnieją stałe A1, A2 > 0 takie, że∣∣∣C 1+k

k

(
(s/t)

k
1+k
)∣∣∣ ≤ A1e

−A2|s/t|k

dla każdego s/t spełniającego warunek | arg(s/t)| ≤ π
2k −

ε̃
2 .

Zatem na podstawie powyższej uwagi otrzymujemy, że całka w (11) jest
zbieżna, jeśli funkcja g(s) ma wzrost eksponencjalny rzędu co najwyżej k.

Podsumowując, możemy użyć zmodyfikowanej metody k-sumowalności w
kierunku d, jeżeli operator Ek,dg jest dobrze zdefiniowany, to znaczy, jeżeli
spełnione są następujące warunki

(A) x̂(t) ∈ C[[t]]1/k,
(B) (B̆kx̂)(t) ∈ Ok(Sd,E).
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Zatem w przypadku, gdy warunki (A) i (B) są spełnione, możemy po-
wiedzieć, że x̂(t) jest k-sumowalny w kierunku d. Ponadto, k-suma szeregu
formalnego x̂(t) w kierunku d ma postać

xd(t) = Sk,dx̂(t) := (Ek,dB̆kx̂)(t),

gdzie t ∈ Sd
(
π
k

+ ε̄, R̄
)
, dla pewnych ε̄, R̄ > 0.

Uwaga 15. Na podstawie Uwagi 14 dla każdego ε̃ > 0 istnieją stałeA1, A2 >

0 takie, że
∣∣∣C(k+1)/k((s/t)

k
1+k )

∣∣∣ ≤ A1e
−A2| st |

k dla każdego s/t spełniającego
warunek | arg(s/t)| ≤ π

2k −
ε̃
2 .

Jeśli arg s = θ, wówczas arg t ∈ (θ − π
2k + ε̃

2 , θ + π
2k −

ε̃
2).

Jeśli zaś g(s) = (B̆kx̂)(t) ∈ Ok(Sd,E), tzn. istnieją stałe B1, B2 > 0 takie,
że |g(s)| ≤ B1e

B2|s|k , wtedy∣∣∣∣∫
eiθR+

g(s)C(k+1)/k((s/t)
k

1+k ) ds
k

1+k

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
0

B1e
B2|s|k · A1e

−A2| st |
k

ds
k

1+k .

Powyższa całka jest zbieżna, o ile A2|t|−k > B2, a więc gdy |t| < (A2
B2

)1/k.

Zatem (Ek,d g)(t) jest dobrze zdefiniowaną funkcją holomorficzną dla
t ∈ Sθ(πk − ε̃, r), gdzie r = (A2

B2
)1/k. Skoro θ ∈ (d− ε/2, d+ ε/2), to

xd(t) = Sk,dx̂(t) := (Ek,dB̆kx̂)(t) ∼1/k x̂(t) w Sd
(π
k

+ ε− ε̃, r
)
.

Stąd dla każdego ε̂ ∈ (0, ε) istnieje r > 0 takie, że xd(t) ∈ O(Sd(π/k+ ε̂, r)).

Uwaga 16. Z lematu Watsona (Twierdzenie 4), k-suma xd(t) jest jedno-
znacznie wyznaczoną funkcją holomorficzną na sektorze Sd(π/k+ ε̂, r) speł-
niającą warunek

xd(t) ∼1/k x̂(t) w Sd(π/k + ε̂, r).
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3. ZJAWISKO STOKESA

W teorii równań różniczkowych cząstkowych niestety w większości przy-
padków pojawia się znaczący problem, a mianowicie określenie dokładnego
rozwiązania równania różniczkowego często nie jest możliwe. Dlatego też
duże znaczenie odgrywają rozwinięcia asymptotyczne rozwiązań, które po-
zwalają na zbadanie własności i interpretację otrzymanych wyników. W XIX
wieku badaniem asymptotyki zajmował się m.in. wybitny matematyk Geo-
rge Stokes – analizując funkcję Airy’ego doszedł on do wniosku, że funkcja
analityczna może mieć różne rozwinięcia asymptotyczne w różnych sekto-
rach płaszczyzny zespolonej. Ten znaczący fakt nazwano na cześć odkrywcy
zjawiskiem Stokesa. Należy podkreślić, że z zagadnieniem asymptotyki ści-
śle związana jest teoria sumowalności. W tej pracy będziemy używać jej,
aby z rozwiązań formalnych równań różniczkowych cząstkowych, na poszcze-
gólnych sektorach płaszczyzny zespolonej otrzymać funkcje holomorficzne,
których różnice będziemy badać.

3.1. Podstawowe definicje. Rozpocznijmy od przedstawienia pojęcia zja-
wiska Stokesa dla k-sumowalnych szeregów formalnych x̂ = x̂(t) ∈ C[[t]]1/k
(odpowiednio dla û = û(t, z) ∈ O(D)[[t]]1/k).
Definicja 35. Załóżmy, że x̂ ∈ C[[t]]1/k (odpowiednio û ∈ O(D)[[t]]1/k)
jest k-sumowalny we wszystkich kierunkach d ∈ (φ− ε, φ+ ε), z wyjątkiem
kierunku osobliwego d = φ (dla pewnego ε > 0). Zbiór postaci
Lφ = {t ∈ C̃ : arg t = φ} nazywamy linią Stokesa dla x̂ (odpowiednio û).

Ponadto, jeśli φ+ (odpowiednio φ−) oznacza kierunek bliski kierunkowi
φ i większy (odpowiednio mniejszy) od φ, oraz xφ+(t) = Sk,φ+x̂(t) dla t ∈
Sφ+

(
π
k

+ ε̄, R̄
)
, dla pewnych ε̄, R̄ > 0 (odpowiednio xφ

−(t) = Sk,φ−x̂(t)
t ∈ Sφ−

(
π
k

+ ε̄, R̄
)
), wówczas różnicę JLφx̂(t) := xφ

+(t) − xφ
−(t) dla t ∈

Sφ
(
π
k
− ε, R̄

)
nazywamy skokiem dla x̂ przez linię Stokesa Lφ. Analogicznie

definiujemy skok dla û przez linię Stokesa Lφ.
Definicja 36. Każda linia Stokesa Lφ dla x̂ (odpowiednio û) określa również
tak zwaną linię anty-Stokesa Lφ± π

2k
dla x̂ (odpowiednio û).

Uwaga 17. Załóżmy, że S jest sektorem o rozwartości π/k w kierunku φ.
Niech f(t), g(t) ∈ O(S) będą k-sumami szeregu x̂(t) w kierunkach odpo-
wiednio φ− i φ+, tzn. f(t) ∼1/k x̂(t) oraz g(t) ∼1/k x̂(t) na S. Przyjmijmy
oznaczenie r(t) := |f(t) − g(t)| dla każdego t ∈ S. Wówczas r(t) jest naj-
mniejsza na linii Stokesa Lφ dla t bliskich zeru oraz spełnia nierówności:
|f(t)| ≤ r(t) lub |g(t)| ≤ r(t) na linii anty-Stokesa Lφ± π

2k
.

Rozszerzmy teraz powyżej opisane zjawisko Stokesa na multisumowalne
szeregi formalne û ∈ E[[t]].
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Definicja 37. Załóżmy, że û ∈ E[[t]] jest k-multisumowalny z kierunkami
osobliwymi dj,1, . . . , dj,nj na poziomie kj, 1 ≤ j ≤ n. Wówczas dla każdego
l = 1, . . . , nj oraz j = 1, . . . , n zbiór postaci Ldj,l = {t ∈ C̃ : arg t = dj,l}
nazywamy linią Stokesa na poziomie kj dla û.

Załóżmy teraz, że dla ustalonego j ∈ {1, . . . , n} wektor d = (d1, . . . , dn)
jest dopuszczalnym multikierunkiem z kierunkiem osobliwym dj na pozio-
mie kj oraz z nieosobliwymi kierunkami dl na poziomie kl dla l 6= j, niech
d±j := (d1, . . . , d

±
j , . . . , dn) będą dopuszczalnymi multikierunkami, gdzie d+

j

(odpowiednio d−j ) oznacza kierunek bliski do dj i większy (odpowiednio
mniejszy) od dj, oraz niech ud+

j (t) := Sk,d+
j
û(t), gdzie t ∈ Sd+

j

(
π
kj

+ ε̄, R̄
)
, dla

pewnych ε̄, R̄ > 0. (odpowiednio ud−j (t) := Sk,d−j
û(t) dla t ∈ Sd−j

(
π
kj

+ε̄, R̄
)
),

wówczas różnicę JLdj ,kj û(t) := ud+
j (t)− ud−j (t) dla t ∈ Sdj

(
π
kj
− ε, R̄

)
nazy-

wamy skokiem dla û przez linie Stokesa Ldj na poziomie kj.

Definicja 38. Każda linia Stokesa Ldj na poziomie kj dla û wyznacza tak
zwaną linię anty-Stokesa Ldj± π

2kj
na poziomie kj dla û.
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4. ZJAWISKO STOKESA W TERMINACH RESIDUÓW

4.1. Równanie przewodnictwa cieplnego. Rozważmy następujące rów-
nanie

(12)

∂tu = ∂2
zu

u(0, z) = ϕ(z).

Łatwo widać, że dla ϕ ∈ O(D) powyższe zagadnienie Cauchy’ego ma jed-
noznaczne rozwiązanie formalne (które ogólnie jest rozbieżne) postaci

û(t, z) =
∞∑
n=0

ϕ(2n)(z) tn
n! .

Przytoczmy przydatne twierdzenie dotyczące rozwiązań sumowalnych rów-
nania przewodnictwa cieplnego i ich postaci całkowych

Twierdzenie 5 ([14, Twierdzenie 3.1] i [16, Twierdzenie 4.2]). Załóżmy, że
û jest rozwiązaniem formalnym zagadnienia Cauchy’ego równania przewod-
nictwa cieplnego (12), gdzie

ϕ ∈ O2
(
D ∪ S d

2

(ε
2
)
∪ S d

2 +π

(ε
2
))

dla pewnego ε > 0.(13)

Wówczas û jest 1-sumowalny w kierunku d oraz dla każdego θ ∈ (d− ε
2 , d+ ε

2)
i dla każdego ε̃ ∈ (0, ε) istnieje r > 0 takie, że jego 1-suma
uθ ∈ O(Sθ(π − ε̃, r)×D) ma postać

(14) u(t, z) = uθ(t, z) = 1√
4πt

∫
ei
θ
2 R+

(
ϕ(z + s) + ϕ(z − s)

)
e
−s2

4t ds

dla t ∈ Sθ(π − ε̃, r) oraz z ∈ D.
Ponadto, dla każdego ε̄ ∈ (0, ε) istnieje r > 0 takie, że u ∈ O(Sd(π +

ε̄, r)×D).

Opiszemy teraz zjawisko Stokesa w przypadku, gdy funkcja ϕ ma biegun
w punkcie z0 ∈ C \ {0}.

Twierdzenie 6. Załóżmy, że funkcja ϕ w równaniu (12) jest postaci

ϕ(z) = a

z − z0
+ ϕ̃(z), dla pewnych a, z0 ∈ C \ {0} oraz ϕ̃(z) ∈ O2(C).

(15)

Niech η := 2 arg z0, u1 := uθ dla θ ∈ (η, η + 2π) mod 4π oraz u2 := uθ dla
θ ∈ (η + 2π, η + 4π) mod 4π, gdzie uθ jest rozwiązaniem równania (12) w
postaci (14). Jeśli û jest rozwiązaniem formalnym równania (12), to liniami
Stokesa dla û są zbiory Lη oraz Lη+2π, natomiast liniami anty-Stokesa dla û
są zbiory Lη±π2 oraz Lη+2π±π2 . Skoki przez linie Stokesa Lη oraz Lη+2π mają
odpowiednio postać:
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• u1(t, z)− u2(t, z) = JLη û(t, z) = uη
+(t, z)− uη−(t, z) =

−i
√
π/tae−

(z0−z)2
4t , dla (t, z) ∈ Sη(π − ε, r)×D,

• u2(t, z)− u1(t, z) = JLη+2π û(t, z) = u(η+2π)+(t, z)− u(η+2π)−(t, z) =
i
√
π/tae−

(z0−z)2
4t dla (t, z) ∈ Sη+2π(π − ε, r)×D.

Dowód. Rozpoczniemy od następującej uwagi

Uwaga 18. Bez straty ogólności możemy założyć w Twierdzeniu 6, że
arg z0 ∈ [0, π). Drugi przypadek, że arg(−z0) ∈ [0, π), możemy sprowadzić
do pierwszego poprzez podstawienie ũ(t, z) := −u(t,−z) lub równoważnie
zamieniając a na −a w (15).

Niech û będzie rozwiązaniem formalnym równania (12) z daną początkową
ϕ postaci (15). Zauważmy, że jeśli d 6= η mod 2π, to ϕ spełnia założenie
(13).

Stąd, na podstawie Twierdzenia 5, szereg formalny û jest 1-sumowalny w
kierunku θ ∈ R, θ 6= η mod 2π oraz dla każdego ε > 0 istnieje r > 0 takie,
że jego 1-suma spełnia

uθ(t, z) = 1√
4πt

∫
e
iθ
2 R+

(
ϕ(z+ s̃)+ϕ(z− s̃)

)
e−s̃

2/4t ds̃ dla t ∈ Sθ(π−ε, r).

Zauważmy, że q = 2 jest najmniejszą dodatnią liczbą wymierną, dla której
uθ(t, z) = uθ(te2qπi, z). Ponadto, zbiór kierunków osobliwych dla û(t, z)
modulo 4π jest dany przez η oraz η + 2π. Zatem liniami Stokesa dla û są
zbiory Lη oraz Lη+2π, natomiast liniami anty-Stokesa dla û są zbiory Lη±π2
oraz Lη+2π±π2 .

Aby wyznaczyć skoki przez linie Stokesa weźmy θ1, θ2 6= η mod 2π i
załóżmy, że 0 < θ2 − θ1 < π. Wykażemy, że
(16)
uθ2(t, z)−uθ1(t, z) = −2πi

∑
z̃∈B(G,ϕ,z)

ress̃=z̃
[ 1√

4πt
(
ϕ(z+s̃)+ϕ(z−s̃)

)
e−s̃

2/4t
]

dla t ∈ Sθ1(π − ε, r) ∩ Sθ2(π − ε, r) oraz z ∈ D, gdzie G = G( θ1
2 ,

θ2
2 ) =

{z ∈ C̃ : arg z ∈ ( θ1
2 ,

θ2
2 )}, natomiast B(G,ϕ, z) jest zbiorem wszystkich

punktów sektora G, w których funkcja s̃ 7−→ 1√
4πt

(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
×

e−s̃
2/4t ma bieguny.

Dla r > |z0 − z| określmy Cr = C1,r ∪ C2,r ∪ C3,r, gdzie C1,r = {tr×
e
iθ2
2 : t ∈ [0, 1]}, C2,r = {re

i(tθ1+(1−t)θ2)
2 : t ∈ [0, 1]} i C3,r = {(1 − t)r×

e
iθ1
2 : t ∈ [0, 1]}. Kontur Cr pokazany jest na Rysunku 4.1.
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Rys.5. Kontur Cr na płaszczyźnie zespolonej.

Skoro ϕ ma wzrost eksponencjalny rzędu co najwyżej 2, to

uθ2(t, z)− uθ1(t, z) = lim
r−→∞

∫
C1,r

1√
4πt

(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t ds̃

+
∫
C3,r

1√
4πt

(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t ds̃

,
oraz

∫
Cr

1√
4πt

(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t ds̃

=
∫
C1,r

1√
4πt

(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t ds̃

+
∫
C2,r

1√
4πt

(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t ds̃

+
∫
C3,r

1√
4πt

(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t ds̃,
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a także∣∣∣∣∣∣
∫
C2,r

1√
4πt

(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t ds̃

∣∣∣∣∣∣
≤ θ2 − θ1

4
√
πt

sup|s̃|=r

∣∣∣∣∣∣(ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)
)
e−s̃

2/4t

∣∣∣∣∣∣ r
≤ Ae−Br

2
r −→ 0 gdy r −→∞ (dla pewnych A,B > 0),

Z Twierdzenia 2 otrzymujemy, że∫
Cr

1√
4πt

(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t ds̃

= −2πi
∑

z̃∈B(Gr,ϕ,z)
ress̃=z̃

[ 1√
4πt

(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t
]
,

gdzie Gr = {z ∈ C̃ : |z| < r, arg z ∈ ( θ1
2 ,

θ2
2 )}.

Zatem

uθ2(t, z)− uθ1(t, z) = lim
r−→∞

∫
C1,r

1√
4πt

(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t ds̃

+
∫
C3,r

1√
4πt

(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t ds̃


= lim

r−→∞

 ∫
Cr

1√
4πt

(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t ds̃

−
∫
C2,r

1√
4πt

(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t ds̃


= −2πi

∑
z̃∈B(G,ϕ,z)

ress̃=z̃
[ 1√

4πt
(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t
]
,

co daje żądaną równość (16).

Rozważmy teraz następujące przypadki:

Przypadek 1: Niech θ1, θ2 ∈ (η, η + 2π). Bez straty ogólności możemy
założyć, że θ2 > θ1. Załóżmy dodatkowo, że θ2 − θ1 < π. Skoro
θ1, θ2 ∈ (η, η+2π), to istnieje r̃ > 0 takie, że {B(z0, r̃)∪B(−z0, r̃)}∩G = ∅,
gdzie B(a, r) = {z ∈ C : |z−a| < r}. Wówczas, dla z ∈ Dr̃ zbiór B(G,ϕ, z)
jest pusty, a co za tym idzie na podstawie (16) otrzymujemy
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uθ2(t, z) = uθ1(t, z).
W przypadku ogólnym, można wziąć kierunek pomocniczy θ ∈ (θ1, θ2) taki,
że θ2 − θ < π oraz θ − θ1 < π. Powtarzając poprzednie rozumowanie,
możemy wywnioskować, że

uθ2(t, z) = uθ(t, z) = uθ1(t, z).

Dla θ1, θ2 ∈ (η + 2π, η + 4π) otrzymamy taki sam rezultat. Stąd funkcje
u1 := uθ dla θ ∈ (η, η+ 2π) oraz u2 := uθ dla θ ∈ (η+ 2π, η+ 4π) są dobrze
zdefiniowane, tzn. nie zależą od θ.

Rys.6 Od lewej: Przypadek 1, Przypadek 2, Przypadek 3.

Przypadek 2: Niech θ1 < η < θ2. Wówczas istnieje r̃ > 0 takie, że
B(z0, r̃) ⊂ G.

Zatem B(G,ϕ, z) = {z0 − z} dla z ∈ Dr̃. W konsekwencji, na podstawie
równości (16), otrzymujemy

uθ2(t, z)− uθ1(t, z) = −2πi ress̃=z0−z

[ 1√
4πt

(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t
]

= −i
√
π/t lim

s̃→z0−z
(s̃−(z0−z))

[( a

s̃− (z0 − z)+ϕ̃(z+s̃)+ a

z − s̃− z0
+ϕ̃(z−s̃)

)
e−

s̃2
4t

]
= −i

√
π/t a e−

(z0−z)2
4t

dla t ∈ Sθ1(π − ε, r) ∩ Sθ2(π − ε, r) oraz z ∈ Dr̃.
Biorąc θ1 = η− oraz θ2 = η+ dostaniemy, że (t, z) ∈ Sη(π − ε, r)×Dr̃ dla

małych ε > 0. Zatem otrzymamy, że

JLη û(t, z) = uη
+(t, z)− uη−(t, z) = −i

√
π/t a e−

(z0−z)2
4t dla (t, z) ∈ Sη(π − ε, r)×Dr̃.
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Zauważmy, że dla (t, z) ∈ Sη(π − ε, r)×Dr̃ mamy, że

−i
√
π/t a e−

(z0−z)2
4t ∼1 0,

a w związku z tym: uη+(t, z) ∼1 û(t, z) oraz uη−(t, z) ∼1 û(t, z).

Przypadek 3. Załóżmy teraz, że θ1 < η+2π < θ2.Wówczas B(−z0, r̃) ⊂ G
dla pewnego r̃ > 0.

Analogicznie do Przypadku 2, dla z ∈ Dr̃ mamy, że B(G,ϕ, z) = {z−z0}.
Na podstawie (16) wyznaczamy

uθ2(t, z)− uθ1(t, z) = −2πi ress̃=z−z0

[ 1√
4πt

(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t
]

= −i
√
π/t lim

s̃→z−z0
(s̃−(z−z0))

[( a

s̃− (z0 − z)+ϕ̃(z+s̃)+ −a
s̃− (z − z0)+ϕ̃(z−s̃)

)
e−

s̃2
4t

]
= i

√
π/t a e−

(z0−z)2
4t

dla t ∈ Sθ1(π − ε, r) ∩ Sθ2(π − ε, r) oraz z ∈ Dr̃.
Biorąc θ1 = (η + 2π)− oraz θ2 = (η + 2π)+, dostaniemy, że (t, z) ∈

Sη+2π(π − ε, r)×Dr̃ dla małych ε > 0. Zatem

JLη+2π û(t, z) = u(η+2π)+(t, z)− u(η+2π)−(t, z) = i
√
π/t a e−

(z0−z)2
4t

dla (t, z) ∈ Sη+2π(π − ε, r)×Dr̃.
�

Uwaga 19. Zagadnienie Cauchy’ego (12) z meromorficznymi danymi po-
czątkowymi było również rozpatrywane przez autorów Lutz, Miyake oraz
Schäfke [14, Rozdział 5], ale tylko w szczególnym przypadku, gdy ϕ(z) = 1

z
,

którego nie bierzemy pod uwagę w naszych rozważaniach.

Ponieważ równanie (12) jest liniowe to

Wniosek 1. Załóżmy, że funkcja ϕ w równaniu (12) jest postaci

(17) ϕ(z) =
n∑
l=1

ml∑
j=1

alj
z − zlj

+ ϕ̃(z)

dla pewnych alj, zlj ∈ C \ {0} oraz ϕ̃(z) ∈ O2(C), gdzie j = 1, . . . ,ml,
l = 1, . . . , n oraz zlj są biegunami takimi, że ηl := 2 arg(zl1) = · · · =
2arg(zlml ) ∈ [0, 2π) oraz 0 ≤ η1 < η2 < · · · < ηn < 2π. Niech ηl+n := ηl + 2π
dla l = 1, . . . , n oraz uk(t, z) := uθ(t, z) dla θ ∈ (ηk, ηk+1) mod 4π oraz
k = 1, . . . , 2n i η2n+1 := η1 + 4π, gdzie uθ(t, z) jest rozwiązaniem równania
(12) danym przez (14).
Jeśli û jest rozwiązaniem formalnym równania (12), to liniami Stokesa dla
û są zbiory Lηk , natomiast liniami anty-Stokesa są Lηk±π2 dla k = 1, . . . , 2n.
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Skoki przez linie Stokesa Lηl oraz Lηl+n (gdzie l = 1, . . . , n) mają odpowied-
nio postać:

• ul(t, z)− ul−1(t, z) = JLηl û(t, z) = uη
+
l (t, z)− uη−l (t, z)

= −i
√
π/t

∑ml
j=1 alj e

−
(zlj−z)2

4t dla (t, z) ∈ Sηl(π − ε, r) ×D z notacją
u0(t, z) := u2n(t, z),
• ul+n(t, z)− ul−1+n(t, z) = JLηl+n û(t, z) = uη

+
l+n(t, z)− uη

−
l+n(t, z)

= i
√
π/t

∑ml
j=1 alj e

−
(zlj−z)2

4t dla (t, z) ∈ Sηl+n(π − ε, r)×D.

Dowód. Wystarczy wyznaczyć skoki przez linie Stokesa Lηl oraz Lηl+n . Aby
to zrobić, ustalmy l ∈ {1, . . . , n}. Dla każdego ε > 0 istnieje r, r̃ > 0 takie,
że różnica uη+

l (t, z)−uη−l (t, z) spełnia równość (16) dla (t, z) ∈ Sηl(π−ε, r)×
Dr̃ ze zbiorem B(G,ϕ, z) = {zl1 − z, . . . , zlml − z}. Stąd

JLηl û(t, z) = uη
+
l (t, z)− uη

−
l (t, z)

= −2πi
ml∑
j=1

ress̃=zlj−z
[ 1√

4πt
(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t
]

= −i
√
π/t

ml∑
j=1

alj e
−

(zlj−z)2

4t .

Aby wyliczyć różnicę JLηl+n û(t, z) = uη
+
l+n(t, z) − uη

−
l+n(t, z) wystarczy

powtórzyć poprzednie rozważania ze zbiorem B(G,ϕ, z) = {z − zl1 , . . . , z −
zlml} dla (t, z) ∈ Sηl+n(π − ε, r)×Dr̃. �

Uwaga 20. Podobnie jak w Uwadze 18 możemy zredukować postać (17) z
arg zlj ∈ [0, 2π) do przypadku z arg zlj ∈ [0, π) poprzez ewentualną zamianę
alj na −alj.

Wniosek 2. Załóżmy teraz, że funkcja ϕ w równaniu (12) jest dana wzorem

ϕ(z) = a−1

z − z0
+ · · ·+ a1−n

(z − z0)n−1 + a−n
(z − z0)n + ϕ̃(z),

dla pewnych n ∈ N, a−1, . . . , a1−n ∈ C, a−n, z0 ∈ C\{0} oraz ϕ̃(z) ∈ O2(C).
W tym przypadku otrzymamy taką samą tezę jak w Twierdzeniu 6, jednakże
skoki przez linie Stokesa Lη oraz Lη+2π będą miały odpowiednio postać:

• u1(t, z)− u2(t, z) = JLη û(t, z) = uη
+(t, z)− uη−(t, z)

= −i
√
π/t

n−1∑
k=0

[
ak−n

(n− k − 1)! lim
s−→z0−z

dn−k−1

dsn−k−1

(
e
−s2

4t
)]

dla (t, z) ∈ Sη(π − ε, r)×D,
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• u2(t, z)− u1(t, z) = JLη+2π û(t, z) = u(η+2π)+(t, z)− u(η+2π)−(t, z)

= −i
√
π/t

n−1∑
k=0

[(−1)k−nak−n
(n− k − 1)! lim

s̃−→z−z0

dn−k−1

ds̃n−k−1

(
e
−s̃2

4t
)]
,

dla (t, z) ∈ Sη+2π(π − ε, r)×D.

Dowód. Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 6 mamy, że

u1(t, z)− u2(t, z) = JLη û(t, z) = uη
+(t, z)− uη−(t, z)

= −2πi ress̃=z0−z

[ 1√
4πt

(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t
]

=
−i
√
π/t

(n− 1)! lim
s̃−→z0−z

dn−1

ds̃n−1

[(
a−1

(s̃− (z0 − z))1−n + · · ·+ a1−n

(s̃− (z0 − z))−1

+ a−n + (s̃− (z0 − z))n ϕ̃(z + s̃)
)
e−s̃

2/4t
]

= −i
√
π/t

n−1∑
k=0

[
ak−n

(n− k − 1)! lim
s̃−→z0−z

dn−k−1

ds̃n−k−1

(
e
−s̃2

4t
)]

dla (t, z) ∈ Sη(π − ε, r)×D.
Analogicznie

u2(t, z)− u1(t, z) = JLη+2π û(t, z) = u(η+2π)+(t, z)− u(η+2π)−(t, z)

= −2πi ress̃=z−z0

[ 1√
4πt

(
ϕ(z + s̃) + ϕ(z − s̃)

)
e−s̃

2/4t
]

=
−i
√
π/t

(n− 1)! lim
s̃−→z−z0

dn−1

ds̃n−1

[( −a−1

(s̃− (z − z0))1−n + · · ·+ (−1)1−na1−n

(s̃− (z − z0))−1

+ (−1)−na−n + (s̃− (z − z0))n ϕ̃(z − s̃)
)
e−s̃

2/4t
]

= −i
√
π/t

n−1∑
k=0

[(−1)k−nak−n
(n− k − 1)! lim

s̃−→z−z0

dn−k−1

ds̃n−k−1

(
e
−s̃2

4t
)]

dla (t, z) ∈ Sη+2π(π − ε, r)×D. �

Uwaga 21. Analogicznie do Wniosku 1 i Wniosku 2 możemy także wy-
znaczyć linie Stokesa, linie anty-Stokesa i skoki w ogólnym przypadku, gdy
funkcja ϕ w równaniu (12) jest meromorficzna i ma skończoną liczbę biegu-
nów tzn. jest postaci

ϕ(z) =
n∑
l=1

rl∑
k=1

alk
(z − zl)k

+ ϕ̃(z), gdzie zl ∈ C \ {0}, ϕ̃(z) ∈ O2(C).

(18)
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4.2. Uogólnienie równania przewodnictwa cieplnego. W tym podroz-
dziale uogólnimy poprzednio otrzymane wyniki.

Rozważmy równanie

(19)


∂pt u(t, z) = ∂qzu(t, z), p, q ∈ N
u(0, z) = ϕ(z) ∈ O(D)
∂jtu(0, z) = 0 dla j = 1, 2, . . . , p− 1.

Powyższe równanie ma jednoznaczne rozwiązanie formalne postaci

û(t, z) =
∞∑
n=0

ϕ(qn)(z)tpn
(pn)! .

Zwróćmy uwagę, że rezultat dotyczący sumowalności szeregu û(t, z) zo-
stał już udowodniony przez M. Miyake [22]. Natomiast postać całkowa
p
q−p -sumy u(t, z), w terminach uogólnionych hipergeometrycznych szeregów
Barnesa została uzyskana przez K. Ichinobe [7, Twierdzenie 5.1]. W tej
pracy przedstawimy inną postać p

q−p -sumy, która według nas jest bardziej
użyteczna przy rozważaniu zjawiska Stokesa.

Twierdzenie 7. Załóżmy, że û(t, z) jest rozwiązaniem formalnym równania
(19), gdzie 1 ≤ p < q oraz

ϕ(z) ∈ O
q
q−p

(
D ∪

q−1⋃
l=0

S dp
q

+ 2πl
q

(εp
q

)
)

dla pewnego ε > 0.(20)

Wówczas û(t, z) jest p
q−p-sumowalny w kierunku d oraz dla każdego θ ∈

(d− ε
2 , d+ ε

2) oraz dla każdego ε̃ ∈ (0, ε) istnieje r > 0 takie, że jego p
q−p-suma

uθ ∈ O(Sθ(π(q−p)
p
− ε̃, r)×D) określona jest następującym wzorem

(21) u(t, z) = uθ(t, z) = E p
q−p ,θ

B̆ p
q−p
û(t, z)

= 1
q q
√
tp

∫
e
iθp
q R+

(
ϕ(z + s̃) + · · ·+ ϕ(z + e

2(q−1)πi
q s̃)

)
C q
p
(s̃/ q
√
tp) ds̃

dla t ∈ Sθ(π(q−p)
p
− ε̃, r) oraz z ∈ D.

Ponadto, dla każdego ε̄ ∈ (0, ε) istnieje r > 0 takie, że u ∈ O(Sd(π(q−p)
p

+
ε̄, r)×D).
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Dowód. Używając procedury opisanej w Podrozdziale 2.6, najpierw otrzy-
mamy, że

v(t, z) = (B̆ p
q−p
û)(t, z) =

∞∑
n=0

ϕ(qn)(z)(t
p
q )qn

(qn)!

= 1
q

(
ϕ(z + q

√
tp) + ϕ(z + e

2πi
q

q
√
tp) + · · ·+ ϕ(z + e

2(q−1)πi
q

q
√
tp)
)
.

Skoro ϕ(z) ∈ O
q
q−p

(
D ∪ ⋃q−1

l=0 S dp
q

+ 2πl
q

( εp
q

)
)
dla pewnego ε > 0, to v(t, z) ∈

O
p
q−p
(
(Sd(ε) ∪D)×D

)
.

Zatem

uθ(t, z) = (E p
q−p ,θ

v)(t, z) = 1
q
√
tp

∫
eiθR+

v(s, z)C q
p
((s/t)

p
q ) ds

p
q

= 1
q
√
tp

∫
eiθR+

1
q

(
ϕ(z + q

√
sp) + · · ·+ ϕ(z + e

2(q−1)πi
q

q
√
sp)
)
C q
p
((s/t)

p
q )ds

p
q

q√sp=s̃= 1
q q
√
tp

∫
e
iθp
q R+

(
ϕ(z + s̃) + · · ·+ ϕ(z + e

2(q−1)πi
q s̃)

)
C q
p
(s̃/ q
√
tp)ds̃,

dla arg t ∈ (−π(q−p)
2p + ε̃+ θ, π(q−p)

2p − ε̃+ θ).
Biorąc k = p

q−p w Uwadze 15 wnioskujemy, że dla każdego ε̄ ∈ (0, ε)
istnieje r > 0 takie, że u ∈ O(Sd(π(q−p)

p
+ ε̄, r)×D). �

Twierdzenie 8. Załóżmy, że funkcja ϕ w równaniu (19) ma wzór

ϕ(z) = a

z − z0
+ ϕ̃(z) dla pewnych a, z0 ∈ C \ {0} oraz ϕ̃(z) ∈ O

q
q−p (C).

(22)

Niech ηl := q
p

arg z0 + 2(l−1)π
p

(l = 1, . . . , q + 1) oraz ul := uθ dla θ ∈
(ηl, ηl+1) mod 2qπ

p
oraz l = 1, . . . , q, gdzie uθ jest rozwiązaniem równania

(19) mającym postać (21).
Jeśli û jest rozwiązaniem formalnym równania (19), to linie Stokesa dla

û są zbiorami Lηl, a linie anty-Stokesa dla û są zbiorami L
ηl±

π(q−p)
2p

. Skoki
przez linie Stokesa Lηl (l = 1, . . . , q) są postaci

ul(t, z)− ul−1(t, z) = JLηl û(t, z) = uη
+
l (t, z)− uη

−
l (t, z)

= − 2πi
q q
√
tp
e−

2(l−1)πi
q aC q

p

(
(z0 − z)e−

2(l−1)πi
q

q
√
tp

)

dla (t, z) ∈ Sηl(
π(q−p)

p
− ε, r)×D z notacją u0(t, z) = uq(t, z).
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Dowód. Niech û będzie rozwiązaniem formalnym równania (19), w którym
ϕ dane jest jako (22). Zauważmy, że jeśli d 6= ηl mod 2qπ

p
dla l = 1, . . . , q ,

to ϕ spełnia założenie (20).
Z Twierdzenia 7, û jest p

q−p -sumowalny w kierunku θ ∈ R, θ 6= ηl mod 2qπ
p

dla l = 1, . . . , q oraz dla każdego ε > 0 istnieje r > 0 takie, że jego p
q−p -suma

to

uθ(t, z) = 1
q q
√
tp

∫
e
iθp
q R+

(
ϕ(z + s̃) + · · ·+ ϕ(z + e

2(q−1)πi
q s̃)

)
C q
p
(s̃/ q
√
tp) ds̃

dla (t, z) ∈ Sθ(π(q−p)
p
− ε, r)×D.

Zauważmy, że uθ(t, z) = uθ(te
2qπi
p , z) oraz q

p
jest najmniejszą dodatnią

liczbą wymierną, dla której ta równość zachodzi. Liniami Stokesa dla û są
zbiory Lηl , natomiast liniami anty-Stokesa dla û są zbiory L

ηl±
π(q−p)

2p
.

Do wyliczenia skoków przez linie Stokesa weźmy θ1, θ2 6= ηl mod 2qπ
p

i
przyjmijmy, że 0 < θ2 − θ1 <

2π
p
. Postępując jak w dowodzie Twierdzenia 6

otrzymujemy, że

(23) uθ2(t, z)− uθ1(t, z)

= −2πi
∑

z̃∈Bp,q(G,ϕ,z)
ress̃=z̃

[ 1
q q
√
tp

(
ϕ(z+s̃)+· · ·+ϕ(z+e

2(q−1)πi
q s̃)

)
C q
p
(s̃/ q
√
tp)
]

dla t ∈ Sθ1(π(q−p)
p
− ε, r) ∩ Sθ2(π(q−p)

p
− ε, r) oraz z ∈ D, gdzie G =

G(pθ1
q
, pθ2
q

) = {z ∈ C̃ : arg z ∈ (pθ1
q
, pθ2
q

)} oraz Bp,q(G,ϕ, z) jest zbiorem
wszystkich punktów sektora G, w których funkcja

s̃ 7−→ 1
q q
√
tp

(
ϕ(z + s̃) + · · ·+ ϕ(z + e

2(q−1)πi
q s̃)

)
C q
p
(s̃/ q
√
tp)

ma bieguny.

Analogicznie do dowodu Twierdzenia 6 rozważmy następujące przypadki:

Przypadek 1: Niech θ1, θ2 ∈ (ηl−1, ηl) dla pewnego l = 1, . . . , q. Skoro
θ1, θ2 ∈ (ηl−1, ηl), to istnieje r̃ > 0 takie, że B(z0e

− 2(j−1)πi
q , r̃) ∩ G = ∅ dla

j = 1, . . . , q. Wówczas, dla z ∈ Dr̃ zbiór Bp,q(G,ϕ, z) jest pusty, a stąd na
podstawie równości (23) otrzymujemy

uθ2(t, z)− uθ1(t, z) = 0.

Przypadek 2: Niech θ1 < ηl < θ2 dla pewnego l = 1, . . . , q. Wówczas
istnieje r̃ > 0 takie, że B(z0e

− 2(l−1)πi
q , r̃) ⊂ G. Zatem otrzymujemy, że
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Bp,q(G,ϕ, z) = {(z0 − z)e−
2(l−1)πi

q } dla z ∈ Dr̃. W konsekwencji, używając
równości (23) mamy, że

uθ2(t, z)− uθ1(t, z)

= −2πi res
s̃=(z0−z)e

− 2(l−1)πi
q

[ 1
q q
√
tp

(
ϕ(z+s̃)+· · ·+ϕ(z+e

2(q−1)πi
q s̃)

)
C q
p
(s̃/ q
√
tp)
]

= − 2πi
q q
√
tp

res
s̃=(z0−z)e

− 2(l−1)πi
q

[( a

s̃− (z0 − z)+· · ·+ e−
2(q−1)πi

q a

s̃− e−
2(q−1)πi

q (z0 − z)

)
C q
p
(s̃/ q
√
tp)
]

= − 2πi
q q
√
tp
e−

2(l−1)πi
q aC q

p

(
(z0 − z)e−

2(l−1)πi
q

q
√
tp

)
,

dla t ∈ Sθ1(π(q−p)
p
− ε, r) ∩ Sθ2(π(q−p)

p
− ε, r) oraz z ∈ Dr̃.

Biorąc θ1 = η−l oraz θ2 = η+
l dostaniemy, że (t, z) ∈ Sηl(

π(q−p)
p
−ε, r)×Dr̃

dla małych ε > 0. Zatem

JLηl û(t, z) = uη
+
l (t, z)−uη

−
l (t, z) = − 2πi

q q
√
tp
e−

2(l−1)πi
q aC q

p

(
(z0 − z)e−

2(l−1)πi
q

q
√
tp

)
,

dla (t, z) ∈ Sηl(
π(q−p)

p
− ε, r)×Dr̃.

Zauważmy, że dla (t, z) ∈ Sηl(
π(q−p)

p
− ε, r)×Dr̃ zachodzi

− 2πi
q q
√
tp
e−

2(l−1)πi
q aC q

p

(
(z0 − z)e−

2(l−1)πi
q

q
√
tp

)
∼ p

q−p
0.

Zatem uηl
+(t, z) ∼ p

q−p
û(t, z) oraz uηl−(t, z) ∼ p

q−p
û(t, z). �

Uwaga 22. Podobnie jak dla równania przewodnictwa cieplnego możemy
również wyznaczyć linie Stokesa, linie anty-Stokesa oraz skoki w przypadku,
gdy ϕ w równaniu (19) jest funkcją meromorficzną postaci (18) z ϕ̃(z) ∈
O

q
q−p (C).
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5. ZJAWISKO STOKESA W TERMINACH HIPERFUNKCJI

W tej części przejdziemy do opisania skoków przez linie Stokesa przy
pomocy hiperfunkcji. Podobne podejście do problemu można znaleźć w
[8, 15, 23].

Rozpoczniemy od przypomnienia podstawowych informacji dotyczących
teorii dystrybucji stworzonej przez Laurenta Schwartza pod koniec lat 40-
tych XX wieku, a także od hiperfunkcji skonstruowanych przez Mikio Sato
w 1958 roku (więcej informacji o teorii dystrybucji można znaleźć w [6], a
o teorii hiperfunkcji w [10]).

5.1. Dystrybucje i hiperfunkcje. Notacja. Nośnikiem funkcji ϕ nazy-
wamy zbiór suppϕ = {x : ϕ(x) 6= 0}. Przestrzeń wszystkich funkcji ϕ klasy
C∞ o zwartym nośniku na R będziemy oznaczać symbolem C∞0 (R).
Zbiór wszystkich mierzalnych funkcji f : Ω→ C takich, że

∫
K |f |dx <∞ dla

każdego zwartego zbioru K ⊂ Ω będziemy oznaczać przez L1
loc(Ω). Ponadto

dla multiindeksu α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn oznaczmy |α| = α1+α2+. . .+αn
oraz Dα = ∂|α|

∂
α1
x1 ∂

α2
x2 ...∂

αn
xn

.

Definicja 39. Przez przestrzeń funkcji próbnych D(Ω) na zbiorze otwartym
Ω ⊆ Rn będziemy rozumieć klasę funkcji C∞0 (Ω) z następującą zbieżnością:
powiemy, że ciąg {ϕk} ⊂ C∞0 (Ω) jest zbieżny do funkcji ϕ ∈ C∞0 (Ω) w D(Ω)
jeśli

1) istnieje zbiór zwartyK ⊂ Ω taki, że dla każdego k ∈ N nośnik funkcji
ϕk jest zawarty w zbiorze K

2) dla każdego α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn zachodzi zbieżność jedno-
stajna Dαϕk(x)⇒ Dαϕ(x) w Ω.

Definicja 40. Dystrybucją w zbiorze Ω nazywać będziemy funkcjonał li-
niowy i ciągły na D(Ω). Przestrzeń wszystkich dystrybucji będziemy ozna-
czać symbolem D′(Ω).
Przykład 10. Niech Ω ⊆ Rn będzie zbiorem otwartym. Każda funkcja
f ∈ L1

loc(Ω) definiuje dystrybucję f [ϕ] =
∫

Ω f(x)ϕ(x)dx, gdzie ϕ ∈ C∞0 (Ω).
Dystrybucje dające się zapisać w tej postaci będziemy nazywać regularnymi.
Warto zauważyć, że szczególnym przypadkiem takiej funkcji jest funkcja He-
aviside’a określona na R wzorem

H(x) =
{

1 , dla x > 0
0 , dla x < 0.

Przykład 11. Niech Ω ⊆ Rn będzie zbiorem otwartym takim, że 0 ∈ Ω oraz
niech δ oznacza funkcję delta Diraca. Wówczas dla każdego ϕ ∈ C∞0 (R)
mamy, że δ[ϕ] = ϕ(0). Zatem δ jest dystrybucją, która nie jest regularna.



39

Przejdźmy teraz do przypomnienia definicji różniczkowania dystrybucji.

Definicja 41. Niech f ∈ D′(Ω), gdzie Ω ⊆ Rn jest zbiorem otwartym i niech
α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn. Funkcjonał zdefiniowany wzorem Dαf [ϕ] :=
(−1)|α|f [Dαϕ] dla dowolnego ϕ ∈ D(Ω) nazywamy Dα-pochodną dystrybu-
cji f . W przypadku, gdy n = 1 będziemy pisać f (α)[ϕ] := (−1)αf [ϕ(α)].

Przykład 12. Rozważmy ponownie funkcję delta Diraca. Zauważmy, że dla
ϕ ∈ C∞0 (R) pierwsza pochodna ma postać

δ′[ϕ] = −δ[ϕ′] = −ϕ′(0)
oraz jeżeli k ∈ N+, to k-ta pochodna ma postać

δ(k)[ϕ] = (−1)kϕ(k)(0).

Przykład 13. Rozważmy ponownie funkcję Heaviside’a na R. Wówczas dla
ϕ ∈ C∞0 (R) mamy, że

H ′[ϕ] = (−1)H[ϕ′] = −
∫ ∞

0
ϕ′(x)dx = ϕ(0) = δ[ϕ],

natomiast jeżeli k ∈ N+, to k-ta pochodna ma postać

H(k)[ϕ] = (−1)k[ϕ(k)] = (−1)k
∫ ∞

0
ϕ(k)(x)dx = (−1)k+1ϕ(k−1)(0) = δ(k−1)[ϕ].

Wprowadźmy jeszcze definicję dystrybucyjnych wartości brzegowych i przy-
pomnijmy stwierdzenie z nimi związane.

Definicja 42 ([25, Definicja 3.1]). Niech V będzie zbiorem otwartym w C,
V ∩ R = Ω oraz F ∈ O(V \ Ω). Przypuśćmy, że istnieje granica

b±F [ϕ] = F (· ± i0)[ϕ] = lim
ε−→0+

∫
Ω
F (α± iε)ϕ(α)dα

dla każdego ϕ ∈ C∞0 (Ω). Wówczas b±F ∈ D′(Ω) i nazywamy je dystrybucyj-
nymi wartościami brzegowymi odpowiednio z góry (+) i z dołu (-). Różnicę
bF = b+F − b−F (będącą również dystrybucją w D′(Ω)) nazywamy skokiem
F przez R.

Teraz podamy warunek, dzięki któremu funkcja holomorficzna F będzie
miała dystrybucyjne wartości brzegowe b±F .

Definicja 43 (zobacz strona 20, [25]). Niech V będzie zbiorem otwartym w
C, V ∩R = Ω oraz F ∈ O(V \Ω). Powiemy, że funkcja F ma wielomianowy
wzrost przy osi rzeczywistej, jeśli dla każdego zbioru zwartegoK ⊂ Ω istnieją
stałe N = N(K) ∈ N, C = C(K) oraz ε = ε(K) > 0 takie, że

|F (α + iβ)| ≤ C|β|−N , dla α ∈ K, 0 < |β| < ε.
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Stwierdzenie 7 ([25, Twierdzenie 3.2]). Niech F ∈ O(V \ Ω) ma wie-
lomianowy wzrost przy osi rzeczywistej. Wówczas dystrybucyjne wartości
brzegowe b±F istnieją oraz bF = b+F − b−F ∈ D′(Ω).

Przypomnijmy jeszcze jedno ważne twierdzenie dla dystrybucji, które bę-
dzie nam potrzebne w dalszych rozważaniach.

Stwierdzenie 8. (Lokalne twierdzenie strukturalne dla dystrybucji) [6, Stwier-
dzenie 7.1] Niech Ω będzie zbiorem otwartym w Rn, T ∈ D′(Ω) oraz niech K
będzie zbiorem zwartym w Ω. Wówczas istnieją funkcja f ciągła na Ω oraz
α = (α1, α2, . . . αn) ∈ Nn takie, że

T = ∂|α|f

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

na DK(Ω),

gdzie DK(Ω) jest zbiorem wszystkich funkcji h : Ω → C klasy C∞0 (Ω) o
nośniku zawartym w zbiorze K.

Przejdźmy teraz do krótkiego opisu hiperfunkcji, które w odróżnieniu od
dystrybucji definiuje się za pomocą wartości brzegowych funkcji holomor-
ficznych. Warto podkreślić, że dystrybucje stanowią podzbiór w klasie hi-
perfunkcji.

Zaczniemy od następującej definicji

Definicja 44. Otwarty jednospójny zbiór V ⊂ C nazywamy zespolonym
otoczeniem zbioru E ⊂ R, jeżeli zbiór E jest relatywnie domkniętym pod-
zbiorem zbioru V .

Definicja 45. Niech Ω ⊂ R będzie zbiorem otwartym, V będzie zespolonym
otoczeniem zbioru Ω oraz F ∈ O(V \Ω). Klasę równoważności [F ] funkcji F
w O(V \Ω) modulo O(V ) nazywamy hiperfunkcją na Ω. Natomiast funkcję
F nazywamy funkcją definiującą dla hiperfunkcji [F ]. Przestrzeń wszystkich
hiperfunkcji na otwartym zbiorze Ω ⊂ R będziemy oznaczać przez B(Ω), to
znaczy B(Ω) = O(V \ Ω)

/
O(V ).

Przykład 14. Jedne z najważniejszych hiperfunkcji to
a) delta Diraca δ(x) =

[
− 1

2πiz

]
, gdzie Re z = x,

b) funkcja Heaviside’a H(x) =
[
− 1

2πi ln(−z)
]
, gdzie Re z = x.

Tak jak w przypadku dystrybucji możemy zdefiniować różniczkowanie hi-
perfunkcji.

Definicja 46. Niech n ∈ N+. Dla hiperfunkcji f = [F ] ∈ B(Ω) definiujemy
n-tą pochodną f (n) := [F (n)] ∈ B(Ω).
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Przykład 15. Wyznaczmy pochodną delty Diraca

δ′(x) =
[(
− 1

2πiz
)′]

=
[

1
2πiz2

]
,

ogólniej dla n ∈ N+

δ(n)(x) =
[(
− 1

2πiz
)(n)

]
=
[

(−1)n+1n!
2πizn+1

]
,

przy czym Re z = x.

Przykład 16. Obliczmy pochodną funkcji Heaviside’a

H ′(x) =
[(
− 1

2πi ln(−z)
)′]

=
[
− 1

2πiz

]
= δ(x),

natomiast dla n ∈ N+

H(n)(x) =
[(
− 1

2πi ln(−z)
)(n)

]
= δ(n−1)(x),

przy czym Re z = x.

Zajmijmy się teraz włożeniem funkcji analitycznych w hiperfunkcje. Niech
Ω ⊂ R będzie zbiorem otwartym i niech A(Ω) oznacza przestrzeń funkcji
analitycznych na Ω. Skoro każda funkcja analityczna na Ω rozszerza się na
zespolone otoczenie U zbioru Ω, to można zapisać, że przestrzeń A(Ω) jest
równa granicy induktywnej przestrzeni O(U) dla U ⊃ Ω, czyli

A(Ω) = lim−→
U⊃Ω
O(U).

Przestrzeń dualną do przestrzeni A(Ω) będziemy oznaczać symbolem A′(Ω).

Definicja 47. Niech Ω ⊂ R będzie zbiorem otwartym, ϕ ∈ A(Ω) i niech
Φ ∈ O(U) będzie takie, że Φ

∣∣∣
Ω

= ϕ, gdzie U jest zespolonym otoczeniem
zbioru Ω. Ponadto niech U+ = U ∩ {Im z > 0}, U− = U ∩ {Im z < 0} oraz

Φ+(z) =
{

Φ(z) , dla z ∈ U+
0 , dla z ∈ U−.

Definiujemy włożenie A(Ω) ↪→ B(Ω) wzorem
A(Ω) 3 ϕ 7−→ [Φ+] ∈ B(Ω).

Wówczas mówimy, że hiperfunkcja [Φ+] zgadza się z funkcją analityczną ϕ.

Oczywiście wyżej zdefiniowane odwzorowanie zgadza się z odwzorowaniem
A(Ω) 3 ϕ 7−→ −[Φ−] ∈ B(Ω),
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gdzie

Φ−(z) =
{

0 , dla z ∈ U+
Φ(z) , dla z ∈ U−.

Przykład 17. Rozważmy funkcję analityczną ϕ(x) = e−1/x dla x ∈ R \ {0}.
Z jednej strony łatwo widać, że ϕ nie przedłuża się do funkcji analitycznej
na R. Zaś z drugiej strony hiperfunkcja f = [Φ+] z funkcją definiującą

Φ+(z) =
{
e−1/z , dla Im z > 0
0 , dla Im z < 0.

należy do B(Ω). Jej obcięcie do R \ {0} zgadza się z funkcją analityczną
ϕ(x). Innymi słowy funkcja analityczna ϕ rozpatrywana jako hiperfunkcja
przedłuża się do hiperfunkcji f na R.

Przejdźmy teraz do nośników hiperfunkcji i twierdzenia Köthe’go.
Definicja 48. Niech Ω ⊂ R będzie zbiorem otwartym. Nośnikiem hiper-
funkcji f nazywamy najmniejszy domknięty podzbiór zbioru Ω taki, że f
jest równa zeru na jego dopełnieniu w Ω. Nośnik hiperfunkcji f oznaczamy
jako supp f .
Definicja 49. Niech Ω ⊂ R będzie zbiorem otwartym oraz niech K będzie
zbiorem zwartym zawartym w Ω. Przez przestrzeń hiperfunkcji na Ω o
zwartym nośniku w K rozumiemy zbiór postaci

BK(Ω) := {f ∈ B(Ω) : supp f ⊂ K}.

Stwierdzenie 9 (Stwierdzenie 4.1, [25]). Ustalmy zbiór zwarty K ⊂ R.
Wówczas dla każdego zbioru otwartego Ω ⊂ R zawierającego zbiór K i dla
każdego zespolonego otoczenia U zbioru Ω zachodzi izomorfizm

BK(Ω) ' O(U \K)
/
O(U).

Ponadto, jeżeli Ω1,Ω2 są dwoma zbiorami otwartymi w R zawierającymi
zbiór K, to BK(Ω1) ' BK(Ω2). W związku z tym przestrzeń BK(Ω) bę-
dziemy krótko oznaczać przez BK.

Notacja. Niech K ⊂ C będzie zbiorem zwartym. Zbiór wszystkich kieł-
ków holomorficznych na zbiorze K wraz ze strukturą przestrzeni wektorowej
tworzy przestrzeń, którą będziemy oznaczać przez A(K). Natomiast przez
A′(K) będziemy oznaczać przestrzeń funkcjonałów analitycznych na zbiorze
K, czyli przestrzeń dualną do A(K).
Stwierdzenie 10 (Twierdzenie Köthe’go, [11], Twierdzenie 4.4 w [25]). Dla
każdego zbioru zwartego K ⊂ R istnieje naturalny izomorfizm BK ' A′(K)
dany przez

I : BK 3 f 7−→ If ∈ A′(K),



43

przy czym If jest zdefiniowany jako

A(K) 3 ϕ 7−→ If [ϕ] := −
∫
γ
F (z)ϕ(z)dz,

gdzie f = [F ] oraz γ jest krzywą zamkniętą bez samoprzecięć zorientowaną
dodatnio otaczającą zbiór K i leżącą we wspólnym obszarze holomorficzności
F i ϕ.
Odwzorowanie odwrotne to A′(K) 3 g 7−→ J g = [Cg] ∈ BK, gdzie Cg(z) :=
− 1

2πi g
[

1
z−α

]
dla z ∈ C \K jest transformatą Cauchy’ego dla g.

Na końcu tego podrozdziału rozważmy włożenie dystrybucji w hiperfunk-
cje.
Niech K będzie zbiorem zwartym zawartym w R. Przypomnijmy, że DK(Ω)
jest przestrzenią wszystkich funkcji h : Ω → C klasy C∞(Ω) o nośniku
zawartym w zbiorze K. Przestrzeń dualną do niej oznaczamy przez D′K(Ω)
i będziemy nazywać przestrzenią dystrybucji na K. Zauważmy, że każda
dystrybucja u ∈ D′K może być rozważana jako element A′(K), to znaczy, że
istnieje naturalne włożenie D′K ↪→ A′(K).
Na podstawie Stwierdzenia 10 otrzymujemy włożenie

(24) D′K 3 u 7−→ [Cu] ∈ BK , gdzie (Cu)(z) = − 1
2πi u

[ 1
z − α

]
.

Ponadto, zauważmy, że każda dystrybucja u ∈ D′K może być także rozwa-
żana jako skok funkcji Cu ∈ O(C \ K) wielomianowego wzrostu przy osi
rzeczywistej. Korzystając z (24) możemy zapisać b(Cu) = u ' [Cu], gdzie '
jest izomorfizmem ze Stwierdzenia 10.

Przejdźmy wreszcie do rozszerzenia włożenia D′K ↪→ BK do włożenia
D′(Ω) ↪→ B(Ω), gdzie Ω jest zbiorem otwartym w R.

Stwierdzenie 11 ([25, Twierdzenie 4.6]). Każda dystrybucja u ∈ D′(R)
jest skokiem holomorficznej funkcji o wielomianowym wzroście przy osi rze-
czywistej (zobacz Definicja 43). Dokładniej mówiąc, jeżeli L = suppu
(L jest domknięty w R, ale niekoniecznie ograniczony), wówczas istnieje
F ∈ O(C \ L) o wielomianowym wzroście przy osi rzeczywistej takie, że dla
każdego ϕ ∈ C∞0 (R) istnieją granice

lim
ε−→0+

∫ +∞

−∞
F (x± iε)ϕ(x) dx

oraz bF = u, to znaczy

lim
ε−→0+

∫ +∞

−∞

(
F (x+ iε)− F (x− iε)

)
ϕ(x) dx = u[ϕ] dla ϕ ∈ C∞0 (R).

Funkcja F spełniająca powyższy warunek i należąca do O(C \L) jest jedno-
znaczna z dokładnością do funkcji całkowitej.
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Wniosek 3 ([25, Wniosek 4.4]). Odwzorowanie J : D′(R) 3 u 7−→ [F ] ∈
B(R), gdzie F jest funkcją taką, jak w powyższym stwierdzeniu, jest dobrze
zdefiniowane, bo F jest jednoznaczna z dokładnością do funkcji całkowi-
tej (stąd [F] też jest jednoznaczna). Odwzorowanie to definiuje naturalne
włożenie D′L ↪→ BL (L = suppu jest niekoniecznie ograniczony) zgodne z
włożeniem D′K ↪→ BK dla zbioru zwartego K.

Ze Stwierdzenia 7 wynika, że

Wniosek 4. Hiperfunkcja [F ] jest dystrybucją na R wtedy i tylko wtedy, gdy
F ma wielomianowy wzrost przy osi rzeczywistej.

5.2. Skoki przez linie Stokesa w terminach hiperfunkcji. Rozważmy
przestrzeń

Hk(Ld) := Ok(D ∪ (Sd \ Ld))
/
Ok(Ŝd)

hiperfunkcji typu Laplace’a o nośniku w zbiorze Ld ze wzrostem eksponen-
cjalnym rzędu k. To znaczy, że każdą hiperfunkcję G ∈ Hk(Ld) można
zapisać jako

G(s) = [g(s)]d = {g(s) + h(s) : h(s) ∈ Ok(Ŝd)}
dla pewnej funkcji definiującej g(s) ∈ Ok(D ∪ (Sd \ Ld)).

Niech γd będzie krzywą złożoną z półprostych idących z eid−∞ do 0 oraz
z 0 do eid+∞, tzn. γd = −γd− + γd+ , gdzie γd± = Ld± . Ze Stwierdzenia
10 wnioskujemy, że hiperfunkcję G(s) = [g(s)]d możemy traktować jako
analityczny funkcjonał zdefiniowany następująco

G(s)[ϕ(s)] :=
∫
γd

g(s)ϕ(s) ds,(25)

dla małych ϕ ∈ O−k(Ŝd) takich, że funkcja s 7→ g(s)ϕ(s) należy do prze-
strzeni O−k(D ∪ (Sd \ Ld)).

Aby opisać skoki za pomocą hiperfunkcji załóżmy najpierw, że f̂ ∈ C[[t]]
jest k-sumowalny, m jest funkcją momentów rzędu 1/k oraz d jest kierun-
kiem osobliwym. Na podstawie (7) skok dla f̂ przez linię Stokesa Ld jest
dany wzorem
(26) JLd f̂(t) = fd

+(t)− fd−(t) = (Tm,d+ − Tm,d−)B̂mf̂(t).

Zauważmy, że funkcję g0(t) := B̂mf̂(t) ∈ Ok(D ∪ (Sd \ Ld)) możemy
traktować jako funkcję definiującą hiperfunkcji G0(s) := [g0(s)]d ∈ Hk(Ld).
Zatem łącząc (25) z (26) wnioskujemy, że

JLd f̂(t) = G0(s)
[
em(s/t)

s

]
dla t ∈ Sd(

π

k
− ε, r),(27)

gdzie ε > 0 jest dowolne oraz r > 0 jest dostatecznie małe.
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Definicja 50. Zdefiniujmy m-moment operator Laplace’a Tm,d działający
na hiperfunkcję G(s) jako Tm,dG(t) := G(s)

[
em(s/t)

s

]
dla t ∈ Sd(πk − ε, r),

gdzie G(s)[ϕ(s)] jest zdefiniowany przez (25). Zatem korzystając z (27) mo-
żemy opisać skoki w terminach m-moment operatora Laplace’a działającego
na hiperfunkcje jako JLd f̂(t) := Tm,dG0(t) dla t ∈ Sd

(
π
k
− ε, r

)
.

Niech teraz f̂ ∈ C[[t]] będzie k-multisumowalny oraz d będzie takie jak
w Definicji 37 z Ldj jako linią Stokesa na poziomie kj. Dodatkowo, tak jak
w Uwadze 12, załóżmy, że f̂ = f̂1 + · · · + f̂n, gdzie f̂j jest kj-sumowalny.
Wówczas, z Uwagi 12, skok przez linię Stokesa Ldj na poziomie kj dany jest
wzorem

JLdj ,kj f̂(t) = fd+
j (t)−fd−j (t) = f

d+
j

j (t)−fd
−
j

j (t) = (Tmj ,d+
j
−Tmj ,d−j )B̂mj f̂j(t),

dla t ∈ Sdj( πkj − ε, r). Oczywiście możemy opisać skok w terminach hiper-
funkcji tak jak w poprzednim przypadku.

Podobnie, jeśli Ld jest linią Stokesa dla k-sumowalnego û = û(t, z) ∈
O(D)[[t]], to jesteśmy w stanie opisać w terminach hiperfunkcji skoki dla
û(t, z) w punkcie z ∈ D. Mianowicie, mamy, że

JLdû(t, z) = (Tm,dFz)(t) = Fz(s)
[
em(s/t)

s

]
,

gdzie t ∈ Sd(πk − ε, r) oraz Fz(s) = [B̂mû(s, z)]d ∈ Hk(Ld). Analogicznie wy-
liczamy skoki przez linię Stokesa Ldj poziomu kj dla k-multisumowalnego û
spełniającego û = û1 + · · ·+ ûn, gdzie ûi jest ki-sumowalny (i = 1, . . . , n).

W podrozdziałach 5.3 oraz 5.4 prezentujemy wyniki opublikowane w [26].

5.3. Równanie przewodnictwa cieplnego. Rozważmy ponownie równa-
nie przewodnictwa cieplnego (12), w którym ϕ(z) ∈ O2(C̃ \ {z0}) dla pew-
nego z0 ∈ C \ {0}. W podrozdziale 4.1 zakładaliśmy, że z0 jest biegunem,
natomiast teraz zajmiemy się bardziej ogólnym przypadkiem, a mianowicie
z0 będzie punktem osobliwym lub punktem rozgałęzienia.

Najpierw zauważmy, że zbiór Lη, gdzie η := 2θ := 2 arg z0, będzie linią
Stokesa dla

û(t, z) =
∞∑
n=0

ϕ(2n)(z) tn
n! .

Następnie, łatwo widać, że dla każdego dostatecznie małego ε > 0 istnieje
r > 0 takie, że dla każdego ustalonego z ∈ Dr skok będzie miał postać

JLη û(t, z) = uη
+(t, z)− uη−(t, z) = Fz(s)

[
1√
4πt

e−
s2
4t

]
,



46

gdzie t ∈ Sη(π − ε, r) oraz

Fz(s) =
[
ϕ(s+ z) + ϕ(z − s)

]
θz

=
[
ϕ(s+ z)

]
θz

∈ O2
(
D ∪ (Sθ(α) \ Lθz)

)
�O2

(
D ∪ Sθ(α)

)
oraz θz = arg(z0 − z).

Uwaga 23. W dalszej części tego podrozdziału zakładamy, że t ∈ Sη(π −
ε, r) oraz ustalamy z ∈ D (ε, r > 0).

Rozważmy na początek przypadek, w którym z0 jest jednowartościowym
punktem osobliwym funkcji ϕ(z) ∈ O2(C \ {z0})

Twierdzenie 9. Załóżmy, że funkcja ϕ w równaniu (12) ma postać

ϕ(z) =
∞∑
n=1

an
(z − z0)n + ϕ̃(z),

gdzie a1, a2, ... ∈ C oraz lim supn→∞ n

√
|an| = 0, z0 ∈ C \ {0}, ϕ̃(z) ∈ O2(C).

Wówczas dla s ∈ Lθz

Fz(s) =
[ ∞∑
n=1

an
(z + s− z0)n

]
θz

= −2πi
∞∑
n=1

an(−1)n−1

(n− 1)! δ(n−1)(z + s− z0),

gdzie δ jest funkcją delta Diraca oraz δ(n−1) oznacza jej (n− 1) pochodną
Ponadto, skok jest szeregiem zbieżnym postaci

JLη û(t, z) = uη
+(t, z)− uη−(t, z) = −i

√
π

t

∞∑
n=1

an(−1)n−1

(n− 1)!
dn−1

dsn−1 e
− s

2
4t

∣∣∣∣∣∣
s=z0−z

.

Dowód. Zauważmy, że skoro lim supn→∞ n

√
|an| = 0, to szereg ∑∞n=1

an
(z−z0)n

jest zbieżny dla każdego z 6= z0. Ponadto, suma tego szeregu jest ograni-
czona w ∞. Zatem ϕ(z) ∈ O2(C \ {z0}).

Skoro δ(x) =
[
− 1

2πis

]
(zobacz Przykład 14), to δ(x−a) =

[
− 1

2πi(s−a)

]
(gdzie

a ∈ R), to po zróżniczkowaniu n-razy ławo dostajemy, że

δ(n)(x− a) =
[
− (−1)nn!

2πi(s− a)n+1

]
=⇒ −2πi δ(n−1)(x− a)

(−1)n−1(n− 1)! =
[

1
(s− a)n

]
.

Nadmieńmy, iż to samo zajdzie dla a = z0 − z ∈ C.
Zatem dla s ∈ Lθz

Fz(s) =
[ ∞∑
n=1

an
(s+ z − z0)n

]
θz

= −2πi
∞∑
n=1

an(−1)n−1

(n− 1)! δ(n−1)(s+ z − z0).
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A stąd

JLη û(t, z) = uη
+(t, z)− uη−(t, z) = Fz(s)

[
1√
4πt

e−
s2
4t

]

= −2πi
∞∑
n=1

an(−1)n−1

(n− 1)! δ(n−1)(s+ z − z0)
[

1√
4πt

e−
s2
4t

]

= −i
√
π

t

∞∑
n=1

an(−1)n−1

(n− 1)!
dn−1

dsn−1 e
− s

2
4t

∣∣∣∣∣∣
s=z0−z

.

Pozostaje nam udowodnienie zbieżności powyższego szeregu.
Zauważmy także, że z Uwagi 6, skoro s 7→ e−

s2
4t ∈ O2(C), to istnieją Ã, B̃ > 0

takie, że dla każdego t ∈ Sθ(π − ε̃, r) oraz z ∈ Dr (dla dostatecznie małego
ε > 0 oraz ε̃ ∈ (0, ε)) mamy, że∣∣∣∣∣∣δ(n−1)(z + s− z0)

[
e−

s2
4t

]∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ dn−1

dsn−1 e
− s

2
4t

∣∣∣∣∣
s=z0−z

∣∣∣∣∣∣ ≤ ÃB̃n−1((n− 1)!) 1
2 ,

więc
∣∣∣uη+(t, z)− uη−(t, z)

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣−i

√
π

t

∞∑
n=1

an(−1)n−1

(n− 1)! δ(n−1)(z + s− z0)
[
e−

s2
4t

]∣∣∣∣∣
≤
√
π

t

∞∑
n=1

|an|
(n− 1)!

∣∣∣∣∣δ(n−1)(z + s− z0)
[
e−

s2
4t

]∣∣∣∣∣
≤
√
π

t

∞∑
n=1

|an|
(n− 1)!ÃB̃

n−1((n− 1)!) 1
2 =

√
π

t
Ã
∞∑
n=1

|an|B̃n−1

((n− 1)!) 1
2
<∞.

Zatem uzyskujemy żądaną zbieżność szeregu określającego różnicę JLη û(t, z) =
uη

+(t, z)− uη−(t, z). �

W szczególności, z powyższego twierdzenia otrzymujemy poniższe przy-
kłady.

Przykład 18. Załóżmy, że funkcja ϕ w równaniu (12) ma postać

ϕ(z) =
N∑
n=1

an
(z − z0)n + ϕ̃(z),

dla pewnego z0 ∈ C \ {0}, gdzie N ∈ N \ {0}, a1, a2, ...aN ∈ C oraz ϕ̃(z) ∈
O2(C). Wówczas dla s ∈ Lθz

Fz(s) =
[
N∑
n=1

an
(z + s− z0)n

]
θz

= −2πi
N∑
n=1

an(−1)n−1

(n− 1)! δ(n−1)(z + s− z0),
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oraz skok jest postaci

JLη û(t, z) = uη
+(t, z)− uη−(t, z) = −i

√
π

t

N∑
n=1

an(−1)n−1

(n− 1)!
dn−1

dsn−1 e
− s

2
4t

∣∣∣∣∣∣
s=z0−z

.

Przykład 19. Niech funkcja ϕ w równaniu (12) będzie określona wzorem

ϕ(z) = e
1

z−z0 dla pewnego z0 ∈ C \ {0}.

Wówczas dla s ∈ Lθz

Fz(s) =
[
e

1
z+s−z0

]
θz

= −2πi
∞∑
k=0

(−1)k
k!(k + 1)!δ

(k)(z + s− z0),

natomiast skok jest postaci

JLη û(t, z) = uη
+(t, z)− uη−(t, z) = −i

√
π

t

∞∑
k=0

(−1)k
k!(k + 1)!

dk
dsk e

− s
2

4t

∣∣∣∣∣∣
s=z0−z

.

Rozważmy teraz bardziej ogólny przypadek, w którym z0 może być też
punktem rozgałęzienia funkcji ϕ(z).

Definicja 51. Ustalmy z ∈ D. Dla s ∈ Lθz , gdzie θz = arg(z0 − z), zdefi-
niujmy (podobnie jak w [8] oraz [23]) funkcję varFz(s) na Lθz następująco

varFz(s) :=
{

0 , jeśli |s| < |z0 − z|
ϕ
(
z0 + (s+ z − z0)e2πi

)
− ϕ(s+ z) , jeśli |s| > |z0 − z|,

oraz zdefiniujmy funkcję Heaviside’a w kierunku θz jako

Hθz(xeiθz) :=
{

1 , dla x > 0
0 , dla x < 0.

Zatem

Fz(s) =
[
ϕ(s+ z)

]
θz

= −varFz(s) = −varFz(s)Hθz(s+ z − z0).

Czyli JLη û(t, z) = uη
+(t, z)− uη−(t, z) = −varFz(s)

[
1√
4πt e

− s
2

4t

]
, gdzie ogól-

nie −varFz(s) jest funkcją analityczną na Lθz .

Przejdźmy do sformułowania głównego twierdzenia w tym podrozdziale.

Twierdzenie 10. Przy powyższych założeniach rozważmy następujące przy-
padki:
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(1) varFz(s) ∈ L1
loc(Lθz) jest funkcją analityczną wzrostu eksponencjal-

nego rzędu co najwyżej 2 dla |s| > |z0 − z|.
Wówczas, dla odpowiednio małych ε > 0 istnieje r > 0 takie, że skok
ma postać

JLη û(t, z) = uη
+(t, z)− uη−(t, z) = −

∫ eiθz∞

z0−z
varFz(s)

1√
4πt

e−
s2
4t ds,

dla (t, z) ∈ Sη(π − ε, r)×D.
(2) varFz(s) jest dystrybucją na Lθz i jest funkcją analityczną wzrostu

eksponencjalnego rzędu co najwyżej 2 dla |s| > |z0 − z|.
Wtedy istnieją m ∈ N oraz funkcja varF̃z(s) spełniająca założenia z
przypadku (1), takie, że

dm
dsmvarF̃z(s) = varFz(s).

Ponadto, dla dostatecznie małych ε > 0 istnieje r > 0 takie, że skok
ma postać

JLη û(t, z) = uη
+(t, z)− uη−(t, z) = −varFz(s)

[
1√
4πt

e−
s2
4t

]

= − dm
dsmvarF̃ (s)

[
1√
4πt

e−
s2
4t

]
= −varF̃ (s)

[
(−1)m dm

dsm

(
1√
4πt

e−
s2
4t

)]

= −
∫ eiθz∞

z0−z
varF̃z(s) (−1)m dm

dsm

(
1√
4πt

e−
s2
4t

)
ds,

dla (t, z) ∈ Sη(π − ε, r)×D.
(3) varFz(s) jest analitycznym funkcjonałem na Lθz .

Wówczas varFz(s) = ∑∞
n=0 varFz,n(s), gdzie varFz,n(s) spełniają za-

łożenia przypadku (2). Zatem dla każdego n ∈ N istnieją kn ∈ N
oraz funkcje varF̃z,n(s) spełniające założenia przypadku (1) takie, że

varFz,n(s) = dkn
dskn varF̃z,n(s).

Ponadto, dla dostatecznie małych ε > 0 istnieje r > 0 takie, że skok
ma postać

JLη û(t, z) = uη
+(t, z)− uη−(t, z) = −varFz(s)

[
1√
4πt

e−
s2
4t

]

= −
∞∑
n=0

varFz,n(s)
[

1√
4πt

e−
s2
4t

]

= −
∞∑
n=0

∫ eiθz∞

z0−z
varF̃z,n(s) (−1)kn dkn

dskn

(
1√
4πt

e−
s2
4t

)
ds,
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dla (t, z) ∈ Sη(π − ε, r)×D.

Dowód. Ad.(1) Najpierw, zauważmy, że dla każdego z ∈ D funkcja s 7→
varFz(s) jest analityczna na Lθz \ {z0− z}, lokalnie całkowalna i ma wzrost
eksponencjalny rzędu co najwyżej 2 przy s→∞, s ∈ Lθz . Stąd, dla każdego
dostatecznie małego ε > 0 istnieje r > 0 takie, że całka uη+(t, z)− uη−(t, z)
jest dobrze zdefiniowana dla (t, z) ∈ Sη(π − ε, r)×D.

Dla z0 − z = x0e
iθz oraz s = xeiθz , gdzie x0, x > 0, otrzymujemy, że

JLη û(t, z) = uη
+(t, z)− uη−(t, z) = Fz(s)

[
1√
4πt

e−
s2
4t

]

= 1√
4πt

lim
ε−→0+

{∫ ∞
0

ϕ
(
(x+ iε)eiθz + z0 − x0e

iθz
)
e
− 1

4t

(
(x+iε)eiθz

)2

eiθzdx

−
∫ ∞

0
ϕ
(
(x− iε)eiθz + z0 − x0e

iθz
)
e
− 1

4t

(
(x−iε)eiθz

)2

eiθzdx

}

= 1√
4πt

∫ ∞
0

e−
1
4t (xe

iθz )2
eiθz lim

ε−→0+

{
ϕ
(
(x+ iε− x0)eiθz + z0

)
− ϕ

(
(x− iε− x0)eiθz + z0

)}
dx = (∗)

Zauważmy, że
• dla x− x0 > 0, mamy, że

lim
ε−→0+

{
ϕ
(
(x+ iε− x0)eiθz + z0

)
− ϕ

(
(x− iε− x0)eiθz + z0

)}
= ϕ

(
(x− x0)eiθz + z0

)
− ϕ

(
(x− x0)eiθze2πi + z0

)
• dla x− x0 < 0, mamy, że

lim
ε−→0+

{
ϕ
(
(x + iε − x0)eiθz + z0

)
− ϕ

(
(x − iε − x0)eiθz + z0

)}
= 0.

Zatem

(∗) = 1√
4πt

∫ ∞
x0

{
ϕ
(
(x−x0)eiθz+z0

)
−ϕ

(
(x−x0)eiθze2πi+z0

)}
e−

(xeiθz )2
4t eiθzdx

= 1√
4πt

∫ eiθz∞

z0−z

(
ϕ(s+ z)− ϕ

(
(s+ z − z0)e2πi + z0

))
e−

s2
4t ds

= −
∫ eiθz∞

z0−z
varFz(s)

1√
4πt

e−
s2
4t ds.
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Ad.(2) Zauważmy, że skoro varFz(s) jest ciągła na Lθz \ {z0 − z}, to ze
Stwierdzenia 8, istnieją m ∈ N oraz varF̃z(s) ∈ L1

loc(Lθz) takie, że

dm
dsmvarF̃z(s) = varFz(s).

Ponadto, varFz(s) ma wzrost eksponencjalny rzędu co najwyżej 2 przy
s → ∞, s ∈ Lθz , stąd również varF̃z(s) ma wzrost eksponencjalny rzędu
co najwyżej 2 przy s→∞, s ∈ Lθz . Reszta dowodu przebiega analogicznie
do dowodu przypadku (1).

Ad.(3). Ponieważ varFz,n(s) spełnia założenia przypadku (2), to bazując
na wynikach [9], możemy zapisać, że varFz(s) = ∑∞

n=0 varFz,n(s), gdzie
varFz,n(s) spełnia założenia przypadku (2). Wówczas dla każdego n ∈ N
istnieją kn ∈ N oraz funkcje varF̃z,n(s) spełniające założenia przypadku (1)
takie, że varFz,n(s) = dkn

dskn varF̃z,n(s). Reszta dowodu przebiega analogicznie
do dowodu przypadku (1).

�

Podamy teraz dwa przykłady funkcji ϕ(z) spełniającej przypadek (1)
Twierdzenia 10.

Przykład 20. Niech funkcja ϕ w równaniu (12) będzie określona wzorem
ϕ(z) = ln(z − z0) dla pewnego z0 ∈ C \ {0}. Wówczas dla s ∈ Lθz

varFz(s) = 2πiHθz(s+ z − z0),

natomiast skok jest dany wzorem

JLη û(t, z) = uη
+(t, z)− uη−(t, z) = −i

√
π

t

∫ eiθz∞

z0−z
e−

s2
4t ds.

Istotnie, dla |s| > |z0 − z| możemy wyliczyć

varFz(s) = ϕ
(
z0 + (s+ z − z0)e2πi

)
− ϕ(s+ z) =

= ln
(
z0 + (s+ z − z0)e2πi − z0

)
− ln

(
(s+ z)− z0

)
=

= ln
(
(s+ z − z0)e2πi

)
− ln(s+ z − z0) = 2πi.

Przykład 21. Niech teraz funkcja ϕ w równaniu (12) będzie określona wzo-
rem ϕ(z) = (z− z0)λ dla pewnych z0 ∈ C \ {0}, λ /∈ Z oraz λ > −1. Wtedy
dla s ∈ Lθz

varFz(s) = 2iHθz(z + s− z0)(−s− z + z0)λ sin(λπ),
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oraz skok ma postać

JLη û(t, z) = uη
+(t, z)−uη−(t, z) = − i√

πt

∫ eiθz∞

z0−z
e−

s2
4t (−s−z+z0)λ sin(λπ)ds.

Dokładniej mówiąc, dla |s| > |z0 − z|

varFz(s) = ϕ
(
z0 + (z + s− z0)e2πi

)
− ϕ(z + s)

=
((
z0 + (z + s− z0)e2πi

)
− z0

)λ
−
(

(z + s)− z0

)λ
=
(
(z + s− z0)e2πi

)λ
− (z + s− z0)λ = (z + s− z0)λ(e2πiλ − 1)

= 2i(−1)λ(z + s− z0)λ sin(πλ),
ponieważ

sin(πλ) = eiπλ − e−iπλ

2i = e2iπλ − 1
2ieiπλ

=⇒ e2iπλ − 1 = 2ieiπλ sin(πλ) = 2i(−1)λ sin(πλ).

Następnie podamy przykład funkcji ϕ(z) spełniającej przypadek (2) Twier-
dzenia 10.
Przykład 22. Niech ponownie funkcja ϕ w równaniu (12) będzie określona
wzorem ϕ(z) = (z − z0)λ dla z0 ∈ C \ {0}, λ /∈ Z, ale tym razem λ < −1.
Wówczas dla m = b−λc możemy zdefiniować funkcję varF̃z(s) ∈ L1

loc(Lθz)
jako

varF̃z(s) = 2i(−1)λ+m sin(π(λ+m))
(λ+ 1)(λ+ 2) . . . (λ+m)(s+ z − z0)λ+mHθz(s+ z − z0),

zatem

varFz(s) = dm
dsmvarF̃z(s)

= dm
dsm

{
2i(−1)λ+m sin(π(λ+m))
(λ+ 1)(λ+ 2) . . . (λ+m)(s+ z − z0)λ+mHθz(s+ z − z0)

}
,

natomiast skok określony jest jako

JLη û(t, z) = uη
+(t, z)− uη−(t, z)

= −i√
πt

∫ eiθz∞

z0−z

(−1)λ(s+ z − z0)λ+m sin((λ+m)π)
(λ+ 1)(λ+ 2) . . . (λ+m)

dm
dsm

(
e−

s2
4t

)
ds.

Wreszcie podamy przykład funkcji ϕ(z), która spełnia przypadek (3)
Twierdzenia 10.
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Przykład 23. Załóżmy, że funkcja ϕ w równaniu (12) określona jest wzorem
ϕ(z) = e

1
(z−z0)λ , gdzie z0 ∈ C \ {0}, λ /∈ Q oraz λ > 0. Wtedy dla kn = bλnc

możemy zdefiniować funkcje varF̃z,n(s) ∈ L1
loc(Lθz) przez

varF̃z,n(s) = 2i(−s− z + z0)−λn+kn sin((−λn+ kn)π)
n!(−λn+ 1)(−λn+ 2) . . . (−λn+ kn) Hθz(s+ z − z0),

oraz

varFz(s) =
∞∑
n=0

varFz,n(s) =
∞∑
n=0

dkn
dskn varF̃z,n(s)

=
( ∞∑
n=0

dkn
dskn

2i(−s− z + z0)−λn+kn sin((−λn+ kn)π)
n!(−λn+ 1)(−λn+ 2) . . . (−λn+ kn)

)
Hθz(s+ z − z0).

Wówczas skok jest postaci

JLη û(t, z) = uη
+(t, z)− uη−(t, z) =

−
∫ eiθz∞

z0−z

∞∑
n=0

i(−s− z + z0)−λn+kn sin((−λn+ kn)π)√
πtn!(−λn+ 1)(−λn+ 2) . . . (−λn+ kn)

[
(−1)kn dkn

dskn

(
e−

s2
4t

)]
ds.

Zauważmy, że z Uwagi 6 skoro s 7→ e−
s2
4t ∈ O2(C), to istnieją stałe A,B > 0

takie, że dla każdego t ∈ S(θ, π− ε̃, r) oraz z ∈ Dr (dla każdego dostatecznie

małego ε > 0 oraz ε̃ ∈ (0, ε)) mamy, że
∣∣∣∣∣(−1)kn dkn

dskn

(
e−

s2
4t

)∣∣∣∣∣ ≤ ABλn(n!)λ2
oraz ∣∣∣∣∣ 1

n!(−λn+ 1)(−λn+ 2) . . . (−λn+ kn)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
(n!)λ2 +1

<∞,

stąd analogicznie do dowodu Twierdzenia 9 otrzymamy zbieżność powyż-
szych szeregów.

5.4. Uogólnienie równania przewodnictwa cieplnego. Rozważmy po-
nownie uogólnienie równania przewodnictwa cieplnego (19) z funkcją ϕ(z) ∈
O

q
q−p

(
D ∪ ⋃q−1

l=0 S dp
q

+ 2πl
q

( εp
q

)
)
dla pewnego ε > 0.

Wówczas z Twierdzenia 7 jednoznaczne rozwiązanie formalne û(t, z) roz-
patrywanego równania jest p

q−p -sumowalne w kierunku d oraz dla każdego
ψ ∈ (d − ε

2 , d + ε
2) oraz dla każdego ε̃ ∈ (0, ε) istnieje r > 0 takie, że jego

p
q−p -suma u ∈ O(Sd(π(q−p)

p
− ε̃, r) × D) jest dana wzorem (zobacz również
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[19, Twierdzenie 6])

(28)

u(t, z) = uψ(t, z) = 1
q q
√
tp

∫ e
iψp
q ∞

0

(
ϕ(z+s)+· · ·+ϕ(z+e

2(q−1)πi
q s)

)
C q
p
( s
q
√
tp

)ds.

Tak jak w przypadku równania (12), zakładamy, że ϕ(z) ∈ O
q
q−p (C̃ \ {z0}).

Wtedy Lη, gdzie η := qθ/p := q arg z0/p jest linią Stokesa dla û.
Ponadto, dla każdego dostatecznie małego ε > 0 istnieje r > 0 takie, że

dla ustalonego z ∈ Dr i dla t ∈ Sη
(
π(q−p)

p
− ε, r

)
skok ma postać

JLη û(t, z) = uη
+(t, z)− uη−(t, z) = Fz(s)

[
1

q q
√
tp
C q
p
(s/ q
√
tp)
]

=
[
ϕ(z + s) + · · ·+ ϕ(z + e

2(q−1)πi
q s)

]
θz

[
1

q q
√
tp
C q
p
(s/ q
√
tp)
]

=
[
ϕ(z + s)

]
θz

[
1

q q
√
tp
C q
p
(s/ q
√
tp)
]
,

(ostatnia równość wynika z faktu, że w tym przypadku wszystkie punkty
osobliwe występują w funkcji ϕ(z + s)),

gdzie hiperfunkcja Fz(s) =
[
ϕ(z + s) + · · · + ϕ(z + e

2(q−1)πi
q s)

]
θz

należy do

O
q
q−p
(
D ∪ (Sθ(α) \ Lθz)

)
�O

q
q−p
(
D ∪ Sθ(α)

)
, gdzie θz = arg(z0 − z).

Zatem otrzymujemy analogiczne rezultaty jak dla równania przewodnic-
twa cieplnego (12) z tym, że w Twierdzeniu 9 oraz w Twierdzeniu 10 zamie-
niamy 1√

4πt e
− s

2
4t na 1

q q
√
tp
C q
p
(s/ q
√
tp).

5.5. Równania moment różniczkowe ze stałymi współczynnikami.
W tym podrozdziale będziemy rozważać pewne szczególne przypadki równań
moment różniczkowych (dwóch zmiennych zespolonych) ze stałymi współ-
czynnikami, w których dane początkowe są holomorficzne na płaszczyźnie
zespolonej z wyjątkiem skończonej liczby punktów osobliwych lub punktów
rozgałęzienia.

Rozpocznijmy od przypomnienia operatorów uogólniających zwyczajne i
ułamkowe różniczkowanie, a mianowicie od operatorów moment różniczko-
wych zdefiniowanych przez Balsera i Yoshino [4], a także przytoczmy ope-
ratory moment pseudoróżniczkowe wprowadzone w pracach [17, 18].
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Definicja 52. Niechm będzie funkcją momentów. Operator liniowy ∂m,x : E[[x]]→
E[[x]] dany wzorem

∂m,x

( ∞∑
j=0

uj
m(j)x

j
)

:=
∞∑
j=0

uj+1

m(j)x
j

nazywamy operatorem m-moment różniczkowym ∂m,x.
Przykład 24. Jeśli m(u) = Γ1(u) to operator ∂m,x pokrywa się ze zwyczaj-
nym różniczkowaniem ∂x. Ogólnie, jeżeli s > 0 oraz m(u) = Γs(u) to
operator ∂m,x spełnia równość (∂m,xû)(xs) = ∂sx(û(xs)), gdzie ∂sx oznacza
pochodną ułamkową Caputo rzędu s zdefiniowaną jako

∂sx

( ∞∑
j=0

uj
Γs(j)

xsj
)

:=
∞∑
j=0

uj+1

Γs(j)
xsj.

Z powyższej definicji otrzymujemy następujący związek między moment
transformacją Borela, a moment różniczkowaniem.
Stwierdzenie 12. Niech m oraz m′ będą funkcjami momentów. Wówczas
operatory B̂m′ , ∂m,t : E[[t]] → E[[t]] spełniają następujące wzory dla każdego
û ∈ E[[t]] oraz m = mm′

1) B̂m′∂m,tû = ∂m,tB̂m′û,
2) B̂m′P (∂m,t)û = P (∂m,t)B̂m′û dla każdego wielomianu P ze stałymi

współczynnikami.
Teraz, wzorując się na [18], uogólnimy operatory moment różniczkowe do

pewnego rodzaju operatorów pseudoróżniczkowych.
Definicja 53 ([18, Definition 13]). Niechm będzie funkcją momentów rzędu
1/k > 0 oraz λ(ζ) będzie funkcją analityczną zmiennej ξ = ζ1/γ dla |ζ| ≥ r0
(dla pewnych γ ∈ N i r0 > 0) z wielomianowym wzrostem w nieskończono-
ści. Operator moment pseudoróżniczkowy λ(∂m,z) : O1/γ(D)→ O1/γ(D) jest
zdefiniowany jako

λ(∂m,z)ϕ(z) := 1
2γπi

∮ γ

|w|=ε
ϕ(w)

∫ ∞(θ)

r0eiθ
λ(ζ)Em̃(ζ1/γz1/γ)em(ζw)

ζw
dζ dw

dla każdego ϕ ∈ O1/γ(Dr) oraz |z| < ε < r, gdzie m̃(u) := m(u/γ),
Em̃(ζ1/γz1/γ) = ∑∞

n=0
ζn/γzn/γ

m(n/γ) , θ ∈ (− argw − π
2k ,− argw + π

2k ), a także∮ γ
|w|=ε oznacza, że całkujemy γ-razy wzdłuż dodatnio zorientowanego koła
o promieniu ε. Natomiast całkowanie wewnętrznej całki przebiega wzdłuż
półprostej {reiθ : r ≥ r0}.
Definicja 54 ([17, Definition 9]). Niech λ(ζ) będzie funkcją analityczną
zmiennej ξ = ζ1/γ dla |ζ| ≥ r0 (dla pewnych γ ∈ N oraz r0 > 0) z wielo-
mianowym wzrostem w nieskończoności. Wówczas definiujemy rząd bieguna
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q ∈ Q oraz wyraz wiodący λ0 ∈ C \ {0} funkcji λ(ζ) jako liczby spełniające
zależność limζ→∞ λ(ζ)/ζq = λ0. Wówczas piszemy λ(ζ) ∼ λ0ζ

q.

Przytoczmy jeszcze trzy twierdzenia, które będą nam niezbędne w dal-
szych rozważaniach.

Twierdzenie 11 ([18, Twierdzenie 1]). Niech û będzie rozwiązaniem for-
malnym zagadnienia Cauchy’ego postaci

(29)

P (∂m1,t, ∂m2,z)u = 0
∂jm1,tu(0, z) = ϕj(z) ∈ O(D), j = 0, . . . , N − 1,

gdzie m1, m2 funkcjami momentów rzędów odpowiednio s1, s2 > 0 oraz

(30) P (λ, ζ) = P0(ζ)λN −
N∑
j=1

Pj(ζ)λN−j

jest wielomianem dwóch zmiennych, którego stopień to N względem λ.
Wówczas û = ∑l

α=1
∑Nα
β=1 ûαβ, gdzie ûαβ jest rozwiązaniem formalnym rów-

nania pseudoróżniczkowego
(∂m1,t − λα(∂m2,z))βuαβ = 0
∂jm1,tuαβ(0, z) = 0 (j = 0, . . . , β − 2)
∂β−1
m1,tûαβ(0, z) = λβ−1

α (∂m2,z)ϕαβ(z),

gdzie ϕαβ(z) := ∑N−1
j=0 dαβj(∂m2,z)ϕj(z) ∈ O1/γ(D) oraz dαβj(ζ) są pewnymi

funkcjami holomorficznymi zmiennej ξ = ζ1/γ i mają wzrost wielomianowy.
Ponadto, jeżeli qα jest rzędem bieguna funkcji λα(ζ) oraz qα = max{0, qα},

to ûαβ ∈ O1/γ(D)[[t]]qαs2−s1.

Twierdzenie 12 ([20, Stwierdzenie 5]). Niech d ∈ R, K = (qs2 − s1)−1,
ε > 0 oraz m(u) będzie funkcją momentów rzędu 1/K. Załóżmy także, że
û(t, z) ∈ O1/γ(D)[[t]] jest jednoznacznym rozwiązaniem formalnym równa-
nia

(31)


(∂m1,t − λ(∂m2,z))βu = 0
∂jm1,tu(0, z) = 0 (j = 0, . . . , β − 2)
∂β−1
m1,tu(0, z) = λβ−1(∂m2,z)ϕ(z) ∈ O1/γ(D),

gdzie m1,m2 są funkcjami momentów rzędu odpowiednio s1, s2 > 0 i qs2 >
s1, γ ∈ N, λ(ζ) ∼ λ0ζ

q gdzie q = µ/ν dla pewnych względnie pierwszych
liczb µ, ν ∈ N takich, że qγ ∈ N. Niech

(32) ϕ(z) ∈ OqK1/γ

( qγ−1⋃
l=0

Ŝ(d+arg λ0+2lπ)/q(ε/q)
)
.
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Wówczas û(t, z) jest K-sumowalny w kierunku d oraz dla każdego d̃ ∈ (d−
ε
2 , d + ε

2) i dla każdego ε̃ ∈ (0, ε) istnieje r > 0 takie, że jego K-suma
ud̃ ∈ O1,1/γ(Sd̃(π/K − ε̃, r)×D) określona jest wzorem

(33) ud̃(t, z) = SK,d̃û(t, z) = (Tm,d̃v)(t, z) =
∫
eid̃R+

em(s/t)v(s, z)ds
s
,

gdzie v(t, z) = B̂mû(t, z) ma postać
(34)

v(t, z) = tβ−1

(β − 1)!∂
β−1
t

1
2γπi

∮ γ

|w|=ε
ϕ(w)

∫ ∞eiθ
r0eiθ

Em1(tλ(ζ))Em̃2(ζ1/γz1/γ)em2(ζw)
ζw

dζ dw

gdziem1(u) = m1(u)m(u), m̃2(u) = m2(u/γ) oraz θ ∈ (− argw− s2π
2 ,− argw+

s2π
2 ).

Dowód. Zauważmy, że z Twierdzenia 11 wynika, że û(t, z) ∈ O1/γ(D)[[t]]qs2−s1 .
Stąd funkcja v(t, z) := B̂mû(t, z) należy do przestrzeni O1,1/γ(D2). Ponadto,
ze Stwierdzenia 12 otrzymujemy, że funkcja ta spełnia równanie

(∂m1,t − λ(∂m2,z))βv = 0
∂jm1,tv(0, z) = 0 (j = 0, . . . , β − 2)
∂β−1
m1,tv(0, z) = λβ−1(∂m2,z)ϕ(z) ∈ O1/γ(D).

Używając zaś [18, Lemat 3] dostaniemy całkową reprezentację v(t, z) w po-
staci wzoru (34).

Natomiast, skoro ϕ(z) spełnia (32), to na podstawie [18, Lemat 4] wnio-
skujemy, że v(t, z) ∈ OK1,1/γ(Ŝd(ε)×D). Zatem dla każdego d̃ ∈ (d− ε

2 , d+ ε
2)

funkcja ud̃(t, z) := Tm,d̃v(t, z) jest dobrze zdefiniowana oraz z definicji funk-
cji jądrowych (Definicje 21 oraz 22) dla każdego ε̃ ∈ (0, ε) istnieje r > 0
takie, że ud̃ ∈ O1,1/γ(Sd̃(π/K − ε̃, r)×D). �

Twierdzenie 13 ([20, Twierdzenie 2]). Niech û będzie rozwiązaniem for-
malnym równania (31), gdzie ϕ ∈ OqK1/γ(C̃ \ {z0}) dla pewnego z0 ∈ C \ {0}.
Niech K := (qs2 − s1)−1, ηl := q arg z0 + 2lπ

ν
− arg λ0 oraz ul := ud̃ dla

d̃ ∈ (ηl, ηl+1) mod 2qπ (dla l = 0, . . . , µ− 1 z ηµ := η0 + 2qπ), gdzie ud̃ ma
postać (33).

Wówczas zbiory Lηl oraz Lηl± π
2K

(l = 0, . . . , µ−1) są odpowiednio liniami
Stokesa i liniami anty-Stokesa dla û. Ponadto, skok przez linie Stokesa Lηl
określony jest następująco

JLηl û(t, 0) = ul(t, 0)− ul−1(t, 0) = uη
+
l (t, 0)− uη

−
l (t, 0) = Fl(s, 0)

[
em(s/t)

s

]
,

przy czym t ∈ Sηl( πK − ε, r) oraz Fl(s, 0) ∈ HqK(Lηl) zdefiniowane jest jako
Fl(s, 0) := [v(s, 0)]ηl oraz v(s, z) = B̂mû(s, z) ma postać (34).
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Dowód. Zauważmy najpierw, że jeśli d 6= ηl mod 2qπ dla l = 0, . . . , µ − 1
to ϕ spełnia założenie (32) dla dostatecznie małych ε > 0. Na podstawie
Twierdzenia 12 otrzymujemy, że û jest K-sumowalny w kierunku d̃ ∈ R,
d̃ 6= ηl mod 2qπ dla l = 0, . . . , µ − 1, a także jego K-suma ud̃(t, z) spełnia
(33).

Zauważmy, że ud̃(t, z) = ud̃(te2qπi, z) oraz q jest najmniejszą dodatnią
liczbą wymierną, dla której ta równość zachodzi. Ponadto, zbiór kierunków
osobliwych dla û(t, z) modulo 2qπ ma postać {ηl mod 2qπ : l = 0, . . . , µ −
1}. Zatem liniami Stokesa dla û są zbiory Lηl oraz liniami anty-Stokesa dla
û są zbiory Lηl± π

2K
.

Obliczmy teraz skok przez linie Stokesa Lηl .

JLηl û(t, z) = uη
+
l (t, z)− uη

−
l (t, z)

(33)=
∫
e
iη+
l R+

em(s/t)v(s, z)ds
s
−
∫
e
iη−
l R+

em(s/t)v(s, z)ds
s
.

Zatem

JLηl û(t, 0) = Fl(s, 0)
[
em(s/t)

s

]
, dla t ∈ Sd(

π

K
− ε, r)

gdzie Fl(s, 0) ∈ HqK(Lηl) jest hiperfunkcją na Lηl zdefiniowaną przez
Fl(s, 0) := [v(s, 0)]ηl . �

Przejdźmy do rozważania szczególnych przypadków równań moment róż-
niczkowych ze stałymi współczynnikami. Wyliczymy dla nich linie Stokesa
oraz wartości skoków.

Przypadek 1. Rozpocznijmy od następującego równania
∂pm1,tu(t, z) = ∂qzu(t, z) gdzie 0 < ps1 < q,
u(0, z) = ϕ(z),
∂jm1,tu(0, z) = 0, dla j = 1, 2, . . . , p− 1

gdzie ϕ(z) ∈ O
q

q−ps1

(
C̃ \ {z0}

)
dla pewnego z0 ∈ C \ {0} oraz m1 jest

funkcją momentów rzędu s1 > 0 korespondującą z funkcją jądrową em1(z)
rzędu 1/s1.

Powyższe zagadnienie Cauchy’ego ma jednoznaczne rozwiązanie formalne

û(t, z) =
∞∑
n=0

ϕ(qn)(z)
m1(pn) t

pn,
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do którego na początek zastosujemy m-moment transformację Borela otrzy-
mując

(B̂mû)(t, z) =
∞∑
n=0

ϕ(qn)(z)
m1(pn) ·

m1(pn)
Γ(1 + q

p
· pn)t

( p
q

)qn =
∞∑
n=0

ϕ(qn)(z)
(qn)! t(

p
q

)qn

= 1
q

(
ϕ(z + q

√
tp) + ϕ(z + e

2πi
q

q
√
tp) + · · ·+ ϕ(z + e

2(q−1)πi
q

q
√
tp)
)
,

gdzie m(n) := Γ(1+ q
p
n)

m1(n) =
Γ q
p

(n)

m1(n) jest funkcją momentów rzędu q
p
− s1 kore-

spondującą z funkcją jądrową em(z) rzędu p
q−ps1

.

Niech f(s, z) := (B̂mû)(s, z), wówczas po użyciu m-moment transformacji
Laplace’a w nieosobliwym kierunku d dostaniemy

(Tm,df)(t, z) =
∫
eidR+

em(s/t)f(s, z)ds
s

= 1
q

∫
eidR+

em(s/t)
(
ϕ(z+ q

√
sp)+ϕ(z+e

2πi
q

q
√
sp)+· · ·+ϕ(z+e

2(q−1)πi
q

q
√
sp)
)
ds

s
.

Zatem z Twierdzenia 12 , jednoznaczne rozwiązanie formalne û(t, z) tego
zagadnienia Cauchy’ego jest p

q−ps1
-sumowalne w kierunku d oraz dla każdego

ε > 0 istnieje r > 0 takie, że jego p
q−ps1

-suma u ∈ O(Sd(π(q−ps1)
p
− ε, r)×D)

ma postać

u(t, z) = ud(t, z)

= 1
q

∫
eidR+

em(s/t)
(
ϕ(z+ q

√
sp)+ϕ(z+e

2πi
q

q
√
sp)+· · ·+ϕ(z+e

2(q−1)πi
q

q
√
sp)
)
ds

s
.

Niech θ := arg z0, η := qθ
p
. Wtedy Lη+ 2πj

p
(j = 0, 1, . . . , p − 1) są liniami

Stokesa dla û. Dla dostatecznie małego ε > 0 istnieje r > 0 takie, że dla
każdego ustalonego z ∈ Dr skok ma postać

JLη û(t, z) = uη+(t, z)− uη−(t, z) = Fz(s)
[
em(s/t)

s

]

=
[
ϕ(z + q

√
sp) + ϕ(z + e

2πi
q

q
√
sp) + · · ·+ ϕ(z + e

2(q−1)πi
q

q
√
sp)
]
θz

[
em(s/t)
qs

]

=
[
ϕ(z + q

√
sp)
]
θz

[
em(s/t)
qs

]

gdzie θz = arg(z0 − z) oraz t ∈ Sη(π(q−ps1)
p
− ε, r).

Ostatnia równość wynika z faktu, że w tym przypadku wszystkie punkty
osobliwe występują w funkcji s 7→ ϕ(z + q

√
sp).



60

Zauważmy, że na podstawie [3, Twierdzenie 32] można wyliczyć

em(u) = T−m1,d

(
em2

(
1/z

))
(1/u) = − 1

2πi

∫
γ(d)

Em1

(
1
uz

)
p

q

(
1
z

) p
q

e
−
(

1
z

) p
q
dz

z
,

gdzie Em1

(
1
uz

)
= ∑∞

n=0

(
1
uz

)n
m1(n) , m2(n) = Γ(1 + q

p
n) oraz z Przykładu 8

em2(z) = p
q
z
p
q e−z

p
q .

Przypadek 2. Zajmijmy się teraz rozwiązaniem formalnym

û(t, z) =
∞∑
n=0

∂nm2,zϕ(z)
m1(n) tn

równania {
∂m1,tu(t, z) = ∂m2,zu(t, z),
u(0, z) = ϕ(z)

gdzie ϕ(z) ∈ O
1

s2−s1

(
C̃ \ {z0}

)
dla pewnego z0 ∈ C\{0} orazm1 jest funkcją

momentów rzędu s1 > 0 korespondującą z funkcją jądrową em1(z) rzędu
1/s1, m2 jest funkcją momentów rzędu s2 > 0 korespondującą z funkcją
jądrową em2(z) rzędu 1/s2 i s2 > s1.

Najpierw zastosujmy m-moment transformację Borela do û(t, z)

(B̂mû)(t, z) = B̂m
( ∞∑
n=0

∂nm2,zϕ(z)
m1(n) tn

)
=
∞∑
n=0

∂nm2,zϕ(z)
m2(n) tn,

gdzie m(n) := m2(n)/m1(n) jest funkcją momentów rzędu s2− s1 korespon-
dującą z funkcją jądrową em(z) rzędu k := 1

s2−s1
.

Na podstawie [17, Stwierdzenie 3] łatwo widać, że dla |z| < ε < r i n ∈ N
zachodzi

∂nm2,zϕ(z) = 1
2πi

∮
|w|=ε

ϕ(w)
∫ ∞(ψ)

0
ζnEm2(zζ)em2(wζ)

wζ
dζdw,

dla ψ ∈ (− argw − πs2
2 ,− argw + πs2

2 ). Zatem

(B̂mû)(t, z) =
∞∑
n=0

∂nm2,zϕ(z)tn

m2(n)

=
∞∑
n=0

1
2πi

∮
|w|=ε

ϕ(w)
∫ ∞(ψ)

0

ζntn

m2(n)Em2(zζ)em2(wζ)
wζ

dζdw

= 1
2πi

∮
|w|=ε

ϕ(w)
∫ ∞(ψ)

0
Em2(tζ)Em2(zζ)em2(wζ)

wζ
dζdw.
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Niech f(s, z) := (B̂mû)(s, z), wówczas po użyciu m-moment transformacji
Laplace’a w nieosobliwym kierunku d otrzymamy, że

(Tm,df)(t, z) =
∫
eidR+

em(s/t)f(s, z)ds
s

=
∫
eidR+

em(s/t)
(

1
2πi

∮
|w|=ε

ϕ(w)
∫ ∞(ψ)

0
Em2(sζ)Em2(zζ)em2(wζ)

wζ
dζdw

)
ds

s
.

Zauważmy, że z [3, Twierdzenie 32] funkcja em(u) ma postać

(35) em(u) = T−m1,d

(
em2

(
1/z

))
(1/u) = − 1

2πi

∫
γ(d)

Em1

(
1
uz

)
em2(1/z)dz

z
,

gdzie Em1

(
1
uz

)
= ∑∞

n=0

(
1
uz

)n
m1(n) .

Zatem z Twierdzenia 12 jednoznaczne rozwiązanie formalne û(t, z) tego
zagadnienia Cauchy’ego jest k-sumowalne w kierunku d oraz dla każdego
ε > 0 istnieje r > 0 takie, że jego k-suma u ∈ O(Sd(πk − ε, r)×D) dana jest
wzorem

u(t, z) = ud(t, z)

=
∫
eidR+

em(s/t)
(

1
2πi

∮
|w|=ε

ϕ(w)
∫ ∞(ψ)

0
Em2(sζ)Em2(zζ)em2(wζ)

wζ
dζdw

)
ds

s
.

Wtedy Lη, gdzie η = θ := arg z0, jest linią Stokesa dla û. Dla z = 0 skok
ma postać

JLη û(t, 0) = uη
+(t, 0)− uη−(t, 0) = F0(s)

[
em(s/t)

s

]

=
[

1
2πi

∮
|w|=ε

ϕ(w)
∫ ∞(ψ)

0
Em2(sζ)em2(wζ)

wζ
dζdw

]
θ

[
em(s/t)

s

]
,

dla t ∈ Sη(πk − ε, r).
Przy użyciu [3, formuła (5.15)] możemy wyliczyć∫ ∞(ψ)

0
Em2(sζ)em2(wζ)

wζ
dζ = 1

w − s
,

a stąd

JLη û(t, 0) =
[

1
2πi

∮
|w|=ε

ϕ(w)
w − s

dw

]
θ

[
em(s/t)

s

]
=
[
ϕ(s)

]
θ

[
em(s/t)

s

]
,

przy czym ostatnia równość wynika ze wzoru całkowego Cauchy’ego.
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Przypadek 3. Rozważmy teraz następujące równanie
∂qm1,tu(t, z) = ∂qm2,zu(t, z),
u(0, z) = ϕ(z),
∂jm1,tu(0, z) = 0, dla j − 1, 2, . . . , q − 1

gdzie ϕ(z) ∈ O
1

s2−s1 (C̃ \ {z0}) dla pewnego z0 ∈ C\{0} oraz m1 jest funkcją
momentów rzędu s1 > 0 korespondującą z funkcją jądrową em1(z) rzędu
1/s1, m2 jest funkcją momentów rzędu s2 > 0 korespondującą z funkcją
jądrową em2(z) rzędu 1/s2 i s2 > s1.

Zauważmy, że skoro

∂qm1,t − ∂
q
m2,z = (∂m1,t − ∂m2,z)(∂m1,t − e

2πi
q ∂m2,z) · . . . · (∂m1,t − e

2πi(q−1)
q ∂m2,z),

to
û(t, z) = û0(t, z) + û1(t, z) + . . .+ ûq−1(t, z),

gdzie dla j = 0, 1, . . . , q − 1

ûj(t, z) = 1
q

∞∑
n=0

∂nm2,zϕ(z)
m1(n)

(
e

2πij
q

)n
tn,

jest rozwiązaniem formalnym równania ∂m1,tuj(t, z) = e
2πij
q ∂m2,zuj(t, z),

uj(0, z) = 1
q
ϕ(z) ∈ O

1
s2−s1 (C̃ \ {z0}).

Bazując na rozumowaniu z Przypadku 2 dla każdego ûj(t, z) otrzymamy,
że

uj(t, z) =
∫
eidR+

em(s/t)
(

1
2πi

∮
|w|=ε

ϕ(w)
∫ ∞(ψ)

0
Em2(se

2πij
q ζ)Em2(zζ)em2(wζ)

wζ
dζdw

)
ds

s
.

Zatem Lη+ 2πj
q

są liniami Stokesa dla û(t, z), gdzie η = θ = arg z0 oraz
j = 0, . . . , q − 1. Ponadto

JLη ûj(t, 0) =
[

1
2πi

∮
|w|=ε

ϕ(w)
w − se

2πij
q

dw

]
θ

[
em(s/t)
qs

]
=
[
ϕ
(
se

2πij
q

)]
θ

[
em(s/t)
qs

]

=


[
ϕ(s)

]
θ

[
em(s/t)
qs

]
, dla j = 0

0, dla j = 1, 2, . . . , q − 1,

gdzie funkcja em dana jest wzorem (35). Stąd

JLη û(t, 0) =
[ q−1∑
j=0

ϕ
(
se

2πij
q

)]
θ

[
em(s/t)
qs

]
=
[
ϕ(s)

]
θ

[
em(s/t)
qs

]
,
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dla t ∈ Sη(πk − ε, r), gdzie k = 1
s2−s1

oraz ε > 0 jest dowolne, natomiast
r > 0 jest dostatecznie małe.

Przypadek 4. Przejdźmy teraz do bardziej ogólnego równania tzn.

(36)


∂pm1,tu(t, z) = ∂qm2,zu(t, z), gdzie 0 < ps1 < qs2,
u(0, z) = ϕ(z),
∂jm1,tu(0, z) = 0, dla j = 1, 2, . . . , p− 1

gdzie ϕ(z) ∈ O
q

qs2−ps1

(
C̃ \ {z0}

)
dla pewnego z0 ∈ C\{0} orazm1 jest funk-

cją momentów rzędu s1 > 0 korespondującą z funkcją jądrową em1(z) rzędu
1/s1, m2 jest funkcją momentów rzędu s2 > 0 korespondującą z funkcją
jądrową em2(z) rzędu 1/s2.

Powyższe zagadnienie Cauchy’ego ma rozwiązanie formalne postaci

û(t, z) =
∞∑
n=0

∂qnm2,zϕ(z)
m1(pn) tpn.

Z Twierdzenia 13 wynika, że Lη+ 2πj
p

są liniami Stokesa dla û(t, z), gdzie
η = q

p
θ, θ := arg z0 oraz j = 0, . . . , p − 1. Aby wyznaczyć skoki przez

te linie Stokesa przyjmijmy, że v(t, z) := u(t
q
p , z) oraz m̃1(n) := m1

(
pn
q

)
jest funkcją momentów rzędu s1p

q
> 0 korespondującą z funkcją jądrową

em̃1(z) = q
p
em1

(
z
q
p

)
rzędu q

s1p
. Wtedy

v̂(t, z) =
∞∑
n=0

∂qnm2,zϕ(z)
m̃1(qn) tqn

jest rozwiązaniem formalnym równania

(37)


∂qm̃1,tv(t, z) = ∂qm2,zv(t, z),
v(0, z) = ϕ(z) ∈ O

q
qs2−ps1 (C̃ \ {z0}),

∂jm̃1,tv(0, z) = 0, dla j = 1, 2, . . . , q − 1.

Zauważmy, że û(t, z) jest rozwiązaniem formalnym równania (36) wtedy i
tylko wtedy, gdy v̂(t, z) jest rozwiązaniem formalnym równania (37) (zobacz
także [17, Lemat 3]).

W tym przypadku redukujemy nasz problem do tego, który rozważaliśmy
w Przypadku 3 – zatem na podstawie otrzymanych wyników, mamy, że

vj(t, z) =
∫
eidR+

em(s/t)
(

1
2πi

∮
|w|=ε

ϕ(w)
∫ ∞(ψ)

0
Em2(se

2πij
q ζ)Em2(zζ)em2(wζ)

wζ
dζdw

)
ds

s
,
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więc

JLθ v̂j(t, 0) =
[

1
2πi

∮
|w|=ε

ϕ(w)
w − se

2πij
q

dw

]
θ

[
em(s/t)
qs

]
=
[
ϕ
(
se

2πij
q

)]
θ

[
em(s/t)
qs

]

=


[
ϕ(s)

]
θ

[
em(s/t)
qs

]
, dla j = 0

0, dla j = 1, 2, . . . , q − 1,
gdzie em ma postać

em(u) = T−m̃1,d

(
em2

(
1/z

))
(1/u) = − 1

2πi

∫
γ(d)

Em̃1

(
1
uz

)
em2(1/z)dz

z
,

przy czym

Em̃1

(
1
uz

)
=
∞∑
n=0

(
1
uz

)n
m̃1(n) =

∞∑
n=0

(
1
uz

)n
m1(pn

q
) .

Zatem

JLθ v̂(t, 0) =
[ q−1∑
j=0

ϕ
(
se

2πij
q

)]
θ

[
em(s/t)
qs

]
=
[
ϕ(s)

]
θ

[
em(s/t)
qs

]
,

dla t ∈ Sθ(πk − ε, r), gdzie k = q
qs2−ps1

oraz ε > 0 jest dowolne, natomiast
r > 0 jest dostatecznie małe.
Stąd

JLη û(t, 0) = JLθ v̂(t
p
q , 0) =

[
ϕ(s)

]
θ

[
em(s/t

p
q )

qs

]
, dla t ∈ Sη

(qπ
pk
− ε, r

)
.

5.6. Równania różniczkowe ze zmiennymi współczynnikami. W tym
podrozdziale przedstawimy wyniki opublikowane w [27], a mianowicie zba-
damy zjawisko Stokesa dla pewnych równań różniczkowych cząstkowych ze
zmiennymi współczynnikami, w których dane początkowe są holomorficzne.

Rozważmy następujące równanie

(38)
{
∂tu(t, z) = a(∂tt)ptq∂rzu(t, z), with p, q, r ∈ N0, a ∈ C
u(0, z) = ϕ(z) ∈ O(D).

Powyższe zagadnienie Cauchy’ego ma jednoznaczne rozwiązanie formalne

û(t, z) =
∞∑
n=0

an(n!)p−1 (q + 1)n(p−1) ϕ(nr)(z) tn(q+1).

Zajmijmy się przypadkami, gdy r = 0 oraz r > 0.

Przypadek 1. Niech r = 0 oraz m1(n) = Γ
(
1 + n

q+1

)
będzie funkcją

momentów rzędu 1
q+1 korespondującą z funkcją jądrową em1(z) rzędu q+ 1.



65

(a) Załóżmy, że p = 0. Wówczas

û(t, z) =
∞∑
n=0

an(n!)−1 (q + 1)−n ϕ(z) tn(q+1)

= ϕ(z)
∞∑
n=0

(
a(q + 1)−1tq+1

)n
n! = ϕ(z)e

atq+1
q+1

jest funkcją całkowitą zmiennej t. Zatem nie istnieją kierunki oso-
bliwe.

(b) Załóżmy, że p = 1. Wówczas

û(t, z) =
∞∑
n=0

anϕ(z) tn(q+1) = ϕ(z)
1− atq+1 , o ile

∣∣∣atq+1
∣∣∣ < 1

jest funkcją analityczną dla |t| < |a|−
1
q+1 , a więc nie istnieją kierunki

osobliwe.
(c) Niech teraz p ≥ 2. Ze Stwierdzenia 6 wynika, że funkcja

m(n) := m1(n) · . . . ·m1(n)︸ ︷︷ ︸
(p−1)−razy

=
(

Γ
(
1 + n

q + 1
))p−1

jest funkcją momentów rzędu p−1
q+1 korespondującą z funkcją jądrową

em(z) rzędu q+1
p−1 .

Rozpoczniemy od zastosowania m-moment transformacji Borela
do û(t, z).

(B̂mû)(t, z) =
∞∑
n=0

an(n!)p−1 (q + 1)n(p−1) ϕ(z)
m(n(q + 1)) tn(q+1)

=
∞∑
n=0

an(n!)p−1 (q + 1)n(p−1) ϕ(z)(
Γ
(
1 + n(q+1)

q+1

))p−1 tn(q+1) =
∞∑
n=0

an(n!)p−1 (q + 1)n(p−1) ϕ(z)(
Γ
(
1 + n

))p−1 tn(q+1)

=
∞∑
n=0

an(n!)p−1 (q + 1)n(p−1) ϕ(z)
(n!)p−1 tn(q+1) = ϕ(z)

1− a (q + 1)p−1 tq+1 ,

jeśli
∣∣∣a (q + 1)p−1 tq+1

∣∣∣ < 1.
Niech f(s, z) := (B̂mû)(s, z), wówczas stosując m-moment trans-

formację Laplace’a w nieosobliwym kierunku d otrzymamy, że

(Tm,df)(t, z) =
∫
eidR+

em

(
s

t

)
f(s, z)ds

s
=
∫
eidR+

em

(
s

t

)
ϕ(z)

1− a (q + 1)p−1 sq+1
ds

s
.
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Zatem jeśli d 6= 2kπ−arg a
q+1 dla k ∈ Z, to jednoznaczne rozwiązanie

formalne û(t, z) równania (38) jest q+1
p−1 -sumowalne w kierunku d oraz

dla każdego ε > 0 istnieje r̃ > 0 takie, że jego q+1
p−1 -suma u(t, z) ∈

O(Sd(π(p−1)
q+1 − ε, r̃)×D) ma postać

u(t, z) = ud(t, z) =
∫
eidR+

em

(
s

t

)
ϕ(z)

1− a (q + 1)p−1 sq+1
ds

s
.

Niech dk := 2kπ−arg a
q+1 dla k = 0, . . . , q. Wtedy Ldk są liniami

Stokesa dla û, natomiast skok jest dany przez

JLdk û(t, z) = ud
+
k (t, z)−ud

−
k (t, z) = Fz(s)

[
em(s/t)

s

]
=
[
B̂mû(s, z)

][em(s/t)
s

]

=
[

ϕ(z)
1− a (q + 1)p−1 sq+1

]
dk

[
em(s/t)

s

]
=

 ϕ(z)(
1− a

1
q+1 (q + 1)

p−1
q+1 s

)
· . . . ·

(
1− a

1
q+1 (q + 1)

p−1
q+1 e

2πiq
q+1 s

)

dk

[
em(s/t)

s

]

= 2πi ϕ(z)∏q
j=0
j 6=k

(
1− a

1
q+1 (q + 1)

p−1
q+1 e

2πij
q+1
(

1
a

) 1
q+1 (q + 1)−

p−1
q+1 e−

2πik
q+1
)×

em

((
1
a

) 1
q+1 (q + 1)−

p−1
q+1 e−

2πik
q+1 t−1

)
(

1
a

) 1
q+1 (q + 1)−

p−1
q+1 e−

2πik
q+1

= 2πi ϕ(z)∏q
j=0
j 6=k

(
1− (e2πi)

j−k
q+1

) em
((

1
a

) 1
q+1 (q + 1)−

p−1
q+1 e−

2πik
q+1 t−1

)
(

1
a

) 1
q+1 (q + 1)−

p−1
q+1 e−

2πik
q+1

= 2πi ϕ(z)
q + 1

em

((
1
a

) 1
q+1 (q + 1)−

p−1
q+1 e−

2πik
q+1 t−1

)
(

1
a

) 1
q+1 (q + 1)−

p−1
q+1 e−

2πik
q+1

,

dla t ∈ Sdk(
π(p−1)
q+1 − ε̄, r̄), gdzie ε̄ > 0 jest dowolne, natomiast r̄ > 0

jest dostatecznie małe.
Zauważmy, że z [3, Twierdzenie 31] wynika, że możemy wyliczyć
funkcję em(z) indukcyjnie ze względu na p, czyli

• Niech p = 2, wówczas m0 := m(n) = m1(n) oraz

em0(z) = em1(z) z Przykładu 8= (q + 1)zq+1e−z
q+1
.
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• Niech p = 3, wówczas m1(n) := m(n) = m1(n)m0(n) oraz

em1(z) = Tm1,d

(
em0

(1
u

))(1
z

)
=
∫
eidR+

em1(uz) em0

(1
u

)
du

u

z Przykładu 8=
∫
eidR+

(q + 1)(uz)q+1e−(uz)q+1(q + 1)
(1
u

)q+1
e
−
(

1
u

)q+1
du

u

=
∫
eidR+

(q + 1)2zq+1e−(uz)q+1
e
−
(

1
u

)q+1
du

u
.

• Niech p = 4, wówczas m2(n) := m(n) = m1(n)m1(n) oraz

em2(z) = Tm1,d

(
em1

(1
u

))(1
z

)
=
∫
eidR+

em1(uz) em1

(1
u

)
du

u

z Przykładu 8=
∫
eidR+

(q + 1)(uz)q+1e−(uz)q+1
em1

(1
u

)
du

u
.

• Zatem, ogólnie, jeżeli p ≥ 3, tomp−2(n) := m(n) = m1(n)mp−3(n)
oraz

emp−2(z) = Tm1,d

(
emp−3

(1
u

))(1
z

)
=
∫
eidR+

em1(uz) emp−3

(1
u

)
du

u

z Przykładu 8=
∫
eidR+

(q + 1)(uz)q+1e−(uz)q+1
emp−3

(1
u

)
du

u
.

Przypadek 2. Przyjmijmy teraz, że r > 0 oraz niech m1(n) = Γ
(
1 +

n
q+1

)
będzie funkcją momentów rzędu 1

q+1 korespondującą z funkcją jądrową
em1(z) rzędu q + 1, natomiast niech m2(n) = Γ

(
1 + nr

q+1

)
będzie funkcją

momentów r
q+1 korespondującą z funkcją jądrową em2(z) rzędu q+1

r
.

(a) Niech r = 1 oraz p = 0. Wówczas funkcja

û(t, z) =
∞∑
n=0

an(n!)−1 (q + 1)−n ϕ(n)(z) tn(q+1)

=
∞∑
n=0

(
a(q + 1)−1tq+1

)n
ϕ(n)(z)

n! = ϕ

(
z + atq+1

q + 1

)
dla dostatecznie małych z oraz t jest funkcją analityczną, a zatem
nie istnieją kierunki osobliwe.

(b) Niech r > 1, p = 0 oraz ϕ(z) ∈ O
r
r−1

(
C̃ \ {z0}

)
dla pewnego

z0 ∈ C \ {0}. Wówczas ze Stwierdzenia 5 funkcja m(n) := m2(n)
m1(n) =
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Γ
(

1+ nr
q+1

)
Γ
(

1+ n
q+1

) jest funkcją momentów rzędu r−1
q+1 korespondującą z funkcją

jądrową em(z) rzędu q+1
r−1 .

Rozpocznijmy od zastosowania m-moment transformacji Borela
do û(t, z).

(B̂mû)(t, z) =
∞∑
n=0

an(n!)−1 (q + 1)−n ϕ(nr)(z)
m(n(q + 1)) tn(q+1)

=
∞∑
n=0

an(n!)−1 (q + 1)−n ϕ(nr)(z)

Γ
(
1 + n(q+1)r

q+1

)(
Γ
(
1 + n(q+1)

q+1

))−1 t
n(q+1) =

∞∑
n=0

an(n!)−1 (q + 1)−n ϕ(nr)(z)

Γ(1 + nr)
(

Γ(1 + n)
)−1 tn(q+1)

=
∞∑
n=0

an(n!)−1 (q + 1)−n ϕ(nr)(z)
(nr)!(n!)−1 tn(q+1) =

∞∑
n=0

(
a

1
r (q + 1)− 1

r t
q+1
r

)nr
ϕ(nr)(z)

(nr)!

= 1
r

r−1∑
j=0

ϕ

(
z + e

2πj
r
ia

1
r (q + 1)− 1

r t
q+1
r

)
.

Niech f(s, z) := (B̂mû)(s, z), następnie stosując m-moment trans-
formację Laplace’a w nieosobliwym kierunku d otrzymamy, że

(Tm,df)(t, z) =
∫
eidR+

em

(
s

t

)
f(s, z)ds

s

= 1
r

∫
eidR+

em

(
s

t

) r−1∑
j=0

ϕ

(
z + e

2πj
r
ia

1
r (q + 1)− 1

r s
q+1
r

)
ds

s
.

Zatem jednoznaczne rozwiązanie formalne û(t, z) równania (38) jest
q+1
r−1 -sumowalne w kierunku d oraz dla każdego ε > 0 istnieje r̃ > 0
takie, że jego q+1

r−1 -suma u ∈ O(Sd(π r−1
q+1 − ε, r̃) × D) określona jest

wzorem

u(t, z) = ud(t, z) = 1
r

∫
eidR+

em

(
s

t

) r−1∑
j=0

ϕ

(
z + e

2πj
r
ia

1
r (q + 1)− 1

r s
q+1
r

)
ds

s
.

Niech θz := arg(z0− z), ηl := rθz−2πl−arg a
q+1 , gdzie l = 0, 1, . . . , r−1.

Wówczas Lηl są liniami Stokesa dla û. Dla dostatecznie małego ε > 0
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istnieje r > 0 takie, że dla każdego ustalonego z ∈ Dr skok ma postać

JLηl û(t, z) = uη
+
l (t, z)−uη

−
l (t, z) = Fz(s)

[
em(s/t)

s

]
=
[
B̂mû(s, z)

][em(s/t)
s

]

=
[
r−1∑
j=0

ϕ

(
z + e

2πj
r
ia

1
r (q + 1)− 1

r s
q+1
r

)]
ηl

[
em(s/t)
rs

]

=
[
ϕ
(
z + e

2πl
r
ia

1
r (q + 1)− 1

r s
q+1
r

)]
ηl

[
em(s/t)
rs

]
,

dla t ∈ Sηl(
π(r−1)
q+1 − ε̄, r̄), gdzie ε̄ > 0 jest dowolne, natomiast r̄ > 0

jest dostatecznie małe.
Ostatnia równość wynika z faktu, że w tym konkretnym przy-

padku wszystkie punkty osobliwe pojawiają się w funkcji s 7→ ϕ
(
z+

e
2πl
r
ia

1
r (q + 1)− 1

r s
q+1
r

)
.

Ponadto, zauważmy, że z [3, Twierdzenia 32] możemy wyliczyć
funkcję

em(u) = T−m1,d

(
em2

(1
z

))(1
u

)
= − 1

2πi

∫
γ(d)

Em1

( 1
uz

)
em2

(1
z

)
dz

z

z Przykładu 8= − 1
2πi

∫
γ(d)

∞∑
v=0

(uz)−v
m1(v)

q + 1
r

(1
z

) q+1
r

e
−
(

1
z

) q+1
r
dz

z

= − 1
2πi

∫
γ(d)

E 1
q+1

( 1
uz

)
q + 1
r

(1
z

) q+1
r

e
−
(

1
z

) q+1
r
dz

z
.

(c) Niech teraz r > 1, p 6= 0 oraz ϕ(z) ∈ O
r

p−1+r

(
C̃ \ {z0}

)
dla pew-

nego z0 ∈ C \ {0}. Wówczas ze Stwierdzenia 5 funkcja m(n) :=

m2(n) ·m1(n) · . . . ·m1(n)︸ ︷︷ ︸
(p−1)−razy

= Γ
(
1 + nr

q+1

)(
Γ
(
1 + n

q+1

))p−1

jest funk-

cją momentów rzędu p−1+r
q+1 korespondującą z funkcją jądrową em(z)

rzędu q+1
p−1+r .
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Zastosujmy najpierw m-moment transformację Borela do û(t, z).

(B̂mû)(t, z) =
∞∑
n=0

an(n!)p−1 (q + 1)n(p−1) ϕ(nr)(z)
m(n(q + 1)) tn(q+1)

=
∞∑
n=0

an(n!)p−1 (q + 1)n(p−1) ϕ(nr)(z)

Γ
(
1 + n(q+1)r

q+1

)(
Γ
(
1 + n(q+1)

q+1

))p−1 t
n(q+1)

=
∞∑
n=0

an(n!)p−1 (q + 1)n(p−1) ϕ(nr)(z)

Γ(1 + nr)
(

Γ(1 + n)
)p−1 tn(q+1)

=
∞∑
n=0

an(n!)p−1 (q + 1)n(p−1) ϕ(nr)(z)
(nr)!(n!)p−1 tn(q+1)

=
∞∑
n=0

(
a

1
r (q + 1) p−1

r t
q+1
r

)nr
ϕ(nr)(z)

(nr)!

= 1
r

r−1∑
j=0

ϕ

(
z + e

2πj
r
ia

1
r (q + 1)

p−1
r t

q+1
r

)
.

Niech f(s, z) := (B̂mû)(s, z), następnie stosując m-moment trans-
formację Laplace’a w nieosobliwym kierunku d otrzymamy, że

(Tm,df)(t, z) =
∫
eidR+

em(s/t)f(s, z)ds
s

= 1
r

∫
eidR+

em(s/t)
r−1∑
j=0

ϕ

(
z + e

2πj
r
ia

1
r (q + 1)

p−1
r s

q+1
r

)
ds

s
.

Zatem jednoznaczne rozwiązanie formalne û(t, z) równania (38)
jest q+1

p−1+r -sumowalne w kierunku d oraz dla każdego ε > 0 istnieje
r̃ > 0 takie, że jego q+1

p−1+r -suma u(t, z) ∈ O(Sd(π p−1+r
q+1 − ε, r̃) ×D)

ma postać

u(t, z) = ud(t, z) = 1
r

∫
eidR+

em(s/t)
r−1∑
j=0

ϕ

(
z + e

2πj
r
ia

1
r (q + 1)

p−1
r s

q+1
r

)
ds

s
.

Niech θz := arg(z0 − z), ηl := rθz−2πl−arg a
q+1 , gdzie l = 0, 1, . . . , r − 1.

Wówczas Lηl są liniami Stokesa dla û. Dla dostatecznie małego ε > 0
istnieje r̃ > 0 takie, że dla każdego ustalonego z ∈ Dr̃ skok opisany
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jest jako

JLηl û(t, z) = uη
+
l (t, z)−uη

−
l (t, z) = Fz(s)

[
em(s/t)

s

]
=
[
B̂mû(s, z)

][em(s/t)
s

]

=
[
r−1∑
j=0

ϕ

(
z + e

2πj
r
ia

1
r (q + 1)

p−1
r s

q+1
r

)]
ηl

[
em(s/t)
rs

]

=
[
ϕ
(
z + e

2πl
r
ia

1
r (q + 1)

p−1
r s

q+1
r

)]
ηl

[
em(s/t)
rs

]
,

dla t ∈ Sηl(π p−1+r
q+1 − ε̄, r̄), gdzie ε̄ > 0 jest dowolne, natomiast r̄ > 0

jest dostatecznie małe.
Podobnie jak w Przypadku 1, ostatnia równość wynika z faktu,

że wszystkie kierunki osobliwe występują w funkcji s 7→ ϕ
(
z +

e
2πl
r
ia

1
r (q + 1) p−1

r s
q+1
r

)
.

Zauważmy, że z [3, Twierdzenia 31] możemy wyliczyć funkcję em(z)
przez indukcję ze względu na p, a mianowicie

• Niech p = 1, wtedy m0 := m(n) = m2(n) oraz

em0(z) = em2(z) z Przykładu 8= q + 1
r

z
q+1
r e−z

q+1
r .

• Niech p = 2, wtedy m1(n) := m(n) = m0(n)m1(n) oraz

em1(z) = Tm1,d

(
em0

(1
u

))(1
z

)
=
∫
eidR+

em1(uz) em0

(1
u

)
du

u

z Przykładu 8=
∫
eidR+

(q + 1)(uz)q+1e−(uz)q+1 q + 1
r

(1
u

) q+1
r

e
−
(

1
u

) q+1
r
du

u
.

• Niech p = 3, wtedy m2(n) := m(n) = m1(n)m1(n) oraz

em2(z) = Tm1,d

(
em1

(1
u

))(1
z

)
=
∫
eidR+

em1(uz) em1

(
1
u

)
du

u

z Przykładu 8=
∫
eidR+

(q + 1)(uz)q+1e−(uz)q+1
em1

(
1
u

)
du

u
.
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• Stąd, w ogólności, jeżeli p ≥ 2, tomp−1(n) := m(n) = mp−2(n)m1(n)
oraz

emp−1(z) = Tm1,d

(
emp−2

(1
u

))(1
z

)
=
∫
eidR+

em1(uz) emp−2

(
1
u

)
du

u

z Przykładu 8=
∫
eidR+

(q + 1)(uz)q+1e−(uz)q+1
emp−2

(
1
u

)
du

u
.

Podsumowując otrzymane w powyższych przypadkach wyniki, możemy
sformułować następujące twierdzenia:

Twierdzenie 14. Niech d 6= 2kπ−arg a
q+1 dla k ∈ Z. Załóżmy, że û(t, z) jest

jednoznacznym rozwiązaniem formalnym równania (38), gdzie r = 0 oraz
p ≥ 2. Wówczas û(t, z) jest q+1

p−1-sumowalny w kierunku d oraz dla każdego
ε > 0 istnieje r̃ > 0 takie, że jego q+1

p−1-suma u(t, z) ∈ O(Sd(π(p−1)
q+1 −ε, r̃)×D)

dana jest wzorem

u(t, z) = ud(t, z) = (Tm,d B̂mû)(t, z) =
∫
eidR+

em

(
s

t

)
ϕ(z)

1− a (q + 1)p−1 sq+1
ds

s
.

Ponadto, jeśli dk := 2kπ−arg a
q+1 dla k = 0, . . . , q, to Ldk są liniami Stokesa dla

û oraz skok ma postać

JLdk û(t, z) = 2πi ϕ(z)
q + 1

em

((
1
a

) 1
q+1 (q + 1)−

p−1
q+1 e−

2πik
q+1 t−1

)
(

1
a

) 1
q+1 (q + 1)−

p−1
q+1 e−

2πik
q+1

,

dla t ∈ Sdk(
π(p−1)
q+1 − ε̄, r̄), gdzie ε̄ > 0 jest dowolne, natomiast r̄ > 0 jest

dostatecznie małe.

Twierdzenie 15. Niech û(t, z) będzie jednoznacznym rozwiązaniem formal-
nym równania (38), w którym p ≥ 0, r > 1 oraz ϕ(z) ∈ O

r
p−1+r

(
C̃ \ {z0}

)
dla pewnego z0 ∈ C \ {0}. Wówczas û(t, z) jest q+1

p−1+r -sumowalny w kie-
runku d oraz dla każdego ε > 0 istnieje r̃ > 0 takie, że jego q+1

p−1+r -suma
u ∈ O(Sd(π p−1+r

q+1 − ε, r̃)×D) dana jest wzorem

u(t, z) = ud(t, z) = (Tm,d B̂mû)(t, z)

= 1
r

∫
eidR+

em(s/t)
r−1∑
j=0

ϕ

(
z + e

2πj
r
ia

1
r (q + 1)

p−1
r s

q+1
r

)
ds

s
.

Ponadto, jeśli θz := arg(z0 − z), ηl := rθz−2πl−arg a
q+1 , gdzie l = 0, 1, . . . , r − 1,

to Lηl są liniami Stokesa dla û(t, z) oraz dla każdego dostatecznie małego
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ε > 0 istnieje r̃ > 0 takie, że dla każdego ustalonego z ∈ Dr̃ skok ma postać

JLηl û(t, z) =
[
ϕ
(
z + e

2πl
r
ia

1
r (q + 1)

p−1
r s

q+1
r

)]
ηl

[
em(s/t)
rs

]
,

dla t ∈ Sηl(π p−1+r
q+1 − ε̄, r̄), gdzie ε̄ > 0 jest dowolne, natomiast r̄ > 0 jest

dostatecznie małe.
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6. ZJAWISKO STOKESA W TERMINACH FUNKCJI
RESURGENTNYCH

W tym rozdziale pokażemy (różne od poprzednich) podejście do zjawiska
Stokesa przy użyciu funkcji resurgentnych. Będzie opierać się na książce
[21].

Definicja 55. Niech Ω będzie niepustym, domkniętym, dyskretnym pod-
zbiorem zbioru C, niech ϕ̂(ζ) ∈ C{ζ} będzie holomorficznym kiełkiem w
zerze. Powiemy, że ϕ̂ jest Ω-przedłużalnym kiełkiem, jeśli istnieje r > 0
nie większe od promienia zbieżności szeregu ϕ̂ takie, że D∗r ∩ Ω = ∅ oraz ϕ̂
ma analityczne przedłużenie wzdłuż dowolnej krzywej w C \Ω startującej z
dowolnego punktu należącego do D∗r .
Zbiór wszystkich takich kiełków będziemy oznaczać symbolem R̂Ω, oczywi-
ście R̂Ω ⊂ C{ζ}.

Każdy element przestrzeni Cδ⊕C{ζ} (przy czym Cδ⊕C{ζ} to przestrzeń
C × C{ζ}, w której element (1, 0) oznaczamy przez δ oraz podprzestrzeń
{0} × C{ζ} identyfikujemy z C{ζ}) postaci cδ + ϕ̂, gdzie c ∈ C oraz ϕ̂ jest
Ω-przedłużalnym kiełkiem nazywamy Ω-resurgentną funkcją.

Przykład 25. Ω-przedłużalnym kiełkiem jest funkcja postaci f(ζ) = 1
(ζ−ω)2 ,

gdzie ω ∈ Ω \ {0}.

Uwaga 24. Niech ρ(Ω) := min{|ω| : ω ∈ Ω \ {0}}. Dowolny ϕ̂ ∈ R̂Ω jest
holomorficznym kiełkiem w 0 o promieniu zbieżności niemniejszym od ρ(Ω)
i w Definicji 55 zawsze można przyjąć r = ρ(Ω).

Uwaga 25. Od tej chwili, jeżeli γ : [a, b] → C jest krzywą oraz ϕ̂ jest
holomorficznym kiełkiem w γ(a), który dopuszcza analityczne przedłużenie
wzdłuż krzywej γ, wtedy przez contγϕ̂ oznaczamy powstały w wyniku tego
przedłużenia holomorficzny kiełek w γ(b).

Przejdziemy teraz do definicji osobliwości (w tym rozdziale rozróżniamy
osobliwości i punkty osobliwe – te drugie są lokalizacjami tych pierwszych).
Rozpocznijmy od następującej definicji

Definicja 56. Powiemy, że funkcja f ma spiralne przedłużenie wokół zera,
jeżeli funkcja f jest holomorficzna na otwartym dysku D, do brzegu którego
należy 0 oraz jeżeli dla każdego L > 0 istnieje ρ > 0 takie, że funkcja f
może być analitycznie przedłużona wzdłuż dowolnej krzywej o długości nie
większej od L, startującej z D ∩D∗ρ i zostającej w D∗ρ.

Musimy teraz wyodrębnić jedną ze spójnych składowych dla π−1(D) w
C̃ (gdzie π jest takie jak w (4)), ale niestety nie istnieje wybór kanoniczny.
Zatem wybierzmy ζ0 ∈ C̃ takie, że π(ζ0) jest środkiem dysku D, wówczas
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spójną składową dla π−1(D), która zawiera ζ0, jest D̃ := D̃(ζ0, R0)
(
przy

czym D̃(ζ0, R0) jest zbiorem klas równoważności wszystkich krzywych γ po-
wstałych przez konkatenację (zobacz przypis w Uwadze 3) reprezentanta dla
ζ oraz odcinka startującego z π(ζ) i zawartego w D(π(ζ), R0)

)
– to właśnie

będzie wyodrębniona spójna składowa.
Skoro π indukuje biholomorfizm D̃

∼−→ D, to możemy identyfikować funk-
cję f z holomorficzną na D̃ funkcją f̌ := f ◦ π. Następnie, ponieważ f ma
spiralne przedłużenie wokół zera, to f̌ przedłuża się analitycznie do zbioru

V (h) = {ζ = reiθ : 0 < r < h(θ), θ ∈ R} ⊂ C̃,
gdzie h : R→ (0,+∞) jest funkcją ciągłą.

Definicja 57. Niech h : R → (0,+∞) będzie funkcją ciągłą oraz f̌ :
V (h) → C będzie funkcją holomorficzną. Definiujemy przestrzeń ANA

wszystkich osobliwych kiełków następująco: na zbiorze wszystkich par (f̌ , h)
określamy relację równoważności

(f̌1, h1) ∼ (f̌2, h2)⇐⇒ f̌1 ≡ f̌2 na V (h1) ∩ V (h2)
i określamy ANA jako jej zbiór ilorazowy.
Przykład 26. Niech funkcja f będzie holomorficzna na dyskuD∗ρ dla pewnego
ρ > 0. W szczególności jest ona holomorficzna na D = D

(
ρ
2 ,

ρ
2

)
. Dla

dowolnego wyboru spójnej składowej dla π−1(D) w C̃ otrzymujemy takie
same f̌ := f ◦ π w V (h) ze stałą funkcją h(θ) ≡ ρ. Korespondujący element
przestrzeni ANA identyfikuje się z szeregiem Laurenta w 0 dla f , który ma
postać ∑

n∈Z
anζ

n = S(1/ζ) +R(ζ),

gdzie R(ζ) := ∑
n≥0 anζ

n i ma promień zbieżności większy lub równy ρ oraz
S(ξ) := ∑

n>0 a−nξ
n i ma nieskończony promień zbieżności.

Przykład 27. Niech funkcja f ma postać f(ζ) = ϕ̂(ζ)Logζ, gdzie ϕ̂ jest
funkcją holomorficzną na dysku Dρ, dla pewnego ρ > 0, oraz Log oznacza
gałąź główną logarytmu. Wtedy możemy zdefiniować f̌(ζ) := ϕ̂(π(ζ))logζ,
dla ζ ∈ V (h) ze stałą funkcją h(θ) ≡ ρ. Otrzymujemy sytuację podobną do
opisanej w Przykładzie 26, gdzie D = D

(
ρ
2 ,

ρ
2

)
oraz D̃ jest spójną składową

dla π−1(D) , która jest zawarta w powierzchni gałęzi głównej logarytmu3 Ũ0

3Niech U = C \ R−. Zauważmy, że zbiór Ũ := π−1(U) jest zbiorem otwartym w
przestrzeni C̃, który ma nieskończenie wiele spójnych składowych postaci Ũm := {reiθ ∈
C̃ : r > 0, 2πm − π < θ < 2πm + π,m ∈ Z}. W szczególności, rzutowanie π indukuje
biholomorfizm π0 : Ũ0

∼→ U . Powierzchnią gałęzi głównej logarytmu nazywamy zbiór
Ũ0 ⊂ C̃, który za pomocą π0 identyfikujemy ze zbiorem U ⊂ C.
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przestrzeni C̃. Odpowiadający element przestrzeni ANA identyfikuje się z(∑
n≥0

anζ
n

)
logζ,

gdzie ∑n≥0 anζ
n jest szeregiem Taylora w zerze dla ϕ̂, który ma promień

zbieżności większy bądź równy ρ.

Przykład 28. Dla α ∈ C \ {0} definiujemy gałąź główną dla ζα jako eαLogζ ,
dla ζ ∈ C \ R−. Jeśli wybierzemy D i D̃ takie jak w Przykładzie 27, to
ζα := eαlogζ jest korespondującym osobliwym kiełkiem, który przedłuża się
holomorficznie na całe C̃.

Definicja 58. Osobliwościami nazywamy elementy przestrzeni ilorazowej
SING := ANA/C{ζ}. Kanoniczne rzutowanie oznaczamy przez sing0 oraz
używamy notacji

sing0 :

ANA −→ SING

f̌ 7−→
O
f = sing0

(
f̌(ζ)

)
.

Dowolny reprezentant f̌ osobliwości
O
f nazywamy majorem dla

O
f .

Przykład 29. Najprostszym przypadkiem jest biegun jednokrotny lub biegun
rzędu k, dla których wprowadzamy oznaczenia

δ := sing0

( 1
2πiζ

)
, δ(k) := sing0

((−1)kk!
2πiζk+1

)
dla k ≥ 0.

Zatem osobliwość dla Przykładu 26 możemy zapisać w postaci

2πi
∞∑
k=0

(−1)k
k! a−k−1δ

(k).

Uwaga 26. Zauważmy, że powyższe oznaczenia zgadzają się, z dokładnością
do znaku, z wprowadzoną wcześniej deltą Diraca δ(x) oraz jej pochodnymi
(zobacz Przykład 14 oraz Przykład 15).

Przykład 30. W Przykładzie 27 osobliwy kiełek f̌ był zdefiniowany z funkcji
holomorficznej postaci f(ζ) = ϕ̂(ζ)Logζ, gdzie ϕ̂ ∈ C{ζ}, poprzez utożsa-
mienie przestrzeni U = C \ R− z przestrzenią gałęzi głównej logarytmu Ũ0
przestrzeni C̃, zatem możemy traktować f̌ jako majora.

Definicja 59. Odwzorowanie liniowe indukowane przez odwzorowanie f̌(ζ) 7−→
f̌(ζ)− f̌(ζe−2πi) oznaczamy przez

V ar :

SING −→ ANA
O
f = sing0(f̌) 7−→ f̂(ζ) = f̌(ζ)− f̌(ζe−2πi).
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Kiełek f̂ = V ar
O
f nazywamy minorem osobliwości dla

O
f .

Uwaga 27. Zauważmy, że powyższe odwzorowanie V ar zgadza się z wcze-
śniej zdefiniowanym odwzorowaniem var (zobacz Definicja 51), jeżeli w varFz(s)
weźmiemy z0 − z = 0.

Uwaga 28. Odwzorowanie V ar jest dobrze zdefiniowane, gdyż nie zależy
od wyboru reprezentanta f̌ osobliwości

O
f . Mianowicie niech f̌1, f̌2 będą róż-

nymi reprezentantami osobliwości
O
f , wówczas

O
f = sing0(f̌1) = sing0(f̌2),

a stąd f̌2 = f̌1 + h, gdzie h jest pewną funkcją holomorficzną. Zatem
V ar

(
sing0(f̌1)

)
= f̌1(ζ) − f̌1(ζe−2πi), a także zachodzi V ar

(
sing0(f̌2)

)
=

f̌2(ζ) − f̌2(ζe−2πi) = f̌1(ζ) + h(ζ) −
(
f̌1(ζe−2πi) + h(ζe−2πi)

)
= f̌1(ζ) −

f̌1(ζe−2πi).

Przykład 31. Dla każdej funkcji ϕ̂ holomorficznej na dysku D∗ρ mamy, że

V ar

(
sing0

(
ϕ̂(ζ) logζ

2πi
))

= ϕ̂(ζ) logζ
2πi − ϕ̂(ζe−2πi) log(ζe−2πi)

2πi

= ϕ̂(ζ) ln|ζ|+ iargζ
2πi − ϕ̂(ζe−2πi) ln|ζ|+ iargζ − 2πi

2πi = ϕ̂(ζ).

Definicja 60. Prostą osobliwością nazywamy dowolną osobliwość postaci
O
ϕ = aδ + sing0

(
ϕ̂(ζ) logζ

2πi

)
, gdzie a ∈ C oraz ϕ̂(ζ) ∈ C{ζ}. Przestrzeń

wszystkich prostych osobliwości oznaczamy przez SINGsimp. Funkcja f
określona na dysku otwartym D, takim, że 0 ∈ ∂D, ma prostą osobliwość
w zerze, jeśli ma spiralne przedłużenie wokół zera oraz dla każdego wyboru
obszaru D̃ ⊂ C̃, który rzutuje różnowartościowo na część dziedziny funkcji
f , formuła f̌ := f ◦ π|D̃ określa majora prostej osobliwości.

Przykład 32. Niech ϕ̂(ζ) = a
ζ
, gdzie a ∈ C. Wówczas sing0

(
ϕ̂(ζ)

)
=

sing0

(
a
ζ

)
= 2πiaδ.

Przykład 33. Niech ϕ̂(ζ) = logζ
1−ζ . Wówczas sing0

(
ϕ̂(ζ)

)
= sing0

(
logζ
1−ζ

)
=

1
1−ζ sing0(logζ) = 2πi

1−ζ .

Uwaga 29. Innymi słowy, przestrzeń SINGsimp jest obrazem odwzorowa-
nia liniowego

aδ + ϕ̂(ζ) ∈ C⊕ C{ζ} 7−→ aδ + sing0

(
ϕ̂(ζ) logζ

2πi

)
∈ SING.
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Powyższe odwzorowanie jest różnowartościowe, stąd otrzymujemy izomor-
fizm

Cδ ⊕ C{ζ} ∼−→ SINGsimp.

Stąd wynika również, że Ω-resurgentne funkcje możemy traktować jako pro-
ste osobliwości.

Definicja 61. Niech Ω będzie niepustym, domkniętym, dyskretnym pod-
zbiorem zbioru C, takim, że 0 ∈ Ω. Definiujemy SINGΩ przestrzeń Ω-
resurgentnych osobliwości jako przestrzeń wszystkich osobliwości Oϕ ∈ SING,
których minory ϕ̂ = V ar

O
ϕ ∈ ANA są Ω-przedłużalne w następującym sen-

sie: niech V (h) ⊂ C̃ będzie zbiorem, w którym ϕ̂ definiuje funkcję holomor-
ficzną, ϕ̂ dopuszcza analityczne przedłużenie wzdłuż dowolnej krzywej γ̃ w
C̃ startującej z V (h) takiej, że π ◦ γ̃ zawiera się w C \Ω. Wówczas zachodzi

SINGsimp ∩ SINGΩ ↪→ Cδ ⊕ C{ζ} = SINGsimp ↪→ SING.

Przykład 34. Niech ϕ(ζ) = 1
1+ζ log(ζ). Funkcja ta ma osobliwości należące

do zbioru Ω = {−1, 0}.

Definicja 62. Niech Ω będzie niepustym, domkniętym, dyskretnym pod-
zbiorem zbioru C i niech ω ∈ Ω. Niech γ będzie krzywą w C \ Ω startującą
z punktu ζ0 ∈ D∗ρ(Ω) i o końcu w punkcie ζ1 takim, że istnieje otwarty dysk
D ⊂ C \ Ω o środku w punkcie ζ1, do brzegu którego należy ω, oraz ξ ∈ C̃
spełnia π(ξ) = −ω + ζ1. Wówczas definiujemy odwzorowanie liniowe

Aγ,ξω : Cδ ⊕ R̂Ω −→ SING

nazywane obcym operatorem powiązanym z (ω, γ, ξ) za pomocą formuły

Aγ,ξω (aδ + ϕ̂) := sing0

(
f̌(ζ)

)
, f̌(ζ) = contγϕ̂(ω + π(ζ)) dla ζ ∈ D̃(ξ),

gdzie D̃(ξ) ⊂ C̃ jest spójną składową π−1(−ω +D), która zawiera ξ.

Uwaga 30. Operator obcy Aγ,ξω mierzy osobliwość w punkcie ω dla prze-
dłużenia analitycznego wzdłuż krzywej γ minora ϕ̂. Oczywiście, jeżeli ω nie
jest punktem osobliwym dla contγϕ̂, to Aγ,ξω (ϕ̂) = 0. Ponadto, przecięciem
jąder wszystkich operatorów Aγ,ξω jest przestrzeń Cδ ⊕O(C).

Przykład 35. Rozważmy ϕ̂(ζ) = −1
ζ
Log(1− ζ), niech Ω = {0, 1} oraz niech

γ będzie krzywą zawartą w (0, 1) o końcu w punkcie ζ1 = 1
2 . Zajmijmy

się najpierw osobliwością w punkcie ω = 0. Dla każdego ξ rzutującego na
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0 + ζ1 = 1
2 , skoro ξ = 1

2e
2πik, mamy, że

Aγ,ξ0 (ϕ̂) = sing0

(
contγϕ̂

(
π(ζ)

))
= sing0

(
− 1
π(ζ)Log

(
1− π(ζ)

))

= sing0

(
− 1
ζe−2πik log

(
1− ζe−2πik

))
= 0,

ponieważ na gałęzi głównej logarytmu funkcja − 1
ζe−2πik log

(
1− ζe−2πik

)
nie

ma osobliwości w zerze. Rozważmy teraz osobliwość w punkcie ω = 1. Dla
każdego ξ rzutującego na −1 + ζ1 = −1

2 skoro ξ = −1
2e

2πik, to

Aγ,ξ1 (ϕ̂) = sing0

(
contγϕ̂

(
1 + π(ζ)

))
= sing0

(
− 1

1 + π(ζ)Log
(
− π(ζ)

))

= sing0

(
− 1

1 + ζe−2πikLog
(
− ζe−2πik

))
= − 1

1 + ζ
sing0

(
Log(ζe−(2k+1)πi)

)
= − 1

1 + ζ
sing0

(
log(ζ)− (2k + 1)πi

)
= − 2πi

1 + ζ
.

Jeśli γ okrąża N razy osobliwość ω = 1, to

Aγ,ξ1 (ϕ̂) = sing0

(
contγϕ̂

(
1 + π(ζ)

))
= sing0

(
− 1

1 + π(ζ)Log
(
− π(ζ)

))

= sing0

(
− 1

1 + ζe−2πike2πiN Log
(
− ζe−2πike2πiN

))

= − 1
1 + ζ

sing0

(
Log(ζe−(2k−2N+1)πi)

)
= − 1

1 + ζ
sing0

(
log(ζ)− (2k − 2N + 1)πi

)
= − 2πi

1 + ζ
.

Natomiast, jeżeli γ okrąża N razy osobliwość ω = 1 oraz ξ rzutuje na
0 + ζ1 = 1

2 to

Aγ,ξ0 (ϕ̂) = sing0

(
contγϕ̂

(
π(ζ)

))
= sing0

(
− 1
π(ζ)Log

(
1− π(ζ)

))

= sing0

(
− 1
ζe−2πikLog

(
1− ζe−2πik

)
+ 2πiN

)
= −(2πi)2Nsing0

(
1

2πiζ

)
= −(2πi)2Nδ.

Definicja 63. Niech Ω będzie niepustym, domkniętym, dyskretnym pod-
zbiorem zbioru C. Prostą Ω-resurgentą funkcją nazywamy każdą Ω-resurgentną
funkcję Oϕ taką, że dla dowolnych (ω, γ, ξ), takich jak w Definicji 62, Aγ,ξω

O
ϕ

jest prostą osobliwością.
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Zbiór wszystkich prostych Ω-resurgentnych funkcji oznaczamy symbolem
Cδ ⊕ R̂simp

Ω , gdzie R̂simp
Ω jest zbiorem wszystkich Ω-resurgentnych funkcji

nieposiadających wyrazu wolnego.

Przykład 36. Funkcja ϕ̂(ζ) = 1
ζ
log(1 + ζ) jest prostą Ω-resurgentną funkcją

dla Ω = {0, 1}.

Stwierdzenie 13 ([21, Lemat 6.54]). Niech (ω, γ, ξ) będą takie jak w Defi-
nicji 62. Wówczas

O
ϕ ∈ Cδ ⊕ R̂Ω =⇒ Aγ,ξω

O
ϕ ∈ SING−ω+Ω

O
ϕ ∈ Cδ ⊕ R̂simp

Ω =⇒ Aγ,ξω
O
ϕ ∈ Cδ ⊕ R̂simp

−ω+Ω.

Ponadto, w ostatnim przypadku Aγ,ξω
O
ϕ nie zależy od wyboru ξ w π−1(−ω+ζ1),

więc możemy zapisać krótko Aγω
O
ϕ.

Zatem mamy zdefiniowany operator
Aγω : Cδ ⊕ R̂simp

Ω −→ Cδ ⊕ R̂simp
−ω+Ω.

Definicja 64. Niech ω ∈ Ω. Operatorem obcym w ω nazywamy każdą
kombinację liniową złożenia operatorów postaci

Aγrω−ωr−1 ◦ . . . ◦ A
γ2
ω2−ω1 ◦ A

γ1
ω1

traktowaną jako operatory Cδ ⊕ R̂simp
Ω −→ Cδ ⊕ R̂simp

−ω+Ω, gdzie r ≥ 1,
ω1, ω2, . . . , ωr−1 ∈ Ω oraz γj jest dowolną krzywą w C\(−ωj−1+Ω) startującą
z D∗ρ(−ωj−1+Ω) i o końcu w dysku Dj ⊂ D \ (−ωj−1 + Ω), do brzegu którego
należy ωj − ωj−1 dla wszystkich j = 1, 2, . . . , r (przy ustaleniu, że ω0 =
ω, ωr = ω), więc operator Aγjωj−ωj−1 : R̂simp

−ωj−1+Ω −→ R̂
simp
−ωj+Ω jest dobrze

zdefiniowany.

Przykład 37. Niech ϕ̂(ζ) = cω
ζ−ω + g(ζ), gdzie g jest funkcją holomorficzną

w otoczeniu punktu ω. Wówczas Aγω(ϕ̂) = sing0

(
contγϕ̂

(
ω + π(ζ)

))
=

sing0

(
contγ

(
cω
π(ζ) +g

(
ω+π(ζ)

)))
= sing0( cω

ζ
) = cωsing0

(
1
ζ

)
= 2πicωδ. Stąd

jeśli ϕ̂(ζ) będzie funkcją meromorficzną, regularną w zerze, której wszystkie
bieguny są biegunami jednokrotnymi, które znajdują się w zbiorze Ω, to
wówczas Aγω(ϕ̂) nie zależy od γ oraz Aγωϕ̂ = 2πicωδ, gdzie cω to residuum
funkcji ϕ̂ w punkcie ω.

Przykład 38. Z powyższego przykładu łatwo widać, że dla dowolnej krzywej
γ oraz

• ϕ̂(ζ) = 1
1+ζ , mamy, że Aγ−1ϕ̂ = 2πiδ,

• ϕ̂(ζ) = 1
1−es−ζ , gdzie s ∈ C, mamy, że Aγs+2πikϕ̂ = 2πiδ dla k ∈ Z,
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• ϕ̂(ζ) = ζ−2
(
ζ
2ctg( ζ2)− 1

)
, mamy, że Aγ2πimϕ̂ = 1

m
δ dla m ∈ Z \ {0}.

Definicja 65. Niech Ω będzie niepustym, domkniętym, dyskretnym pod-
zbiorem zbioru C. Niech ω ∈ Ω \ {0}. Przez ≺ oznaczmy liniowy porządek
indukowany przez t ∈ [0, 1] 7−→ tω ∈ [0, ω] i zapiszmy

[0, ω] ∩ Ω = {ω0, ω1, . . . , ωr−1, ωr}, 0 = ω0 ≺ ω1 ≺ . . . ≺ ωr−1 ≺ ωr = ω,

gdzie r ∈ N+ i zależy od ω oraz Ω. Dla każdego ε = (ε1, ε2, . . . , εr−1) ∈
{+,−}r−1 definiujemy operatory obce w ω związane z ε

AΩ
ω,ε : Cδ ⊕ R̂simp

Ω −→ Cδ ⊕ R̂simp
−ω+Ω

za pomocą formuły AΩ
ω,ε = Aγω, dla dowolnej krzywej γ wybranej następu-

jąco: bierzemy wystarczająco małe R > 0 takie, że dyski domknięte Dj :=
D̄(ωj, R), gdzie j = 0, 1, . . . , r, sa parami rozłączne oraz Dj ∩ Ω = {ωj},
następnie bierzemy dowolną krzywą γ łączącą (0, ω)∩D0 z (0, ω)∩Dr odcin-
kiem (0, ω) z wyjątkiem tego, że dla 1 ≤ j ≤ r− 1 część wspólna (0, ω)∩Dj

jest zastąpiona przez jeden z półokręgów, które są spójnymi składowymi
dla (0, ω) ∩ ∂Dj: krzywa γ omija ωj z prawej strony jeśli εj = +, a z lewej
strony jeśli εj = −.

Definicja 66. Dla każdego ω ∈ Ω \ {0} definiujemy szczególny operator
obcy w ω

∆+
ω : Cδ ⊕ R̂simp

Ω −→ Cδ ⊕ R̂simp
−ω+Ω

za pomocą
∆+
ω := AΩ

ω,(+,+,...,+).

Ustalmy teraz zbiór Ω i promień Lθ = {teiθ : t ≥ 0} dla pewnego θ ∈ R.
Oznaczmy przez ≺ liniowy porządek na Lθ indukowany przez t 7→ teiθ. Bez
straty ogólności możemy założyć, że zbiór Ω∩Lθ jest nieskończony i zawiera
0 oraz możemy go zapisać jako wstępujący ciąg

Ω ∩ Lθ = {ωm}m∈N 0 = ω0 ≺ ω1 ≺ ω2 ≺ . . . .

Definicja 67. Dla każdego ω = ωm ∈ Ω ∩ Lθ definiujemy
• Êω(Ω) - przestrzeń wszystkich funkcji ϕ̂ holomorficznym w ω, które
mogą być analitycznie przedłużone wzdłuż dowolnej krzywej w C\Ω
startującej z punktu położonego wystarczająco blisko ω, oraz któ-
rych analityczne przedłużenie ma w najgorszym przypadku proste
osobliwości.
•
O
Eω(Ω) - przestrzeń wektorowa Cδω⊕Êω(Ω) , gdzie δω jest translacją δ
z 0 na ω, czyli prostą osobliwością w ω reprezentowaną przez 1

2πi(ζ−ω) .
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• Ěω(Ω,Lθ) - przestrzeń wszystkich funkcji f̌ holomorficznych na od-
cinku (ωm, ωm+1), które mogą być analitycznie przedłużone wzdłuż
dowolnej krzywej w C \ Ω stratującej z tego odcinka, oraz których
analityczne przedłużenie ma w najgorszym przypadku proste osobli-
wości.

Dla uproszczenia zapisu będziemy pisać krótko
O
Eω lub Ěω.

Uwaga 31. Zauważmy, że istnieje liniowy izomorfizm

τω :

∣∣∣∣∣∣∣∣
Cδ ⊕ R̂simp

−ω+Ω
∼−→

O
Eω

aδ + ϕ̂ 7−→ aδω + ϕ̂ω, ϕ̂ω := ϕ̂(ζ − ω),

oraz odwzorowanie liniowe

•
σ :

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ěωm −→

O
Eωm+1

f̌ 7−→ τωm+1
O
ϕ,

O
ϕ := sing0

(
f̌(ωm+1 + ζ)

)
Definicja 68. Zdefiniujmy operator minora

µ :

∣∣∣∣∣∣∣∣
O
Eω −→ Ěω

aδω + φ̂ 7−→ φ̂|(ωm,ωm+1)

oraz operator bocznej kontynuacji

•
l± :

∣∣∣∣∣∣∣
Ěω −→ Ěωm+1

f̌ 7−→ contγ± f̌

gdzie γ+ (odpowiednio γ−) jest dowolną krzywą łączącą odcinek (ωm, ωm+1)
z odcinkiem (ωm+1, ωm+2) zostającą w otoczeniu odcinka (ωm, ωm+2), której
przecięcie ze zbiorem Ω redukuje się do {ωm+1} i która okrąża ωm+1 z prawej
strony (odpowiednio z lewej strony).

Uwaga 32. Zauważmy, że zachodzi µ ◦ •σ =
•
l+ −

•
l−.

Definicja 69. Niech
O
E =

O
E(Ω,Lθ) := ⊕̂

ω∈Ω∩Lθ

O
Eω(Ω) oraz Ě = Ě(Ω,Lθ) :=⊕̂

ω∈Ω∩LθĚω(Ω). Dla każdego r ∈ N+ definiujemy r-jednorodny operator
•
∆

+

r :
O
E −→

O
E następująco

•
∆

+

r := •
σ ◦

•
l
r−1

+ ◦ µ.

Stwierdzenie 14 ([21, Twierdzenie 6.73]). 1
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(i) Dla każdego m ∈ N oraz r ∈ N+ zachodzi diagram

Cδ ⊕ R̂simp
−ωm+Ω 11Cδ ⊕ R̂simp

−ωm+r+Ω

O
Eωm(Ω,Lθ)

O
Eωm+r(Ω,Lθ)

∆+
ωm+r−ωm

τωm τωm+r

•
∆

+

r

(ii) Formuła ∆+
Lθ := Id +∑

r∈N+

•
∆

+

r definiuje operator

∆+
Lθ :

O
E(Ω,Lθ) −→

O
E(Ω,Lθ).

Definicja 70. 1

• Elementy przestrzeni
O
E(Ω,Lθ) nazywamy Ω-resurgentnymi symbo-

lami z nośnikiem w Lθ.
• Operator ∆+

Lθ występujący w Stwierdzeniu 14 nazywamy symbolicz-
nym automorfizmem Stokesa dla kierunku Lθ.

Przykład 39. Niech będzie dana funkcja v(s) = a
s−s0

dla pewnego a ∈ C\{0}
oraz s ∈ C \ {0}, dla którego θ = args0. Wówczas wykorzystując Przykład
38, Definicję 66, Stwierdzenie 14 oraz powyższą definicję otrzymamy, że
∆+
Lθv(s) = v(s) + 2πia δs0 .

Wprowadźmy jeszcze następującą notację
Notacja. Niech tak jak poprzednio będzie ustalony zbiór Ω i promień Lθ =
{teiθ : t ≥ 0} dla pewnego θ ∈ R. Niech I będzie przedziałem otwartym o
długości mniejszej niż π i zawierającym θ takim, że

Ω ∩ {ξeiθ′ : ξ ≥ 0, θ′ ∈ I} = {ωm}m∈N ⊂ Lθ, 0 = ω0 ≺ ω1 ≺ ω2 ≺ . . . .

Oznaczmy

I− := {θ− ∈ I : θ− < θ}, I+ := {θ+ ∈ I : θ+ > θ},

oraz

I−ε := {θ− ∈ I : θ− < θ − ε}, I+
ε := {θ+ ∈ I : θ+ > θ + ε},

dla 0 < ε < min{π2 , dist(θ, ∂I)}.

Niech em(z) będzie funkcją jądrową rzędu k > 0 (czyli funkcja ta spełnia
m.in. warunek, że dla każdego ε1 > 0 istnieją stałe Aε1 , Bε1 > 0 takie,
że |em(z)| ≤ Aε1e

−(|z|/Bε1 )k dla z ∈ S0(π/k − ε1)). Dla funkcji ciągłej ϕ̂ :
eiθR+ −→ C spełniającej warunek, że |ϕ̂(ζ)| ≤ Ae(c0|ζ|)k dla ζ ∈ eiθ[1,+∞)
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i pewnych stałych A > 0 i c0 > 0, definiujemy transformację Laplace’a
następująco

(Lθϕ̂)(t) =
∫ +∞

0
em(ζeiθ/t)ϕ̂(ζeiθ)dζ

ζ
,

która jest dobrze określoną funkcją holomorficzną na zbiorze

Πθ
c0Bε1 ,ε1,k :=

{
t ∈ C : arg t ∈

(
θ − π

2k + ε1

2 , θ + π

2k −
ε1

2
)
, |t| < 1

c0Bε1

}
.

Weźmy teraz lokalnie ograniczoną funkcję γ : I −→ R. Dla każdej lokal-
nie ograniczonej funkcji α : I −→ R+ przez N (I, k, γ, α) będziemy ozna-
czać zbiór wszystkich kiełków ϕ̂(ζ) holomorficznych w 0, które przedłużają
się analitycznie do sektora {ξeiθ : ξ > 0, θ ∈ I} oraz spełniają warunek
|ϕ̂(ξeiθ)| ≤ α(θ)e(γ(θ)ξ)k dla ξ > 0, k > 0, θ ∈ I. Poprzez N (I, k, γ)
będziemy określać zbiór tych ϕ̂(ζ), dla których istnieje lokalnie ograni-
czona funkcja α taka, że ϕ̂ ∈ N (I, k, γ, α). Ponadto niech D(I, k, γ) :=⋃
θ∈I Πθ

γ(θ)Bε1 ,ε1,k
. Dla każdego ϕ̂ ∈ N (I, k, γ) zdefiniujmy funkcję LIϕ̂(t)

holomorficzną w D(I, k, γ), zwaną operatorem Laplace’a, wzorem

LIϕ̂(t) = Lθϕ̂(t), gdzie θ ∈ I jest takie, że t ∈ Πθ
γ(θ)Bε1 ,ε1,k

dla każdego t ∈ D(I, k, γ).

Uwaga 33. Zauważmy, że stosując zamianę zmiennych możemy zapisać
powyższy operator Laplace’a w postaci

(LIϕ̂)(t) =
∫
eiθR+

em(s/t)ϕ̂(s)ds
s
, dla θ ∈ I,

czyli (LIϕ̂)(t) = (Tm,θϕ̂)(t), gdzie operator całkowy Tm,θ został zdefiniowany
w Definicji 28.

Niech teraz Oϕ = aδ + ϕ̂(ζ) będzie prostą osobliwością, gdzie a ∈ C oraz
ϕ̂(ζ) ∈ C{ζ}. Wybierzmy majora ϕ̌(ζ) dla Oϕ w postaci a

2πiζ + ϕ̂(ζ)LogD(ζ)
2πi ,

przy czym LogD(ζ) jest dowolną gałęzią logarytmu na otwartym dysku D.
Wówczas operator L̃ zdefiniowany jako

(L̃Oϕ)(t) := a+ Lθϕ̂(t) =
∫

Γθ
em(s/t)ϕ̌(s)ds

s

nazywamy transformacją Laplace’a majorów, przy czym Γθ jest krzywą prze-
biegającą z nieskończoności wzdłuż ei(θ−2π)[ε,+∞), następnie okrążającą
zero po kole o promieniu ε (przeciwnie do ruchu wskazówek zegara) i powa-
racającą do nieskończoności wzdłuż eiθ[ε,+∞), gdzie ε > 0 (patrz rysunek
poniżej).
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Rys.7 Krzywa Γθ.

Uwaga 34. Zauważmy, że transformacja Laplace’a majorów jest resurgent-
nym odpowiednikiem m-moment operatora Laplace’a dla hiperfunkcji wy-
stępującej w Definicji 50.

Dla każdego m ∈ N definiujemy
O
E(Ω,Lθ,m) :=

m⊕
j=0

O
Eωj(Ω)

oraz przez [ · ]m oznaczmy kanoniczne rzutowanie

Φ =
∑

ω∈Ω∩Lθ
Φω ∈

O
E(Ω,Lθ) 7−→ [Φ]m :=

m∑
j=0

Φωj ∈
O
E(Ω,Lθ,m),

gdzie Φωj = ajδωj + ϕ̂ωj oraz ϕ̂ωj(ζ) := ϕ̂(ζ − ωj) (przyjmujemy, że a0 = 0).
Dla każdego ω ∈ Ω ∩ Lθ
O
E
I,γ

ω (Ω) := τω

(
Cδ ⊕

(
R̂simp
−ωm+Ω ∩N (I+, k, γ) ∩N (I−, k, γ)

))
⊂
O
Eω(Ω).

Ponadto, zdefiniujmy przestrzeń
O
E
I,γ

(Ω,Lθ,m) := ⊕m
j=0

O
E
I,γ

ωj
(Ω) ⊂

O
E(Ω,Lθ,m),

na której zdefiniujemy operatory L+ oraz L− następująco

Φ =
m∑
j=0

Φωj 7−→ L±Φ holomorficzne w D(I±, k, γ),

L±Φ(t) :=
m∑
j=0
Lθ±(Φωj)(t),

gdzie Lθ±(Φωj)(t) := ajem(ωj/t)
ωj

+
∫ ∞(θ±)

ωj
em(s/t)ϕ̂ωj(s)ds

s
.

Zanim przejdziemy do głównego twierdzenia tego rozdziału, wprowadźmy
jeszcze jedną definicję
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Definicja 71. Niech Ck > 0 będzie największą możliwą liczbą taką, że
(a+ b)k ≥ Ck(ak + bk) dla każdego a, b > 0.

Twierdzenie 16 (por.[21, Twierdzenie 6.77]). Niech m ∈ N oraz niech
ρ, ε ∈ R będą takie, że |ωm| < ρ < |ωm+1| oraz 0 < ε < min{ π2k , dist(θ, ∂I)}.

Wówczas dla każdego Φ ∈
O
E
I,γ

(Ω,Lθ,m) takiego, że [∆+
LθΦ]m ∈

O
E
I,γ

(Ω,Lθ,m)
mamy, że

(39) L−Φ(t) = L+[∆+
LθΦ]m(t) +O(e−N |

ρ
t
|k)

jednostajnie dla t ∈ D(I+
ε , k, (γ + ε)C−1/k

k ) ∩ D(I−ε , k, (γ + ε)C−1/k
k ) oraz

pewej stałej N > 0 oraz stałej Ck zdefiniowanej w Definicji 71.

Dowód. Zauważmy, że dowód wystarczy przeprowadzić dla każdego jedno-

rodnego składnika Φ, zatem możemy przyjąć, że Φ = aδωj + ϕ̂ ∈
O
E
I,γ

ωj
(Ω),

gdzie 0 ≤ j ≤ m. Dla danego t ∈ D(I+
ε , k, (γ + ε)C−1/k

k ) ∩ D(I−ε , k, (γ +
ε)C−1/k

k ) wybieramy θ+ ∈ I+
ε oraz θ− ∈ I−ε takie, że ζ 7−→ em(ζ/t)

ζ
maleje

wykładniczo na promieniach eiθ±R+.
Oznaczmy (zobacz Rys.8)

ΓR :=
(m−j⋃

l=0
(γl,R ∪ Il,R)

)
∪ Cρ,R ∪ IR ∪ γ̃R,

przy czym Il,R := [ωj+l +Reiθ
+
, ωj+l+1 +Reiθ

+ ], gdzie l = 0, 1, . . . ,m− j.

Rys.8 Krzywa ΓR.
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Wówczas

0 =
∫

ΓR

em(ζ/t)
ζ

ϕ̂(ζ)dζ =
(m−j∑

l=0

( ∫
γl,R

em(ζ/t)
ζ

ϕ̂(ζ)dζ+
∫
Il,R

em(ζ/t)
ζ

ϕ̂(ζ)dζ
))

+
∫
Cρ,R

em(ζ/t)
ζ

ϕ̂(ζ)dζ +
∫
IR

em(ζ/t)
ζ

ϕ̂(ζ)dζ +
∫
γ̃R

em(ζ/t)
ζ

ϕ̂(ζ)dζ.

Możemy oszacować∫ ωj+1+Reiθ+

ωj+Reiθ+

∣∣∣∣∣em(ζ/t)
ζ

ϕ̂(ζ)
∣∣∣∣∣dζ ≤ |ωj+1 − ωj| · supζ∈Ij,R

∣∣∣∣∣em(ζ/t)
ζ

ϕ̂(ζ)
∣∣∣∣∣

≤ |ωj+1 − ωj| · supζ∈Ij,R Aε1e
−
(
|ζ/t|
Bε1

)k
α(θ)e(γ(θ)|ζ|)k .

Dla t ∈ ⋃θ∈I Πθ

(γ(θ)+ε)Bε1C
−1/k
k

,ε1,k
mamy, że

e
|ζ̃|k
(
γk(θ)− 1

(|t|Bε1 )k

)
< e

|ζ̃|k
(
γk(θ)−(γ(θ)+ε)k

)
−→ 0,

ponieważ infζ∈Ij,R |ζ| −→ ∞, przy R −→∞.
Oznacza to, że dla l = 0, 1 . . . ,m− j∫

Il,R

em(ζ/t)
ζ

ϕ̂(ζ)dζ
R→∞
−→ 0 .

Podobnie pokazujemy, że∫
IR

em(ζ/t)
ζ

ϕ̂(ζ)dζ
R→∞
−→ 0 .

Zatem biorąc R −→∞ dostajemy (zobacz Rys.9)

0 =
(∫ eiθ

+

ωj
+

m−j∑
l=1

∫
γl

+
∫
Cρ
−
∫ eiθ

−

ωj

)
em(ζ/t)

ζ
ϕ̂(ζ)dζ.

Stąd, dzieląc krzywą całkowania tak jak na Rysunku 9, otrzymamy

L−Φ(t) = aem(ωj/t)
ωj

+
(∫ eiθ

+∞

ωj
+
∫
γ1

+ . . .+
∫
γm−j

+
∫
Cρ

)
em(ζ/t)

ζ
ϕ̂(ζ)dζ

= L+Φ(t) +
m−j∑
r=1

∫
γr

em(ζ/t)
ζ

•
l
r−1

+ µΦ(ζ)dζ +
∫
Cρ

em(ζ/t)
ζ

•
l
m−j−1

+ µΦ(ζ)dζ.

Zauważmy, że m − j składników sumy znajdującej się po prawej stro-
nie powyższej równości to transformacja Laplace’a majorów zastosowana do
jednorodnych składników [∆+

LθΦ]m - wszystkie te całki są zbieżne, dzięki

założeniu, że [∆+
LθΦ]m ∈

O
E
I,γ

(Ω,Lθ,m). Ponadto pokażemy, że ostatni
składnik powyższej równości jest całką zbieżną rzędu O(e−N | ρt |k).
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Rys.9

W tym celu podzielmy krzywą Cρ jak na Rysunku 10, wówczas

Rys.10
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∫
Cρ

em(ζ/t)
ζ

ϕ̂(ζ)dζ = −
∫
Cρ1

em(ζ/t)
ζ

ϕ̂(ζ)dζ +
∫
Cρ2

em(ζ/t)
ζ

ϕ̂(ζ)dζ

= −
∫ ∞(θ+)

ρeiθ

em(ζ/t)
ζ

ϕ̂(ζ)dζ +
∫ ∞(θ−)

ρeiθ

em(ζ/t)
ζ

ϕ̂(ζ)dζ

ζ̃=ζ−ρeiθ= −
∫ ∞(θ+)

0

em( ζ̃+ρeiθ
t

)
ζ̃ + ρeiθ

ϕ̂(ζ̃+ρeiθ)dζ̃+
∫ ∞(θ−)

0

em( ζ̃+ρeiθ
t

)
ζ̃ + ρeiθ

ϕ̂(ζ̃+ρeiθ)dζ̃.

Wiemy, że dla każdego ε1 > 0 istnieją stałe Aε1 , Bε1 > 0 takie, że∣∣∣∣∣em( ζ̃ + ρeiθ

t

)∣∣∣∣∣ ≤ Aε1e
−
(
| ζ̃+ρeiθ

t
|/Bε1

)k
,

a skoro ζ̃ ma kierunek bliski do kierunku θ, to możemy zapisać∣∣∣∣∣em( ζ̃ + ρeiθ

t

)∣∣∣∣∣ ≤ Aε1e
−Ck

|ζ̃|k+|ρeiθ |k

(|t|Bε1 )k , dla stałej Ck z Definicji 71.

Ponadto, mamy, że

|ϕ̂(ζ̃ + ρeiθ)| ≤ α(θ)e
(
γ(θ)ζ̃

)k
.

Zatem∣∣∣∣∣
∫ ∞(θ)

0

em( ζ̃+ρeiθ
t

)
ζ̃ + ρeiθ

ϕ̂(ζ̃ + ρeiθ)dζ̃
∣∣∣∣∣

≤ Aε1e
−Ck

|ρeiθ |k

(|t|Bε1 )k
∫ ∞(θ)

0
e
−Ck

|ζ̃|k

(|t|Bε1 )k α(θ)e
(
γ(θ)ζ̃

)k
dζ̃.

Zauważmy, że dla t ∈ ⋃θ∈I Πθ

(γ(θ)+ε)Bε1C
−1/k
k

,ε1,k
zachodzi, że

e
|ζ̃|k
(
γk(θ)− Ck

(|t|Bε1 )k

)
< e

|ζ̃|k
(
γk(θ)−(γ(θ)+ε)k

)
,

a stąd wynika, że całka∫ ∞(θ)

0
e
−Ck

|ζ̃|k

(|t|Bε1 )k α(θ)e
(
γ(θ)ζ̃

)k
dζ̃ ≤ C(γ, ε1, k) <∞

jest zbieżna.
Niech N = Ck/B

k
ε1 . Wówczas otrzymujemy, że∣∣∣∣∣

∫ ∞(θ)

0

em( ζ̃+ρeiθ
t

)
ζ̃ + ρeiθ

ϕ̂(ζ̃ + ρeiθ)dζ̃
∣∣∣∣∣ ≤ Aε1C(γ, ε1, k)e−N |

ρ
t
|k ,

czyli całka
∫
Cρ

em(ζ/t)
ζ

ϕ̂(ζ)dζ jest rzędu O(e−N | ρt |k). �
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6.1. Równanie przewodnictwa cieplnego. Rozważmy ponownie równa-
nie (12) z rozwiązaniem formalnym

û(t, z) =
∞∑
n=0

ϕ(2n)(z) tn
n! .

Niech ϕ ∈ O2
(
D ∪ S d

2

(
ε
2

)
∪ S d

2 +π

(
ε
2

))
dla pewnego ε > 0 oraz niech θ ∈

(d− ε
2 , d+ ε

2). Wówczas z Twierdzenia 5 mamy, że

uθ(t, z) = (E1,θg)(t) = 1√
4πt

∫
ei
θ
2 R+

(
ϕ(z + s) + ϕ(z − s)

)
e
−s2

4t ds

przy czym zastosowaliśmy zamianę zmiennych s =
√
s̃ oraz

g(s̃) = (B̆1û)(s̃) =
∞∑
n=0

ϕ(2n)(z)s̃n
(2n)! = 1

2
(
ϕ(z +

√
s̃) + ϕ(z −

√
s̃)
)
.

Oznaczmy v(s) := ϕ(z + s) + ϕ(z − s) oraz L̃ θ
2
(
v(s)

)
:= Lθ

(
g(s)

)
, czyli z

(10) mamy, że

L̃
θ
2
(
v(s)

)
= 1√

4πt

∫
ei
θ
2 R+

(
ϕ(z + s) + ϕ(z − s)

)
e
−s2

4t ds.

Rozpatrzmy teraz następujące warianty.

Wariant 1. Niech ϕ(z) = a
z−z0

, dla pewnych a, z0 ∈ C \ {0}. Wówczas
v(s) = ϕ(z + s) +ϕ(z− s) = a

z+s−z0
+ a

z−s−z0
. Z definicji operatora ∆+

Lθ dla
θz := arg(z0 − z) zachodzą (zobacz Przykład 39 )

∆+
eiθzR+

v(s) = v(s) + 2πiaδz0−z,

∆+
ei(θz+π)R+

v(s) = v(s)− 2πiaδz−z0 .

Zatem tak jak w Twierdzeniu 16 mamy, że

u2θ+
z (t, z)−u2θ−z (t, z) = L̃θ

+
z

(
v(s)

)
−L̃θ

−
z

(
v(s)

)
= L̃θ

+
z

(
v(s)

)
−L̃θ

+
z

(
∆+

eiθzR+
v(s)

)
= −L̃θ

+
z

(
2πiaδz0−z

)
= − 1√

4πt

∫
eiθzR+

(2πiaδz0−z) e
−s2

4t ds = −i
√
π

t
ae−

(z0−z)2
4t ,

a także

u2(θz+π)+(t, z)− u2(θz+π)−(t, z) = L̃(θz+π)+(
v(s)

)
− L̃(θz+π)−

(
v(s)

)
= L̃(θz+π)+(

v(s)
)
− L̃(θz+π)+(∆+

ei(θz+π)R+
v(s)

)
= L̃(θz+π)+(2πiaδz−z0)

= 1√
4πt

∫
ei(θz+π)R+

(2πiaδz−z0) e
−s2

4t ds = i

√
π

t
ae−

(z0−z)2
4t .
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Wariant 2. Niech teraz ϕ(z) = 1
z2

(
z
2ctgh( z2) − 1

)
= 1

z2

(
z
2 ·

ez+1
ez−1 − 1

)
.

Wtedy dla z = 0

v(s) = ϕ(z + s) + ϕ(z − s) = ϕ(s) + ϕ(−s) =

= 1
s2

(
s

2ctgh
(s

2
)
− 1

)
+ 1
s2

(
− s

2ctgh
(
− s

2
)
− 1

)
= 2
s2

(
s

2ctgh
(s

2
)
− 1

)

= 1
s

ctgh
(s

2
)
− 2
s2 = 1

s
· e

s + 1
es − 1 −

2
s2

oraz dla θ = π
2

∆+
eiθR+

v(s) = ∆+
ei
π
2 R+

v(s) = v(s) + 2πi
∞∑
k=1

1
πik

δ2πik = v(s) + 2
∞∑
k=1

1
k
δ2πik,

∆+
ei(θ+π)R+

v(s) = ∆+
ei

3π
2 R+

v(s) = v(s)+2πi
∞∑
k=1

−1
πik

δ−2πik = v(s)−2
∞∑
k=1

1
k
δ−2πik.

Zatem

u2θ+(t, 0)−u2θ−(t, 0) = L̃θ+(
v(s)

)
−L̃θ−

(
v(s)

)
= L̃θ+(

v(s)
)
−L̃θ+(∆+

eiθR+
v(s)

)
= −L̃θ+(2 ∞∑

k=1

1
k
δ2πik

)
= − 1√

4πt

∫
eiθR+

(
2
∞∑
k=1

1
k
δ2πik

)
e
−s2

4t ds

= − 1√
πt

∞∑
k=1

1
k
e−

(2πik)2
4t = − 1√

πt

∞∑
k=1

1
k
e
π2k2
t ,

a także

u2(θ+π)+(t, 0)− u2(θ+π)−(t, 0) = L̃(θ+π)+(
v(s)

)
− L̃(θ+π)−

(
v(s)

)
= L̃(θ+π)+(

v(s)
)
− L̃(θ+π)+(∆+

ei(θ+π)R+
v(s)

)
= L̃(θ+π)+(2 ∞∑

k=1

1
k
δ−2πik

)
= 1√

4πt

∫
ei(θ+π)R+

(
2
∞∑
k=1

1
k
δ−2πik

)
e
−s2

4t ds

= 1√
πt

∞∑
k=1

1
k
e−

(2πik)2
4t = 1√

πt

∞∑
k=1

1
k
e
π2k2
t .

Wariant 3. Przyjmijmy teraz, że ϕ(z) = 1
1−ea−z , gdzie a ∈ C oraz

Re(a − z) 6= 0. Wówczas v(s) = ϕ(z + s) + ϕ(z − s) = 1
1−ea−z−s + 1

1−ea−z+s

oraz dla θzk = arg(a− z − 2πik), gdzie k ∈ Z, zachodzą
∆+

eiθzkR+
v(s) = v(s) + 2πiδa−z−2πik,

∆+
ei(θzk+π)R+

v(s) = v(s)− 2πiδ−a+z+2πik.
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Zatem

u2θzk+(t, z)− u2θzk−(t, z) = L̃θ
+
zk

(
v(s)

)
− L̃θ

−
zk

(
v(s)

)
= L̃θ

+
zk

(
v(s)

)
− L̃θ

+
zk

(
∆+

eiθzkR+
v(s)

)
= −L̃θzk+(2πiδa−z−2πik

)
= − 1√

4πt

∫
eiθzkR+

(2πiδa−z−2πik) e
−s2

4t ds = −i
√
π

t
e−

(a−z−2πik)2
4t ,

a także

u2(θzk+π)+(t, z)− u2(θzk+π)−(t, z) = L̃(θzk+π)+(
v(s)

)
− L̃(θzk+π)−

(
v(s)

)
= L̃(θzk+π)+(

v(s)
)
− L̃(θzk+π)+(∆+

ei(θzk+π)R+
v(s)

)
= L̃(θzk+π)+(2πiδ−a+z+2πik

)
= 1√

4πt

∫
ei(θzk+π)R+

(2πiδ−a+z+2πik) e
−s2

4t ds = i

√
π

t
e−

(−a+z+2πik)2
4t .
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6.2. Uogólnienie równania przewodnictwa cieplnego. Zajmijmy się
teraz ponownie równaniem (19) z rozwiązaniem formalnym

û(t, z) =
∞∑
n=0

ϕ(qn)(z)tpn
(pn)! .

Niech 1 ≤ p < q, ϕ(z) ∈ O
q
q−p

(
D ∪ ⋃q−1

l=0 S dp
q

+ 2πl
q

( εp
q

)
)

dla pewnego ε > 0
oraz niech θ ∈ (d− ε

2 , d+ ε
2). Wtedy z Twierdzenia 7 otrzymamy, że

uθ(t, z) = E p
q−p ,θ

B̆ p
q−p
û(t, z)

= 1
q q
√
tp

∫
e
iθp
q R+

(
ϕ(z + s) + . . .+ ϕ(z + e

2(q−1)πi
q s)

)
C q
p
(s/ q
√
tp) ds

przy czym zastosowaliśmy zamianę zmiennych s = q
√
s̃p oraz

g(s̃, z) = (B̆ p
q−p
û)(s̃, z) =

∞∑
n=0

ϕ(qn)(z)(s̃
p
q )qn

(qn)!

= 1
q

(
ϕ(z + q

√
s̃p) + ϕ(z + e

2πi
q

q
√
s̃p) + . . .+ ϕ(z + e

2(q−1)πi
q

q
√
s̃p)
)
.

Oznaczmy v(s) := ϕ(z + s) + ϕ(z + e
2πi
q s) + . . . + ϕ(z + e

2(q−1)πi
q s) oraz

L̃
θp
q

(
v(s)

)
:= Lθ

(
g(s)

)
, czyli korzystając z (9)

L̃
θp
q

(
v(s)

)
= 1
q q
√
tp

∫
e
iθp
q R+

(
ϕ(z + s) + . . .+ ϕ(z + e

2(q−1)πi
q s)

)
C q
p
(s/ q
√
tp) ds.

Analogicznie jak w poprzednim podrozdziale rozpatrzymy następujące
warianty.

Wariant 1. Niech ϕ(z) = a
z−z0

, dla pewnych a, z0 ∈ C \ {0}. Wówczas

v(s) = ϕ(z + s) + ϕ(z + e
2πi
q s) + . . .+ ϕ(z + e

2(q−1)πi
q s)

= a

z + s− z0
+ a

z + e
2πi
q s− z0

+ . . .+ a

z + e
2(q−1)πi

q s− z0

.

Z definicji operatora ∆+
Lθ dla θzl := arg(z0−z)− 2(l−1)π

q
, gdzie l = 1, . . . , q,

zachodzi

∆+
eiθzlR+

v(s) = v(s) + 2πiae−
2(l−1)πi

q δ
(z0−z)e

− 2(l−1)πi
q

.
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Zatem tak jak w Twierdzeniu 16 mamy, że

u
q
p
θ+
zl(t, z)− u

q
p
θ−
zl(t, z) = L̃θ

+
zl

(
v(s)

)
− L̃θ

−
zl

(
v(s)

)
= L̃θ

+
zl

(
v(s)

)
− L̃θ

+
zl

(
∆+

eiθzlR+
v(s)

)
= −L̃θ

+
zl

(
2πiae−

2(l−1)πi
q δ

(z0−z)e
− 2(l−1)πi

q

)
= − 1

q q
√
tp

∫
eiθzlR+

(
2πiae−

2(l−1)πi
q δ

(z0−z)e
− 2(l−1)πi

q

)
C q
p
(s/ q
√
tp) ds

= − 2πia
q q
√
tp
e−

2(l−1)πi
q C q

p

(
(z0 − z)e−

2(l−1)πi
q

q
√
tp

)
.

Wariant 2. Niech teraz ϕ(z) = 1
z2

(
z
2ctgh( z2) − 1

)
= 1

z2

(
z
2 ·

ez+1
ez−1 − 1

)
.

Zauważmy, że funkcja ϕ(z) jest funkcją parzystą, która ma bieguny 1-krotne
dla z = 2kπi, gdzie k ∈ Z \ {0}. Wobec tego kierunki osobliwe to π

2 oraz
3
2π. Zatem funkcja ϕ(ze

2lπi
q ) ma kierunki osobliwe π

2 −
2lπ
q

oraz 3
2π−

2lπ
q

dla
l = 0, 1, . . . , q − 1.

Dla z = 0

v(s) = ϕ(z + s) + ϕ(z + e
2πi
q s) + . . .+ ϕ(z + e

2(q−1)πi
q s)

= ϕ(s) + ϕ(e
2πi
q s) + . . .+ ϕ(e

2(q−1)πi
q s).

Rozważmy teraz dwa przypadki:
(1) Niech q będzie liczbą nieparzystą. Wtedy v(s) = ϕ(s) + ϕ(e

2πi
q ×

s) + . . . + ϕ(e
2(q−1)πi

q s) ma 2q kierunków osobliwych postaci π
2 −

2lπ
q

oraz 3
2π −

2lπ
q

dla l = 0, 1, . . . , q − 1. Pokażemy, że te 2q kierunki są
istotnie różne między sobą. Przypuśćmy, że tak nie jest, czyli istnieją
m, k ∈ {0, 1, . . . , q − 1} takie, że π

2 −
2mπ
q

= 3π
2 −

2kπ
q
. Wówczas

2(k−m)π
q

= π, czyli 2(k − m) = q. Stąd otrzymujemy sprzeczność z
nieparzystością liczby q.

Niech θl = π
2 −

2lπ
q

dla l = 0, 1, . . . , q − 1. Wówczas

∆+
eiθlR+

v(s) = v(s)+2πi
∞∑
k=1

e−
2lπi
q

2πik δe− 2lπi
q 2πik

= v(s)+e−
2lπi
q

∞∑
k=1

1
k
δ
e
− 2lπi

q 2πik
,

∆+
ei(θl+π)R+

v(s) = v(s)+2πi
∞∑
k=1

−e−
2lπi
q

2πik δ
−e−

2lπi
q 2πik

= v(s)−e−
2lπi
q

∞∑
k=1

1
k
δ
−e−

2lπi
q 2πik

.
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Zatem

u
q
p
θ+
l (t, 0)−u

q
p
θ−
l (t, 0) = L̃θ

+
l

(
v(s)

)
−L̃θ

−
l

(
v(s)

)
= L̃θ

+
l

(
v(s)

)
−L̃θ

+
l

(
∆+

eiθlR+
v(s)

)
= −L̃θ

+
l

(
e−

2lπi
q

∞∑
k=1

1
k
δ
e
− 2lπi

q 2πik

)
= − 1

q q
√
tp

∫
eiθlR+

(
e−

2lπi
q

∞∑
k=1

1
k
δ
e
− 2lπi

q 2πik

)
C q
p

( s
q
√
tp

)
ds

= −e
− 2lπi

q

q q
√
tp

∞∑
k=1

1
k
C q
p

(e− 2lπi
q 2πik
q
√
tp

)
,

a także

u
q
p

(θl+π)+
(t, 0)− u

q
p

(θl+π)−(t, 0) = L̃(θl+π)+(
v(s)

)
− L̃(θl+π)−

(
v(s)

)
= L̃(θl+π)+(

v(s)
)
−L̃(θl+π)+(∆+

eiθlR+
v(s)

)
= L̃(θl+π)+(

e−
2lπi
q

∞∑
k=1

1
k
δ
−e−

2lπi
q 2πik

)

= 1
q q
√
tp

∫
ei(θl+π)R+

(
e−

2lπi
q

∞∑
k=1

1
k
δ
−e−

2lπi
q 2πik

)
C q
p
(s/ q
√
tp)ds

= e−
2lπi
q

q q
√
tp

∞∑
k=1

1
k
C q
p

(−e− 2lπi
q 2πik
q
√
tp

)
.

(2) Niech q będzie liczbą parzystą. Ponieważ ϕ jest funkcją parzystą,
tzn. ϕ(z) = ψ(z2) dla pewnego ψ analitycznego w otoczeniu zera, to
dla l = 0, 1, . . . , q2 − 1

ϕ(e
2lπi
q z) = ϕ(e

2(l+ q
2 )πi
q z) = ψ(e

4lπi
q z2).

Zatem v(s) = 2
(
ϕ(s)+ϕ(e

2πi
q s)+ . . .+ϕ(e

2( q2−1)πi
q s)

)
ma q kierunków

osobliwych postaci π2 −
2lπ
q

oraz 3
2π −

2lπ
q

dla l = 0, 1, . . . , q2 − 1.
Niech θl = π

2 −
2lπ
q

dla l = 0, 1, . . . , q2 − 1. Wówczas

∆+
eiθlR+

v(s) = v(s)+4πi
∞∑
k=1

e−
2lπi
q

2πik δe− 2lπi
q 2πik

= v(s)+e−
2lπi
q

∞∑
k=1

2
k
δ
e
− 2lπi

q 2πik
,

∆+
ei(θl+π)R+

v(s) = v(s)+4πi
∞∑
k=1

−e−
2lπi
q

2πik δ
−e−

2lπi
q 2πik

= v(s)−e−
2lπi
q

∞∑
k=1

2
k
δ
−e−

2lπi
q 2πik

.
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Zatem

u
q
p
θ+
l (t, 0)−u

q
p
θ−
l (t, 0) = L̃θ

+
l

(
v(s)

)
−L̃θ

−
l

(
v(s)

)
= L̃θ

+
l

(
v(s)

)
−L̃θ

+
l

(
∆+

eiθlR+
v(s)

)
= −L̃θ

+
l

(
e−

2lπi
q

∞∑
k=1

2
k
δ
e
− 2lπi

q 2πik

)
= − 1

q q
√
tp

∫
eiθlR+

(
e−

2lπi
q

∞∑
k=1

2
k
δ
e
− 2lπi

q 2πik

)
C q
p

( s
q
√
tp

)
ds

= −e
− 2lπi

q

q q
√
tp

∞∑
k=1

2
k
C q
p

(e− 2lπi
q 2πik
q
√
tp

)
,

a także

u
q
p

(θl+π)+
(t, 0)− u

q
p

(θl+π)−(t, 0) = L̃(θl+π)+(
v(s)

)
− L̃(θl+π)−

(
v(s)

)
= L̃(θl+π)+(

v(s)
)
−L̃(θl+π)+(∆+

eiθlR+
v(s)

)
= L̃(θl+π)+(

e−
2lπi
q

∞∑
k=1

2
k
δ
−e−

2lπi
q 2πik

)

= 1
q q
√
tp

∫
ei(θl+π)R+

(
e−

2lπi
q

∞∑
k=1

2
k
δ
−e−

2lπi
q 2πik

)
C q
p
(s/ q
√
tp)ds

= e−
2lπi
q

q q
√
tp

∞∑
k=1

2
k
C q
p

(−e− 2lπi
q 2πik
q
√
tp

)
.

Wariant 3. Przyjmijmy teraz, że ϕ(z) = 1
1−ea−z , gdzie a ∈ C oraz

Re(a− z) 6= 0. Wówczas

v(s) = ϕ(z + s) + ϕ(z + e
2πi
q s) + . . .+ ϕ(z + e

2(q−1)πi
q s)

= 1
1− ea−z−s + 1

1− ea−z−e
2πi
q s

+ . . .+ 1

1− ea−z−e
2(q−1)πi

q s

.

Z definicji operatora ∆+
Lθ dla θzlk := arg(a − z − 2πik) − 2(l−1)π

q
, gdzie

l = 1, . . . , q, oraz k ∈ Z, zachodzi

∆+
eiθzlkR+

v(s) = v(s) + 2πiae−
2(l−1)πi

q δ
(a−z−2πik)e−

2(l−1)πi
q

.
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Zatem tak jak w Twierdzeniu 16 mamy, że

u
q
p
θ+
zlk(t, z)− u

q
p
θ−
zlk(t, z) = L̃θ

+
zlk

(
v(s)

)
− L̃θ

−
zlk

(
v(s)

)
= L̃θ

+
zlk

(
v(s)

)
−L̃θ

+
zlk

(
∆+

eiθzlkR+
v(s)

)
= −L̃θ

+
zlk

(
2πiae−

2(l−1)πi
q δ

(a−z−2πik)e−
2(l−1)πi

q

)
= − 1

q q
√
tp

∫
eiθzlkR+

(
2πiae−

2(l−1)πi
q δ

(a−z−2πik)e−
2(l−1)πi

q

)
C q
p
(s/ q
√
tp) ds

= − 2πia
q q
√
tp
e−

2(l−1)πi
q C q

p

(
(a− z − 2πik)e−

2(l−1)πi
q

q
√
tp

)
.
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7. UWAGI KOŃCOWE

Niniejsza praca doktorska, stanowiąca charakteryzację zjawiska Stokesa
dla jednorodnych liniowych równań różniczkowych cząstkowych ze stałymi
lub zmiennymi współczynnikami, których rozwiązania formalne są sumo-
walne we wszystkich kierunkach z wyjątkiem skończenie wielu kierunków
osobliwych, otwiera wiele możliwości do dalszych badań. Oto niektóre z
nich:

(1) Następnym etapem rozważań mogłaby być generalizacja rezultatów
dotyczących zagadnienia (38) na bardziej ogólne równania ze zmien-
nymi współczynnikami ze względu na zmienną t. Oczywiście jedną z
trudności, która pojawia się przy uogólnianiu jest znalezienie postaci
rozwiązań tychże równań. Intuicja podpowiada, że takie rozwiązania
powinny dać się zapisać jako suma rozwiązań równań typu (38).

(2) W naszej pracy braliśmy pod uwagę równania różniczkowe cząst-
kowe, których dane początkowe miały m.in. bieguny oraz punkty
rozgałęzienia typu algebraicznego, naturalnym wydaje się więc w
dalszych badaniach rozważać bardziej ogólne dane początkowe np.
funkcje resurgentne.

(3) Kolejnym ciekawym zagadnieniem do rozpatrzenia jest sytuacja, gdy
kierunki osobliwe powstają nie w wyniku braku holomorficzności,
lecz w wyniku zbyt szybkiego wzrostu do nieskończoności w danym
kierunku. Pokażemy to na przykładzie danych początkowych ϕ(z),
które są całkowite i mają wzrost eksponencjalny rzędu 2 z wyjąt-
kiem kierunku osobliwego d = 0. Wówczas kierunki d

2 oraz d
2 + π

będą kierunkami osobliwymi rozwiązania równania przewodnictwa
cieplnego ∂tu = ∂2

zu

u(0, z) = ϕ(z).
Tego typu funkcję ϕ(z) = f−(z) można skonstruować następująco:

Niech
f−(z) =

∫
C

ee
t

t− z
dt, dla z ∈ D−,

f+(z) =
∫
C

ee
t

t− z
dt, dla z ∈ D+,

gdzie krzywa całkowania C jest przedstawiona na Rysunku 11.
Zauważmy, że obie funkcje są dobrze zdefiniowane i holomorficzne.

Skoro dist(z, C) > 0, to pokażemy, że całka
∫
C e

etdt jest skończona.
W tym celu wystarczy pokazać, że∣∣∣∣ ∫ ∞+iπ

0+iπ
ee
t

dt
∣∣∣∣ <∞ oraz

∣∣∣∣ ∫ ∞−iπ
0−iπ

ee
t

dt
∣∣∣∣ <∞.
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Rys.11

Mamy, że

(?)
∣∣∣∣ ∫ ∞+iπ

0+iπ
ee
t

dt
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫ ∞
0

ee
x+iπ

dx
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫ ∞
0

e−e
x

dx
∣∣∣∣

≤
∫ ∞

0
e−e

x

dx ≤
∫ ∞

0
e−xdx = 1.

Analogicznie możemy oszacować drugą całkę.
Zauważmy, że poprzez deformację krzywej całkowania C możemy

przedłużyć f−(z) ∈ O(D−) do funkcji całkowitej f−(z) ∈ O(C).
Ponadto dla dowolnego d ∈ (0, 2π) funkcja f−(z) ∈ O2(Ŝd), ponie-
waż jeżeli z ∈ Ŝd oraz |z| jest odpowiednio duże, to z ∈ D− oraz
dist(z, C) > ε dla pewnego ε > 0. Wówczas na podstawie (?) otrzy-
mamy, że funkcja f−(z) jest ograniczona przy |z| −→ ∞, z ∈ Ŝd.

Co więcej z twierdzenia całkowego Cauchy’ego mamy, że dla z ∈
D+

f−(z)− f+(z) = 2πieez .
Ponieważ funkcja f+(z) jest ograniczona na zbiorze (D+)−ε :=
{z ∈ D+ : dist(z, C) > ε}, to na tym zbiorze funkcja f−(z) ma taki
wzrost jak |2πieez |, wobec tego f−(z) /∈ O2(Ŝd).
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