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1. WSTEP

W XIX wieku wybitny brytyjski fizyk i matematyk George Gabriel Stokes
badal w [24] rozwiazanie wy(z) réwnania Airy’ego

1

w —zw = 0.

Zauwazyt on, ze owo rozwiazanie ma roézne rozwiniecia asymptotyczne, przy
|z| — 00, a mianowicie:

[V

_2,

e
wo(2) ~ CW’ gdy |argz| <71 —e <,
oraz

z%—ﬁ)

ir COS( T

2
wo(z) ~ Ce :

1 , gdy |argz — 7| < e <,
z

gdzie C' jest rézng od zera staly.

Odtad wtasnosé, ze funkcja ma rézng posta¢ asymptotycznag w réznych
regionach plaszczyzny zespolonej nazwano, na czes¢ odkrywcy, zjawiskiem
Stokesa. Warto podkresli¢, ze to zjawisko jest $cisle zwigzane z teorig sumo-
walnosci, ktora w ostatnich latach byta intensywnie uzywana przy badaniu
asymptotycznych zachowan rozwigzan zespolonych rownan rézniczkowych
czastkowych, ktorych dane poczatkowe byly holomorficzne w zespolonym
otoczeniu zera. Procedury sumowalnosci zastosowane do (multi)sumowalnych
rozwiazan formalnych pozwalaja na wyznaczenie ich (multi)sum w pew-
nych kierunkach. Za$ te (multi)sumy sa dokladnymi rozwiazaniami danego
rownania. Ponadto te dokladne rozwigzania sa holomorficzne w pewnych
sektorowych otoczeniach zera. Relacje miedzy tymi doktadnymi rozwigza-
niami mozna bada¢ wlasnie w kontekscie zjawiska Stokesa tzn. znajduje sie
tzw. linie Stokesa, ktore oddzielaja rézne doktadne rozwiazania otrzymane
7 tego samego (multi)sumowalnego rozwiazania formalnego zadanego szere-
giem potegowym. Nastepnie wylicza sie tzw. skoki przez linie Stokesa, czyli
roznice miedzy doktadnymi rozwigzaniami na liniach Stokesa.

W niniejszej pracy zbadamy zjawisko Stokesa dla rozwigzan jednorodnych
liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych oraz ich uogélnien na réw-
nania moment-rézniczkowe. W rozwazanych rownaniach kierunki osobliwe
beda wynikaly z braku holomorficznosci danych poczatkowych. Bedziemy
wyznaczaé linie Stokesa oraz postaé¢ skokow przez te linie. Nasze badania
przeprowadzimy na trzy rézne sposoby: poprzez residua, hiperfunkcje oraz
funkcje resurgentne. Warto podkresli¢, ze tego typu podejscie, (tzn. poprzez
trzy rézne metody) nie bylo jeszcze dotychcezas studiowane.



Ponizsza praca sktada sie z siedmiu rozdziatow. W rozdziale drugim roz-
poczniemy od przypomnienia najpotrzebniejszych pojeé, twierdzen i lema-
tow z analizy zespolonej. Potem przejdziemy do sektoréw oraz szeregdéw for-
malnych. W dalszej czedci rozdziatu drugiego przytoczymy definicje funk-
cji jadrowych oraz funkcji momentéw. Kolejno oméwimy asymptotyke w
sensie Gevrey’a. Na koniec tego rozdziatu opiszemy procedure moment k-
sumowalnosci w kierunku d oraz jej szczegdlny przypadek.

W rozdziale trzecim pokrétce przedstawimy zjawisko Stokesa dla sumo-
walnych szeregéw formalnych — zdefiniujemy linie Stokesa, linie anty-Stokesa
oraz skoki przez linie Stokesa.

W rozdziale czwartym, uzywajac residuéw, rozwazymy zjawisko Stokesa
dla réwnania przewodnictwa cieplnego, ktérego dane poczatkowe ¢(z) sa
meromorficzne i maja biegun w punkcie zo € C\ {0}. Nastepnie rozsze-
rzymy otrzymane wyniki do przypadku, gdy dane poczatkowe to funkcja
meromorficzna ze skonczong liczbg biegunéw. Kolejno, udowodnione rezul-
taty przeniesiemy na uogoélnienie rownania przewodnictwa cieplnego. Warto
zaznaczy¢, ze przedstawione w tym rozdziale wyniki zostaly opublikowane
w [19].

Rozdziat pigty rozpoczniemy od przypomnienia podstawowych informacji
dotyczacych teorii dystrybucji oraz teorii hiperfunkcji. Potem zdefiniujemy
skoki przez linie Stokesa w terminach hiperfunkcji. W podrozdziale 5.3 po-
wrocimy do réwnania przewodnictwa cieplnego i uzywajac hiperfunkcji wy-
znaczymy linie Stokesa oraz skoki przez te linie w sytuacji, gdy zo € C\ {0}
jest tym razem nie biegunem, lecz jednowarto$ciowym punktem osobliwym
badZ punktem rozgalezienia danych poczatkowych ¢(z). Podamy takze
kilka przyktadow wynikajacych z udowodnionych przez nas twierdzen. Na-
lezy zwréoci¢é uwage, ze wyniki przedstawione w tym podrozdziale zostaty
opublikowane w [26]. W podrozdziale 5.4 znéw powrdcimy do uogdlnienia
rownania przewodnictwa cieplnego, by opisaé¢ zjawisko Stokesa za pomoca
hiperfunkcji. W nastepnym podrozdziale zajmiemy si¢ szczegdlnymi przy-
padkami réwnan moment rézniczkowych (dwéch zmiennych zespolonych) ze
statymi wspotczynnikami, ktérych dane poczatkowe sa holomorficzne z wy-
jatkiem skonczonej liczby punktéw osobliwych lub punktow rozgatezienia.
Wyniki z tego podrozdziatu zostaly przedstawione w publikacji [20]. W
ostatniej czesci rozdziatu piatego rozwazymy réwnanie rézniczkowe czast-
kowe ze zmiennymi wspotczynnikami ze wzgledu na zmienng ¢ — wyzna-
czymy postaé catkowg multisumy rozwigzania formalnego, linie Stokesa oraz
skoki. Rezultaty opisane w ostatnim podrozdziale zostaty opublikowane w
27].

Rozdzial szésty bedzie poswiecony przedstawieniu (réznego od poprzed-
nich) podejécia do zjawiska Stokesa, a mianowicie bedziemy operowaé na
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funkcjach resurgentnych. Najpierw przytoczymy podstawowe definicje, twier-
dzenia i fakty dotyczace wspomnianych funkcji resurgentnych. Nastepnie,
po raz ostatni, powrocimy do réwnania przewodnictwa cieplnego i jego
uogdblnienia, by wyznaczy¢ linie Stokesa oraz zapisa¢ postaci skokow. Po-
damy réwniez kilka przyktadow, gdy dane poczatkowe maja m.in. biegun
lub nieskonczony zbiér punktéw osobliwych. Ostatni rozdziat bedzie doty-
czyt uwag koncowych i probleméw otwartych, ktore wynikaja z gtéwnych
rezultatéw zaprezentowanych w Rozdziatach 4, 5 i 6.



2. POJECIA WPROWADZAJACE

W tym rozdziale przytoczymy podstawowe definicje, twierdzenia i lematy,
ktore beda niezbedne w tej pracy.

2.1. Analiza zespolona. Rozpocznijmy od kilku waznych definicji i twier-
dzen (bez dowodéw) z analizy zespolonej. W tym podrozdziale opieramy
sie na [12].

Definicja 1. Niech a,, € C oraz n € Z. Szereg postaci

00 (9] )
S oan(z—20)" =D an(z—20)"+ D an(z—2)"
n=—00 n=0 n=1
czeséregularna czesé osobliwa

nazywamy szeregiem Laurenta o srodku w punkcie zg.

Twierdzenie 1 ([12, Rozdzial IX, str.79-80]). Niech funkcja f(z) bedzie
holomorficzna wewngtrz pierscienia kotowego P = {z € C : r < |z — 29| <
R}, przy czym
1 R
R =, = llm Y |a_n|.
lim {/|a,|
Wtedy f(z) daje sie przedstawié¢ w postaci szeregu Laurenta

[e.9]

Z an(z — 29)"

a wspotczynniki majg postac
1
Ry Y
21 JK (s — 2z9)"H!

gdzie K jest dowolnym dodatnio zorientowanym (tj. przeciwnie do ruchu
wskazowek zegara) okregiem o Srodku w punkcie zg, zawartym w pierscieniu

P.

Definicja 2. Niech funkcja f(z) bedzie holomorficzna w sasiedztwie
U={2€C:0<|z— 2] <r gdzier € R} punktu zy. Residuum funkcji
f(2) w punkcie zy nazywamy liczbe

res,—,, f(z) = a_q,

gdzie a_; jest wspotezynnikiem z czesci osobliwej rozwiniecia f(z) w szereg
Laurenta w sasiedztwie punktu zj.

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze

1
=50 | J)ds.

a_1
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przy czym K jest dowolnym dodatnio zorientowanym okregiem o srodku w
punkcie zy i promieniu p (0 < p < 1), zawartym w U.

Definicja 3. Jezeli funkcja f nie jest holomorficzna w punkcie zy € CU{oo},
ale jest holomorficzna w pewnym jego sasiedztwie U = {z € C: 0 < |z —
2ol < r},gdy z0 # 0o lub U = {z € C : |z] > R}, gdy 20 = o0, to 2
nazywamy punktem osobliwym izolowanym funkcji f.

Definicja 4. Punkt osobliwy izolowany z, funkcji f(z) nazywamy
(1) pozornie osobliwym, jezeli granica lim, ., f(z) istnieje i jest skon-
czona,
(2) bieqgunem funkcji f(z), jezeli lim,_,,, f(2) = oo,
(3) k-krotnym bieqgunem funkcji f(z), jezeli lim, ., (z — 20)*f(2) # 0
oraz lim,_,. (2 — 20)*" f(2) = 0, gdzie k € N,
(4) istotnie osobliwym, jezeli nie istnieje granica lim,_,,, f(2).

Przyktad 1.
e Niech f(z) = Ziif;. Zauwazmy, ze lim,_,, Ziif; = —i, zatem punkt
z = 7 jest pozornie osobliwy. W podobny sposéb otrzymamy, ze
punkt z = —7 rowniez bedzie pozornie osobliwy.
e Niech f(z) = £. Wéwezas lim,_,o = = 1, a wiec punkt z = 0 jest

pozornie osobliwy. Jednakze lim, ., ==~ = Foo, dla k € Z\ {0},
czyli punkty z = k7 sg biegunami jednokrotnymi.
e Niech f(z) = % Wtedy lim,_, 23 0

z(cosz—1 z(cosz—1)
3 4 1
lim 0 2 2(cos z—1)

= —2, a takze
= 0, stad punkt z = 0 jest biegunem trzykrotnym.

Natomiast lim, o5, (2 — 2/{57‘(‘)2m = —kiﬁ oraz

lim, o (2 — 2k7r)3z(coslzfl) = 0, gdzie k € Z \ {0}, czyli punkty
z = 2km sg biegunami dwukrotnymi.
e Niech f(z) = e/*. W tym przypadku granica lim,_, e

nieje, zatem punkt z = 0 jest istotnie osobliwy.

2 . .
/2% nie ist-

Uwaga 1. Zauwazmy, ze

e jezeli zy jest punktem pozornie osobliwym, to cze$¢ osobliwa roz-
winigcia funkeji f(z) w szereg Laurenta w sasiedztwie punktu z
redukuje si¢ do zera, tzn. a_, =0dlan=1,2,3,...,

e jezeli zy jest k-krotnym biegunem funkcji f(z), to czes$é osobliwa
rozwiniecia funkcji f(z) w szereg Laurenta w sasiedztwie punktu zg
sktada sie ze skonczonej liczby wyrazéw postaci

A—f a—k41 a—1

dzie a_, 0,
(2 — 29)F (z—zo)k*1+ +z—zo’ gdzie a7

e jezeli zp jest punktem istotnie osobliwym, to czes¢ osobliwa rozwinie-
cia funkcji f(z) w szereg Laurenta w sasiedztwie punktu z, zawiera
nieskonczenie wiele wyrazow.
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Stwierdzenie 1. Niech f(z) bedzie holomorficzna w sqsiedztwie punktu zo.
Wowczas

(1) Jesli funkcja f(z) ma w punkcie zy biegun jednokrotny, to
tesema, () = I (= — 2)(2)
(2) Jesli funkcja f(z) ma w punkcie zy biegun k-krotny, to

1 ) dkz—l .
res.—sf(2) = Gy dim, e [ = 200" ()]

Twierdzenie 2 (Twierdzenie catkowe o residuach,[12, Rozdzial IX, str.86-87]).
Niech funkcja f(z) bedzie holomorficzna w obszarze jednospdjnym G z wy-

tgczeniem skonczonej liczby punktow zi, za, . . ., 2z, natomiast C bedzie za-
mknietq krzywg bez samoprzeciec zorientowanqg dodatnio, leZgcq w obszarze
G i zawierajgcqg wewngtrz punkty zq, 2o, . .., 2n,. Wowczas

/ f(2)dz = 2mi z”: res,—., f(2).
¢ k=1

Zajmijmy sie teraz przedtuzeniami analitycznymi funkeji - bezpoérednimi,
posrednimi czy wzdtuz krzywej, a takze z definicjami z nimi zwigzanymi.

Definicja 5. Niech beda dane dwie funkcje fi(z) i fa(z) analityczne od-
powiednio w obszarach D; i D, takich, ze D := Dy N Dy # (). Jezeli
fi1(2) = fa(z) na D, to méwimy, ze kazda z funckji fi i fo jest przediuze-
niem analitycznym bezposrednim lub krotko przedtuzeniem drugiej.

Przyktad 2. Szereg geometryczny fi(z) = 3/29(1 — 2)" jest zbiezny w Dy =
i

{z € C: |z — 1] < 1}, szereg geometryczny fo(z) = + 3520(1 + i2)™ jest
zbiezny w Dy = {2z € C : |z —i| < 1}. Zauwazmy, ze fi(z) = fa(2)
na D N Dy, poniewaz suma kazdego z tych szeregéw wynosi 1/z. Zatem
funkcje f1 1 fo sa swoimi przedtuzeniami.

[e.e]

Przykiad 3. Rozwazmy szereg geometryczny fi(z) = 300 o(—1)"z*", ktéry
jest zbiezny w Dy = {z € C: |z| < 1}, oraz funkcje fo(2) = =, ktora jest
analityczna w Dy = C\{—i,i}. Zauwazmy, ze f1(z) = 350 (—1)"2"" = S5
dla |z| < 1. Skoro wewnatrz kota |z| = 1 mamy, ze fi(z) = f2(2) , to funkcja
f2 jest analitycznym przedhuzeniem funkcji f; na calg ptaszczyzne zespolong

z wyjatkiem z = 4.

Pojecie przedtuzenia analitycznego daje sie w naturalny sposéb uogolnic,
a mianowicie

Definicja 6. Niech bedzie dany skoniczony ciag funkcji f1(z), f2(2), ..., fu(2)
analitycznych odpowiednio w obszarach Dy, Ds, ..., D, oraz niech kazda na-
stepna funkcja bedzie przedtuzeniem bezposrednim poprzedniej. Powiemy
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wtedy, ze funkcja f,(2) jest przediuzeniem posrednim funkcji f1(z). Obszary
D, i D,, moga by¢ roztaczne lub nie.
Mozliwe sa nastepujace przypadki
(1) W czesci wspdlnej kazdych dwéch obszaréw D;, Dy, gdzie i # k,
funkcje f;, fx sa identyczne. Wowcezas funkcje f1(z2), fo(2), ..., fu(2)
okreslaja w obszarze D1 U Dy U ... U D, jedna funkcje analityczna
f(2), ktéra w obszarze Dy, jest identyczna z funkcja fi(2).
(2) W czesci wspélnej dwoch obszaréw, np. Dy, D,,, mamy, ze f; #
fn. Wowczas funkcje f1(z), fa(2), ..., fu(z) nie okredlaja w obszarze
Dy UDy;U...UD, funkcji w dotychczasowym znaczeniu. Mowimy
wtedy, ze funkcje fi(2), f2(2), ..., fu(2) sa galeziami jednej funkcji
analitycznej wieloznacznej, ktéra w obszarze Dy jest identyczna z
funkcja fx.
Funkcja wieloznaczna rézni si¢ od funkcji dotychczas rozpatrywa-
nych, bo w pewnych punktach ma wiecej niz jedng wartos¢. Funk-
cje w dotychczasowym znaczeniu, a wigc majace w kazdym punkcie
swego obszaru istnienia jedng wartos¢, nazywamy funkcjami jedno-
znacznymi lub krotko funkcjami.

Przyklad 4. Rozwazmy funkcje wieloznaczng f(z) = /2 = \/Fe%, gdzie
r = |z| oraz 0 € {argz + 2km, k € Z}. Woéwczas funkcja fi(z) = /re?,
gdzie 0 < 0 < m, jest gatezig funkcji f. Przedtuzeniem analitycznym funkcji
f1 wzdhuz uJemneJ osi rzeczywistej do dolnej pdtplaszczyzny jest funkcja
f2(2) = yfre: 7 , gdzie § < 6 < 2m. Natomiast analitycznym przedtuzeniem
funkcji fo WZth_Z dodatmeJ osi rzeczywistej do pierwszej ¢wiartki jest funk-
cja f3(z) = \/_62 gdzie m < 0 < 52”. Zauwazmy, ze W pierwszej ¢wiartce

mamy, ze f3(z) # fi(2), a dokladniej f3(z) = —f1(z).

Definicja 7. Niech f(z) bedzie funkcja holomorficzna w otwartym zbiorze
U c C. Punkt brzegowy w zbioru U nazywamy punktem przedtuzalnosci
funkcji f, jezeli istnieja: otwarte otoczenie V punktu w, funkcja g holo-
morficzna na V' oraz otwarty podzbior U’ zbioru U takie, ze w € 9U’ i
Sy = Gy - Jesli punkt w nie jest punktem przedtuzalnosci, to nazy-
wamy go punktem osobliwym funkcji f.

Definicja 8. Niech f(z) bedzie funkcja analityczna w obszarze D. Niech
szereg P(z) = Y% a,(z — a)", gdzie a € D, bedzie szeregiem Taylora
danej funkcji. Ponadto niech ze érodka szeregu P(z) wychodzi dowolna
krzywa C' o réwnaniu z = z(t), o < t < [, majaca poczatek z(a) = a
i koniec z(8) = b. Szereg P(z) jest przediuzalny wzdiuz krzywej C, jezeli
kazdy punkt krzywej z(t) jest srodkiem pewnego szeregu potegowego P;(z),
a <t <, o dodatnim promieniu zbieznosci, gdzie

(1) Falz) = P(2),
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(2) kazde dwa szeregi P;(z) i Py(z), dla ktérych réznica |t'—t| jest dosta-
tecznie malta, sg identyczne w czesci wspoélnej swych kot zbieznosci.
Rodzing szeregdw { P;(z)}a<i<p, nazywamy faricuchem szeregow potegowych
o poczatku P,(z) i koncu Pg(z). Szereg P,(z) nazywamy przediuzeniem
szerequ Py(z) wzdiuz krzywej C.

Stwierdzenie 2. [12, Rozdzial X, str.103] Kazdy szereg potegowy ma wzdtuz
krzywej wychodzgcej z jego srodka co najwyzej jedno przediuienie.

Definicja 9. Niech f(z) bedzie funkcja analityczna w obszarze D, a P(z)-
szeregiem Taylora tej funkcji w otoczeniu pewnego punktu a € D. Kazdy
taki szereg nazywamy elementem funkcji f(z).

Jezeli C jest dowolng krzywa wychodzaca z punktu a i zawarta w obszarze
D, to wszystkie elementy danej funkcji o srodkach na C' tworza tancuch
szeregdw potegowych. Element P(z) daje sie wiec przedtuzaé analitycznie
wzdhuz kazdej krzywej zawartej w obszarze D i kazde jego przedtuzenie jest
nowym elementem danej funkcji.

Definicja 10. Funkcje analityczng w pewnym obszarze D nazywamy dowol-
nie przedtuzalng w tym obszarze, jezeli kazdy jej element daje sie przedtuzaé
analitycznie wzdtuz dowolnej krzywej zawartej w obszarze D.

Stwierdzenie 3 ([12, Rozdziat X, str.107]). Jezeli funkcja f jest dowolnie
przedtuzalna w obszarze D, to kazdy punkt a € D jest srodkiem tej samej
liczby elementow funkcji f.

Definicja 11. Niech f(z) bedzie funkcja analityczna dowolnie przedtuzalng
w otoczeniu pierécieniowym

(1) 0<|z—2| <R

punktu zy € C (w przypadku, gdy zy = oo, nalezy wziaé¢ otoczenie R <
|z] < o00). Jezeli kazdy element funkcji f po przedtuzeniu wzdtuz dowol-
nej krzywej zamknietej zawartej w (1) wraca do elementu wyjsciowego, to
funkcja jest jednoznaczna, a punkt zy jest albo biegunem albo punktem po-
zornie lub istotnie osobliwym. Jesli natomiast pewien element nie wraca
po przedtuzeniu do elementu wyjéciowego, to funkcja jest wieloznaczna i
kazdy punkt obszaru (1) jest srodkiem tej samej liczby r > 1 elementéw
funkcji f. W tym przypadku zg nazywamy punktem rozgatezienia funkcji
f, aliczbe r — 1 rzedem rozgalezienia w punkcie zy. Rzad rozgatezienia jest
nieskonczony, gdy r = oo.

Przyklad 5. Funkcje f(z) = /z i g(z) = log z sa dowolnie przedtuzalne w
obszarze 0 < |z| < co i maja po dwa punkty rozgalezienia: 0 oraz co. Rzad
rozgalezienia funkcji f(z) = {/z w punkcie 0 i w punkcie oo wynosi n — 1,
natomiast rzad rozgalezienia funkcji g(z) = logz w punkcie 0 i w punkcie
oo jest nieskonczony.
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Przyktad 6. Dla funkcji f(z) = Ve** + 1 punkty 2z, = ++/mi + 2kmi, gdzie
k € 7, sa punktami rozgatezienia rzedu drugiego.

Stwierdzenie 4 ([12, Rozdzial XIV, str.153]). Niech K = {z € C : |z —
20| = p,p > 0} bedzie dowolnie ustalonym okregiem zawartym w otoczeniu
(1) i niech r- K, gdzier € N ir > 1, oznacza krzywq zamknietq, jakq opisze
punkt obiegajgc r-krotnie okrgg K w tym samym kierunku. JeZeli pewien
element P(z) funkcji analitycznej f(z) dowolnie przedtuzalnej w otoczeniu
(1) jest identyczny ze swym przedtuzeniem wzdluz krzywej r - K, lecz nie
jest identyczny ze swym przedtuieniem wzdtuz krzywej m - K, gdzie m <,
to funkcje f(z) w otoczeniu (1) mozna zapisaé w postaci szerequ

) f6)= % a7

Definicja 12. Niech funkcja f(z) bedzie analityczna i dowolnie przedtu-
zalna w (1) oraz niech zy € C bedzie punktem rozgalezienia funkcji f(z).
Punkt zy nazywamy algebraicznym punktem rozgaiezienia, jezeli rzad roz-
galezienia jest skonczony i jezeli w rozwinieciu (2) wszystkie lub prawie
wszystkie wspotezynniki a, dla n < 0 sa réwne zeru. W punkcie takim
istnieje granica lim, .,  f(z) skoficzona lub nieskoriczona.

Punkty rozgatezienia, ktére nie sg algebraiczne nazywamy logarytmicznymi
punktami rozgatezienia.

Uwaga 2. Jezeli funkcja analityczna f(z) spelnia zalozenia Stwierdzenia 4
w obszarze R < |z| < oo, to daje sie w nim przedstawié¢ przez szereg postaci

+o0 1 n
3 z) = an|l — | .
Ponadto, punkt zp = oo nazywamy algebraicznym punktem rozgalezienia
rzedu r — 1, jezeli w rozwinieciu (3) wszystkie lub prawie wszystkie wspo6t-
czynniki a,, dla n > 0 sg réwne zeru.

Przyktad 7. Funkcja f(z) = VIn z ma trzy punkty rozgaltezienia: 0, 1 oraz
00. Punkty 0 i oo sa logarytmicznymi punktami rozgatezienia, natomiast
punkt 1 dla tego elementu funkcji f(z), dla ktérego In 1 = 0 jest algebraicz-
nym punktem rozgatezienia.

Przypomnijmy jeszcze definicje kietka funkcji holomorficzne;j.

Definicja 13. Dla ustalonego punktu a € C U {oc} oznaczmy przez Q,
zbior wszystkich funkcji okreslonych na otoczeniu punktu a, ktére sa ho-
lomorficzne w punkcie a. Powiemy, ze funkcje f,g € O, s¢ w relacji, jesli
f = g na pewnym otoczeniu punktu a. Wéwczas piszemy f ~ g. Zauwazmy,
ze relacja ta jest relacjg réownowaznoséci. Klase réwnowaznosci relacji ~ na-
zywamy kietkiem funkcji holomorficznej w punkcie a.
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Definicja 14. Niech K C C bedzie zbiorem zwartym oraz niech funkcje f, g
beda holomorficzne na pewnych otoczeniach zbioru K. Powiemy, ze funkcje
te s¢ w relacji, jezeli f = g na pewnym otoczeniu zbioru K. Wowczas
piszemy f ~ g. Kietkiem funkcji holomorficznej na zbiorze zwartym K
nazywamy klase réwnowaznosci relacji ~.

_ Na koniec tego podrozdziatu oméwimy powierzchni¢ Riemanna logarytmu
C, czyli nakrycie uniwersalne przestrzeni C \ {0}.

Definicja 15. Rozwazmy zbiér P wszystkich krzywych postaci v : [0, 1] —
C \ {0} takich, ze v(0) = 1. Na zbiorze P okreslamy relacje homotopijnej
rownowaznosci ~ nastepujaco

3dH : [0,1] x [0,1] — C\ {0} ciagte i takie, ze
v~ | H(0,t) = 70(t) oraz H(1,t) = ~v(t), dla kazdego t € [0, 1],
H(s,0) = 70(0) oraz H(s,1) = (1), dla kazdego s € [0, 1],

oraz definiujemy nakrycie uniwersalne C przestrzeni C \ {0}, jako zbi6r
wszystkich klas réwnowaznosci,

@::P/N.

Uwaga 3. Zauwazmy, ze jezeli v ~ 7o, to 7(1) = 7o(1), koniec (1) nie
zalezy od 7, lecz od klasy réwnowaznosci [y]. Zatem otrzymamy odwzoro-
wanie

()

m:C— C\{0}, =(¢)=~(1), dla kazdego ~ € P, takiego,ze [v]

Zauwazmy rowniez, ze wsrod wszystkich reprezentantow klasy rownowaz-
noséci dla ¢ € C istnieje reprezentant kanoniczny: istnieje jednoznaczna
para (r,0) € (0,+00) x R taka, ze ¢ jest reprezentowane przez konkatena-
cje! krzywych t € [0,1] — € oraz t € [0,1] — (1 +t(r —1))e?. W tym
przypadku, piszemy

¢=re’, r=I¢|, 0=arg,
a wige w(re) = re'.

INiech beda dane dwie krzywe + : [a,b] — C oraz ' : [a/,b'] — C takie, ze ~(b) =
v'(a"). Konkatenacjg tych krzywych nazywamy krzywa vOv' : [a,b+ b — d'] — C,
zdefiniowana jako yOv' := ~(t) dla t € [a, b] oraz yOy' := ~/(a’+¢—b) dlat € [b,b+b' —d'].
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2.2. Sektory i szeregi formalne. Rozpocznijmy od definicji sektora i
dysku.

Definicja 16. Sektorem S w kierunku d € R, rozwartosci o > 0 i promieniu
R € R, w nakryciu uniwersalnym C przestrzeni C \ {0} nazywamy zbi6r
postaci

S=Sia,R)={2€C:2=7re?:7€(0,R),p € (d—a/2,d+a/)}

Imz

Rez

Rys.1 Sektor S w kierunku d, rozwartosci o i promieniu R, na plaszczyznie
zespolonej.

Jezeli R = +o00, to sektor S nazywamy nieograniczonym i oznaczamy przez
S = Sy(a). W przypadku, gdy rozwarto$¢ « nie jest istotna, sektor
S = S4(a) zapisujemy jako Sy.

Definicja 17. Sektor S* nazywamy wiasciwym podsektorem sektora
S = S5(d,a, R), jesli S*\{0} C S. Przyjmujemy wéwczas oznaczenie S* < S.

Definicja 18. Dyskiem zespolonym D, w przestrzeni C o promieniu r > 0
i srodku w 0 nazywamy zbiér postaci

D, ={ze€C:|z| <r}.
Jezeli promien r nie jest istotny, to zbiér D, okreslamy symbolem D.
Dodatkowo definiujemy D} := D, \ {0}.
Ponadto przez dysk sektorowy bedziemy rozumieé zbiér postaci Sy(a) U D
(odpowiednio S; U D), ktory oznaczmy krétko Sy(a) (odpowiednio Sy).

Notacja: Jezeli funkcja f jest holomorficzna na obszarze G C C", wowczas
bedziemy to zapisywaé jako f € O(G).

Analogicznie, przestrzen wszystkich funkcji holomorficznych, zmiennej

27 = (2 21 na dziedzinie G C € bedziemy zapisywaé jako
01/,(G), gdzie z = (21,...,2,) €C", v = (71,...,7n) € N" oraz

vy =/n, - 1/m).
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W ogélnodci, jesli przez E oznaczymy zespolong przestrzen Banacha z norma
| - |le, to przez O(G, E) (odpowiednio O, ,,(G,E)) bedziemy rozumie¢ zbiér
wszystkich funkcji holomorficznych o wartosciach z przestrzeni E (odpo-
wiednio zbiér wszystkich funkcji holomorficznych zmiennej z'/7) na obsza-
rze G C C". W tej pracy jako przestrzen Banacha E bedziemy przyjmowac
albo przestrzen liczb zespolonych C (wéwczas zapis O(G, C) uproscimy do
O(G) i podobnie zapis Oy ,,(G,C) do Oy,,(G)) albo przestrzen funkcji
B/, (D) = 01/,(D) N C(D) z norma [¢[|g, . (p) = max_.5[p(2)].

Definicja 19. Niech k£ € R, S bedzie sektorem nieograniczonym oraz

u € O0y1),(S,E). Méwimy, ze funkcja u ma wzrost eksponencjalny rzedu co
najwyzej k, jesli dla kazdego podsektora wtasciwego S* < S istnieja stale
dodatnie Cy, Cy takie, ze ||Ju(z)||g < C,eC2le™ dla kazdego x € S*. Zbiér
wszystkich takich funkcji oznaczamy przez O’f/V(S, E), natomiast w przy-
padku, gdy S = C, to przez O'f/W(C,]E).

Powyzsza definicje mozemy zapisa¢ ogélniej tzn. jesli G jest nieograniczo-
nym obszarem w C" oraz u € Oy,(G,E), to u € Of,(G,E), gdy dla kaz-
dego zbioru G* spehiajacego warunek G* C Int G istniejg stale Cy, Cy > 0
takie, ze ||u(z)||g < Cre®l*l* dla kazdego = € G*.

PrzejdZzmy teraz do zdefiniowania szeregéw formalnych.

Definicja 20. Rozwazmy ciag liczb zespolonych (a,)$° . Szereg potegowy
postaci ;2 a,t" utworzony dla tego ciggu nazywamy szeregiem formal-
nym. Zbiér wszystkich takich szeregéw oznaczamy przez C[[t]].

Uwaga 4. W tej pracy bedziemy takze rozpatrywac szeregi formalne po-
staci Y00 an(2)t", gdzie a,(z) € O(D,)dlakazdegon € Ny, albo szeregi
formalne postaci >0 a,t", gdzie a,, € E. Wéwczas oznaczenie C[[t]] zasta-
pimy odpowiednio przez O(D,)|[t]] i przez E[[t]].

2.3. Funkcje jadrowe i funkcje momentéw. W tym podrozdziale przy-
pomnimy pojecia funkcji jadrowych i powigzanych z nimi funkcji momentéw.

Definicja 21 ([3, Rozdziat 5.5]). Pare funkcji e, oraz E,, nazywamy funk-
cjami jadrowymi rzedu k (k > 1/2), jesli maja one nastepujace wlasnosci:
1. e, € O(So(/k)), em(2)/z jest catkowalna w zerze, e,,(z) € Ry dla
x € Ry oraz e, jest eksponencjalnie ptaska rzedu k przy z — oo
w So(m/k) (tzn. dla kazdego £ > 0 istnieja state A, B > 0 takie, ze
e (2)| < Ae= (/B dla 2 € Sy(n/k —€)).
2. Funkcja E,, € OF(C) oraz E,,(1/2)/z jest calkowalna w zerze w
sektorze S, (2w — w/k).
3. Zwiazek miedzy funkcjami e,, oraz F,, jest zadany przez korespon-
dujgcq funkcje momentdw m rzedu 1/k. A mianowicie, funkcja m
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jest zdefiniowana jako transformacja Mellina funkcji e,

(5) m(u) = / " e (z)dr dla Reu >0
0
oraz funkcja jadrowa FE,, ma nastepujace rozwiniecie w szereg pote-
gowy
oo Zn
(6) E,.(z) = dla ze€C.
2 o)

4. Dodatkowo zaktadamy, ze korespondujaca funkcja momentéw m spet-
nia warunek m(0) = 1.

Uwaga 5. Zauwazmy, ze z odwrotnej transformacji Mellina i z (6) wynika,
ze funkcja momentéw m jednoznacznie wyznacza funkcje jadrowe e,, oraz
E,.

Zwr6émy uwage, ze dla k < 1/2 zbiér S, (2w — 7/k) nie jest zdefiniowany,
a wiec druga wlasnosé z Definicji 21 nie bedzie spetniona. Zatem musimy
zdefiniowaé funkcje jadrowe rzedu k < 1/2 oraz korespondujaca funkcje
momentéw w inny sposob.

Definicja 22 ([3, Rozdzial 5.6]). Funkcje e,, nazywamy funkcjq jedrowq
rzedu k > 0, jesli mozna znalez¢ pare funkcji jadrowych e i E~ rzedu
pk > 1/2 (dla pewnego p € N) takich, ze

em(2) = e (2P)/p dla  z € Sy(n/k).

Dla danej funkcji jadrowej e, rzedu k > 0 definiujemy korespondujgcq funk-
cje momentow m rzedu 1/k > 0 poprzez (5) oraz funkcje jadrowq E,, rzedu
k > 0 poprzez (6).

Tak jak w [18], rozszerzymy wyzej przytoczone pojecie funkcji momentéw
do takiej, ktora ma rzad rzeczywisty.

Definicja 23. Méwimy, ze m jest funkcjig momentéw rzedu 1/k < 0, jesli
1/m jest funkcja momentéw rzedu —1/k > 0.

Powiemy réwniez, ze m jest funkcjg momentow rzedu 0, jesli istnieja
funkcje momentéw my i mso tego samego rzedu postaci 1/k > 0 takie, ze
m = my/ms.

Na podstawie Definicji 23 oraz [3, Twierdzenia 31 i 32] otrzymamy:

Stwierdzenie 5. Niech my, mo bedg funkcjami momentow o rzedach row-
nych odpowiednio sy, sy € R. Wowczas

e mymy jest funkcjg momentow rzedu s + so,

e my/my jest funkcjg momentow rzedu s1 — So.
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Przyktad 8. Dla dowolnego k > 0 klasyczne funkcje jadrowe i korespondu-
jaca z nimi funkcja momentéw, ktére spetniaja Definicje 21 lub 22, dane sg
wzorami:

o ep(z) = ke ",

o m(u) = I'(1 + u/k), gdzie I" to funkcja gamma Eulera okreslona

wzorem
+0o0
I(z) = / t"tetdt dla Rex >0,
0
o En(2) = X2, 1“(%]]/1@) =: Ey/5(2), gdzie E; ), jest funkcja Mittag-

Lefflera o indeksie 1/k.

Powyzsze funkcje najczesciej uzywa sie w klasycznej teorii k-sumowalno$ci.
Przyktad 9. Dla kazdego s € R zdefiniujmy funkcje ['s nastepujaco

A+ su) dla s>0
La(u) = { 1/T(1 —su) dla s<0,

przy czym Rewu > 0.
Zauwazmy, ze z Przyktadu 8 i Definicji 23 wynika, ze funkcja 'y jest przy-
ktadem funkcji momentéw rzedu s € R.

Funkcja momentéw I'y bedzie szeroko stosowana w tej pracy, ze wzgledu
na to, ze kazda funkcja momentéw m rzedu s ma taki sam wzrost jak funkcja
['s. Dokltadniej mowiac, mamy, ze

Stwierdzenie 6 ([3, Rozdziat 5.5]). Jesli m jest funkcjg momentéw rzedu
s € R, wowczas istniejg state a, A,c,C > 0 takie, ze

ac"T's(n) <m(n) < AC"T's(n) dla kaidego n € N.

2.4. Asymptotyka w sensie Gevrey’a. W tym podrozdziale podamy
najwazniejsze pojecia dotyczace rozwinie¢ asymptotycznych.

Definicja 24. Niech s € R. Szereg formalny > >° ;a,t" nazywamy szere-
giem formalnym Gevrey’a rzedu s jesli istnieja state A, B > 0 takie, ze
la,| < AB"(n!)* dla kazdego n € Ny.

Zbiér wszystkich takich szeregéw oznaczamy przez C[[t]]s.

Uwaga 6. (zobacz [5]) Jesli s < 0, to u € C[[t]]s <= u jest zbiezny oraz
ue O :(C).

Definicja 25. Niech s € R oraz u € O(S), gdzie S jest pewnym sektorem
w nakryciu uniwersalnym C. Szereg formalny Gevrey’a rzedu s
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u(t) = Yoo gant™ € C[[t]]s nazywamy rozwinieciem asymptotycznym Ge-
vrey’a rzedu s funkeji u w S jedli dla kazdego podsektora wlasciwego S* < S
istniejg stalte A, B > 0 takie, ze dla kazdych N € Ny it € S* zachodzi

N
() = 3 ant"] < ABN(N1 [

n=0
Uzywamy wowcezas zapisu: f(t) ~g f(t) w S.

Przypomnijmy teraz dwa wazne twierdzenia (bez dowodéw) dotyczace
asymptotyki w sensie Gevrey’a.

Twierdzenie 3 (Twierdzenie Ritta, [3, Stwierdzenie 10]). Niech

Z(t) € Cl[[t]]s, gdzie s > 0. Niech S bedzie sektorem o rozwartosci o takiej,
ze 0 < a < sm. Wtedy istnieje funkcja x(t) € O(S) taka, Ze x(t) ~s T(t) w
sektorze S.

Twierdzenie 4 (Lemat Watsona, [3, Stwierdzenie 11]). Niech S bedzie sek-
torem o rozwartosci o takiej, ze o > sm, gdzie s > 0. Jesli x(t) € O(S5)
spetnia warunek, ze x(t) ~5s 0 w S, to x(t) =0 w sektorze S.

Zauwazmy wiec, ze twierdzenie Ritta w sektorach o malej rozwartosci za-
pewnia nam istnienie funkcji dla danego rozwiniecia, natomiast lemat Wat-
sona pokazuje, ze w sektorach o duzej rozwartosci rozwiniecie jednoznacznie
wyznacza funkcje.

Uzywajac teraz teorii Balsera dotyczacej ogdlnej moment sumowalnosci
([3, Rozdziat 6.5],[3, Twierdzenie 38]), zastosujemy funkcje momentéw do
zdefiniowania moment transformacji Borela i uogélnienia definicji rzedu Ge-
vrey’a.

Definicja 26. Niech m bedzie funkcja momentéw. Woéwcezas liniowy ope-
rator B,,: E[[t]] — E|[[t]] zdefiniowany jako

Bu( L wt) =2 S5t
j=0 §=0 (7)
nazywamy m-moment transformacjq Borela.
Uogdélnimy teraz Definicje 24.

Definicja 27. Niech s € R. Wéwczas u € El[[t]] nazywamy szeregiem
formalnym Gevrey’a rzedu s, jesli istnieje dysk D C C o $rodku w zerze
taki, ze grsﬁ € O(D,E). Przestrzen wszystkich takich szeregéw formalnych
oznaczamy przez E[[t]]s.

Uwaga 7. Zauwazmy, ze korzystajac ze Stwierdzenia 6 mozemy zamieni¢
funkcje I's w Definicji 27 na dowolna funkcje momentéow m rzedu s.
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Uwaga 8. Jesli u € E[[t]|s oraz s < 0, to szereg formalny u jest zbiezny, a
wiec jego suma u jest dobrze zdefiniowana.

Ponadto, 4 € E[[t]]o <= u € O(D,E) oraz i € E[[t]], —= u € O~'/*(C,E)
dla s < 0.

2.5. Procedura moment k-sumowalnos$ci w kierunku d. W tym pod-
rozdziale przedstawimy metode moment sumowalnosci, ktéra pozwoli uzbiez-
ni¢ szereg formalny u € E[[t]].

Rozpocznijmy od zdefiniowania nastepujacych operatorow:

Definicja 28. Niech e,,, ), beda para funkcji jadrowych rzedu & > 0 z
korespondujaca funkcjg momentéw m i niech d € R.
e Jedliv e Ok(gd, E), to operator catkowy T}, 4 zdefiniowany przez

(Tonav)(t) = / " em(s/t)v(s)cfj

dla ¢ spetniajacych warunki: |d —argt| < 2=, cos(k|d —argt|) > c|t|*
dla odpowiednio duzego ¢ > 0, natomiast catkowanie przebiega
wzdhuz potprostej R, = {rei : r > 0} przedstawionej na po-

nizszym rysunku

Im 2

nazywamy m-moment transformacjqg Laplace’a w kierunku d.
o Jedli v € O(Sa(} + ¢, R),E) dla pewnych €, R > 0, to operator
catkowy T/ ; postaci

(T,, qv)(s) = ! /(d) Em(s/t)v(t)cit dla s € Sy(e),

211 ¥
nazywamy odwrotng m-moment transformacjqg Laplace’a w kierunku
d, przy czym krzywa (d) zorientowana ujemnie jest brzegiem sek-
tora w kierunku d o skoriczonym promieniu i rozwartosci nieco wigk-
szej od /k, zawartego w Sy(7 + ¢, R)) (patrz rysunek ponizej).
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Imz

Rez

Uwaga 9. (Zobacz [3], str.87) Zauwazmy, ze T, 4(t") = m(n)t" dla kazdego
n € Ny. Stad T, aBmu = u dla kazdego u € O(D).

Przejdzmy teraz do zdefiniowania moment sumowalnosci szeregéw formal-
nych.

Definicja 29. Niech k& > 0 oraz d € R. Wéwczas u € E[[t]] nazywamy
k-sumowalnym w kierunku d, jesli istnieja € > 0 oraz dysk sektorowy
Sy = Sy(e) w kierunku d takie, ze v = gpl/k@ € O%(5,,E).

Ponadto, k-suma szerequ formalnego u w kierunku d jest dana wzorem

ds

M ) = Salt) = Ga)t) = [ enls/)

gdzie 0 € (d —¢/2,d+¢/2) oraz t € Sd<% + &, ﬁ), dla pewnych &, R > 0.

Uwaga 10. Zauwazmy , ze z Twierdzenia 4 wynika, ze k-suma u®(t) jest
jednoznaczng funkcja holomorficzna w Sq(, R) dla pewnego a > 7 i R <
oo, taka, ze

ul(t) ~ip i(t) wo Sa(a, R).

Definicja 30. Jesli u € E[[t]] jest k-sumowalny we wszystkich kierunkach
d 7z wyjatkiem skonczenie wielu kierunkéw dy, ..., d, (modulo 27), to sze-
reg formalny u nazywamy k-sumowalnym, a kierunki dy, ..., d, nazywamy
kierunkami osobliwymi dla 1.

Nastepnie rozszerzymy pojecie k-sumowalnych szeregéow formalnych do
multisumowalnych szeregéw formalnych.

Definicja 31. Niech k; > --- > k,, > 0 oraz niech k1, ..., k, beda zdefinio-
wane jako k1 = ki, 1/k; = 1/kj — 1/k;—1, 2 < j < n. Powiemy, ze wektor
rzeczywisty d = (dy, ..., d,) jest dopuszczalnym multikierunkiem wzgledem
k= (ki,..., k), jezeli

2/€j|dj —dj_1| S m dla j: 2,...,71.
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Uwaga 11. Dopuszczalnosé kierunku d wzgledem k jest réwnowazna in-
kluzjom I; C I, C --- C I, gdzie [; := (d; — ﬁj,djjtfkj) dlaj=1,...,n.

Definicja 32. Niech my,...,m, beda funkcjami momentéw o dodatnich
rzedach réwnych odpowiednio 1/k1,...,1/k,, gdzie k1, ..., k, sa takie jak
w Definicji 31. Szereg formalny u(t) = 352, u;t’ € E[[t] nazywamy

k-multisumowalnym w dopuszczalnym multikierunku d, pod warunkiem, ze
o 0,(t) i= (B, -+ Byi)(t) = > — 4 ——t5 € 0" (3, E),

& ) ma)

L ’Ujfl(t) = (ij,djvj>(t) € Of‘i,j—1<de717]E) dla j =n,n — 1, . ,2.

Ponadto, k-multisuma szerequ formalnego u w multikierunku d jest dana
wzorem

ud(t) = Skjd@(t) = (Tml,dl cee Tmn’dnvn)(zﬁ).

Definicja 33. Jesli (dy,...,d,) jest dopuszczalnym multikierunkiem oraz
wszystkie funkcje vi,...,v, istnieja z wyjatkiem v; & 0% (Sg,,E), to d;
nazywamy osobliwym kierunkiem dla @ na poziomie k; (dla j =1,...,n).

Definicja 34. Jesli u ma co najwyzej skonczenie wiele (modulo 27) kierun-
kéw osobliwych na kazdym poziomie k;, 1 < j < n, to wowczas U nazywamy
k-multisumowalnym.

Uwaga 12. Jesli ky > --- > k, > 0, (dy,...,d,) jest dopuszczalnym mul-
tikierunkiem oraz u; jest kj-sumowalny w kierunku d; dla j = 1,...,n, to,
korzystajac z [3, Lemat 20|, 4 := @y + - -+ + @, jest k-multisumowalny w
multikierunku d oraz Sk qt(t) = Sk, a4, U1 (t) + - - - + Sk,.4, Un(1).

Ponadto, jezeli dodatkowo #; jest kj-sumowalne z n; kierunkami oso-
bliwymi dj1,...,dj,, (dla j =1,...,n), to @ jest k-multisumowalny oraz
dj1, -, djn, sa kierunkami osobliwymi dla 4 na poziomie ;.

Uwaga 13. Zauwazmy, ze biorac w wyzej opisanej procedurze moment k-
sumowalnosci w kierunku d funkcje jadrowe z przyktadu 8 otrzymujemy
klasyczna teorie k-sumowalnosci (zobacz [2, Rozdziat 3], [3, Rozdzialy 6.1-
6.4], [13, Rozdzial 5]).

2.6. Zmodyfikowana procedura k-sumowalnos$ci w kierunku d. W
tym podrozdziale skupimy sie na przedstawieniu metody, ktéra najczesciej
wykorzystuje sie przy badaniu rozwiazan formalnych rownan rézniczkowych
czastkowych ze stalymi wspétczynnikami. Polega ona na zamianie szeregu
formalnego Z(t) = >0y a,t” € E[[t]] na funkcje holomorficzna w pewnym
sektorowym otoczeniu zera. Ponadto, metoda ta jest szczegdlnym przy-
padkiem procedury moment k-sumowalnos$ci w kierunku d przedstawionej
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w poprzednim podrozdziale, a mianowicie bierzemy funkcje momentéw po-
staci
CT(l+n(1+7)

(8) m(n) =

r'(l+n)
a takze korespondujace z nig funkcje jadrowe
k& k
) enlz) = ozt O ()
oraz
Bz =3
m\%) = >
n=0 m(n)
gdzie funkcja C,, (zobacz [3, Rozdziat 11]) jest zdefiniowana jako
1 1 u—rul/a
Co(T) = =— [ us-re du, dla a>1 oraz 7€C,
271 ¥
gdzie v to krzywa idaca z oo wzdluz argu = —m do pewnego ug < 0,
nastepnie wzdtuz okregu |u| = |ug| do argu = 7 i kolejno powracajaca do

oo wzdluz tego promienia (patrz Rys.4).

Im z

Re z

A

Rys.4 Krzywa v na ptlaszczyznie zespolone;j.

Calkujac wyraz po wyrazie oraz uzywajac formuty Hankela 2 otrzymujemy
nastepujace rozwiniecie w szereg potegowy

[e'e} (_T)n
C,(1) = ————~, dla a>1 oraz 7€C.
7= 2 (- =)
W szcezegdlnosci dla o = 2 dostajemy (zobacz [16], Rozdzial 4)
1 2
CQ(T) = ﬁ@i 4,

1

2Formula Hankela to: F(lz) =55 fﬁ/ w~ eV dw, gdzie 7y jest krzywa catkowania taka

jak na Rys.4.
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I'(1+2u)

Stad dla k£ = 1 otrzymamy m(u) = F(ira) OT8%
1 1 p
(10) em(z) = 5\/502(\/5) = 4—\/567.
7T

Ustalmy k& > 0, d € R oraz ¢ > 0. Aby uzbiezni¢ szereg formalny Z(¢) naj-
pierw uzyjemy zmodyfikowanej transformacji Borela rzedu k zdefiniowanej
nastepujaco

[e o]

N o a, t"n!
(BrZ)(t) := n;() F(l T %)) )

Nastepnie, jezeli powyzszy szereg potegowy jest zbiezny, to mozemy za-
stosowac operator Ecalle’a Ey 4 rzedu k w kierunku d, tzn.

(11) (Brag)(t) := t—l%c/ (5) Cags ((5/8)757) v,

616R+

gdzie t € Sd(% + ¢, E’), dla pewnych &, R > 0 oraz g(s) = (ByZ)(s), dla s €
Sa(€), natomiast catkowanie przebiega wzdtuz dowolnej potprostej postaci
Ry = {re?: r >0}, gdzie 6 € (d —e/2,d +¢/2).

Warto zwréci¢ uwage, ze operator Ecalle’a to nic innego jak m-moment
transformacja Laplace’a T, 4 przy m postaci (8).

Sprawdzmy teraz kiedy calka w definicji operatora Ecalle’a (11) jest
zbiezna. W tym celu przypomnijmy przydatny lemat dotyczacy funkcji Cy:

Lemat 1 ([1, Lemat 5.1]). Niech a > 1 oraz 5 # 0 bedg takie, ze %+i =1.
Wtedy dla kazdego € > 0 istniejq stale Ay, Ay > 0 takie, Ze zachodzi
1Co(7)| < Are 21" dla kazdego T takiego, ze |argr| < 25 — €

Uwaga 14. Jedli « = (k + 1)/k, to § = k + 1. Zatem z Lematu 1 wynika,
ze dla kazdego € > 0 istniejg state Ay, Ay > 0 takie, ze

[Cuge ((s/0)77%)

dla kazdego s/t speliajacego warunek |arg(s/t)| <

< Aje—Asls/t!

T g
PN

Zatem na podstawie powyzszej uwagi otrzymujemy, ze catka w (11) jest
zbiezna, jesli funkcja g(s) ma wzrost eksponencjalny rzedu co najwyzej k.

Podsumowujac, mozemy uzy¢ zmodyfikowanej metody k-sumowalnosci w
kierunku d, jezeli operator Ej 49 jest dobrze zdefiniowany, to znaczy, jezeli
spelnione sg nastepujace warunki

(A) &(t) € ClIh
(B) (Bid)(t) € OF(Sy, E).
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Zatem w przypadku, gdy warunki (A) i (B) sa spelnione, mozemy po-
wiedzie¢, ze Z(t) jest k-sumowalny w kierunku d. Ponadto, k-suma szeregu
formalnego Z(t) w kierunku d ma postaé

.I‘d(t) = Sk,d.f(t) = (Ek,dBukf)(t),
gdzie t € Sd(% + &, R), dla pewnych &, R > 0.

Uwaga 15. Na podstawie Uwagi 14 dla kazdego € > 0 istnieja state Ay, Ay >
k
0 takie, ze [Cipinn((s/)TF)

warunek |arg(s/t)| < 7= — £.

Jedli arg s = 0, wowezas argt € (0 — 2 + 5,0+ 2 — 2).
Jedli zas g(s) = (Bpz)(t) € OF(S,, E), tzn. istnicja stale By, By > 0 takie,

ze |g(s)| < BreP2ll" | wtedy
k. Kk
—9(8) Cligryw((s/t) 7% ) dsT+r
610R+

Powyzsza calka jest zbiezna, o ile Ay|t|™ > By, a wiec gdy [t| < (g—z)l/k.

Zatem (Ejqg)(t) jest dobrze zdefiniowana funkcjg holomorficzna dla
t € Se(T —&,r), gdzie r = (%;)1/’“. Skoro 0 € (d —¢/2,d+¢/2), to

< Are " dla kazdego s/t spehiajacego

& k _A sk, ko
§/ BieP2ll" o A e~ A2l gsTr
0

~ S ~ m ~
2 (t) = SpaZ(t) := (BraBiZ)(t) ~iyn B(t) w Sd(g +e—¢, T)-
Stad dla kazdego & € (0, €) istnieje r > 0 takie, ze x4(t) € O(Sy(n/k+E,1)).

Uwaga 16. Z lematu Watsona (Twierdzenie 4), k-suma z¢(t) jest jedno-
znacznie wyznaczong funkcja holomorficzng na sektorze Sy(w/k +&,r) spel-
niajacag warunek

()~ B(t) W Sa(n/k+ 7).
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3. ZJAWISKO STOKESA

W teorii réwnan rézniczkowych czastkowych niestety w wiekszosci przy-
padkéw pojawia si¢ znaczacy problem, a mianowicie okreslenie doktadnego
rozwigzania réwnania rozniczkowego czesto nie jest mozliwe. Dlatego tez
duze znaczenie odgrywaja rozwinigcia asymptotyczne rozwigzan, ktore po-
zwalaja na zbadanie wtasnosci i interpretacje otrzymanych wynikow. W XIX
wieku badaniem asymptotyki zajmowal sie m.in. wybitny matematyk Geo-
rge Stokes — analizujac funkcje Airy’ego doszedl on do wniosku, ze funkcja
analityczna moze mie¢ rézne rozwiniecia asymptotyczne w réznych sekto-
rach ptaszczyzny zespolonej. Ten znaczacy fakt nazwano na czesé odkrywey
zjawiskiem Stokesa. Nalezy podkresli¢, ze z zagadnieniem asymptotyki Sci-
Sle zwiazana jest teoria sumowalnosci. W tej pracy bedziemy uzywac jej,
aby z rozwigzan formalnych rownan rézniczkowych czgstkowych, na poszcze-
gblnych sektorach ptaszczyzny zespolonej otrzymaé funkcje holomorficzne,
ktorych réznice bedziemy badac.

3.1. Podstawowe definicje. Rozpocznijmy od przedstawienia pojecia zja-
wiska Stokesa dla k-sumowalnych szeregéw formalnych z = #(t) € C[[t]]1/x
(odpowiednio dla @ = u(t, z) € O(D)][[t]]1/x)-

Definicja 35. Zalézmy, ze 2 € C[[t]],/x (odpowiednio @ € O(D)][t]]1/x)
jest k-sumowalny we wszystkich kierunkach d € (¢ — e, ¢ + ), z wyjatkiem
kierunku osobliwego d = ¢ (dla pewnego ¢ > 0). Zbior postaci
Ly ={tcC: argt = ¢} nazywamy linig Stokesa dla T (odpowiednio ).
Ponadto, jesli ¢ (odpowiednio ¢~) oznacza kierunek bliski kierunkowi
¢ i wiekszy (odpowiednio mniejszy) od ¢, oraz =% (t) = Spe+2(t) dlat €
Syt (% + &, R), dla pewnych £, R > 0 (odpowiednio z? (t) = Sj4-2(t)
t € Sy (% + ¢, R)), woéwezas 16znice Jp, T(t) = 29 (t) —x® (t) dla t €
S¢(% —&, R) nazywamy skokiem dla T przez lini¢ Stokesa L4. Analogicznie
definiujemy skok dla u przez linig Stokesa L.

Definicja 36. Kazda linia Stokesa L, dla Z (odpowiednio @) okresla réwniez
tak zwana lini¢ anty-Stokesa Ly+ = dla T (odpowiednio ).

Uwaga 17. Zal6zmy, ze S jest sektorem o rozwartosci m/k w kierunku ¢.
Niech f(t),g(t) € O(S) beda k-sumami szeregu Z(t) w kierunkach odpo-
wiednio ¢~ i ¢F, tzn. f(t) ~1 Z(t) oraz g(t) ~1, T(t) na S. Przyjmijmy
oznaczenie r(t) := |f(t) — g(t)| dla kazdego t € S. Woéwczas r(t) jest naj-
mniejsza na linii Stokesa L, dla ¢ bliskich zeru oraz speinia nieréwnosci:
|£()] < r(t) lub |g(t)|] < 7(t) na linii anty-Stokesa Lyt x .

Rozszerzmy teraz powyzej opisane zjawisko Stokesa na multisumowalne
szeregi formalne u € El[[t]].
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Definicja 37. Zatézmy, ze u € El[t]] jest k-multisumowalny z kierunkami
osobliwymi d;j 1, ..., d;,, na poziomie k;, 1 < j < n. Wowczas dla kazdego
I =1,...,n5oraz j = 1,...,n zbiér postaci Ly,, = {t € C: argt = d;i}
nazywamy linig Stokesa na poziomie k; dla .

Zat6zmy teraz, ze dla ustalonego j € {1,...,n} wektor d = (dy,...,d,)
jest dopuszczalnym multikierunkiem z kierunkiem osobliwym d; na pozio-
mie k; oraz z nieosobliwymi kierunkami d; na poziomie k; dla [ # j, niech
dji = (dy, . .. ,dj[, ..., dy) beda dopuszczalnymi multikierunkami, gdzie d;
(odpowiednio d;) oznacza kierunek bliski do d; i wigkszy (odpowiednio

mniejszy) od d;, oraz niech udy (t) == S, gq+ult), gdzie t € S+ (ki +€, f_{), dla
9 i \Kj

pewnych & R > 0. (odpowiednio u% (t) := wa-u(t)dlat € Sy (kij-i—é, R)),

woéwcezas roznice Jz:dj,kj@(t) =% (t)—u% (t) dlat e Sy (% —¢, R) nazy-

wamy skokiem dla @ przez linie Stokesa Lq; na poziomie k;.

Definicja 38. Kazda linia Stokesa L4, na poziomie k; dla @ wyznacza tak
zwang lini¢ anty-Stokesa Lq;+ = na poziomie k; dla .
J
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4. ZJAWISKO STOKESA W TERMINACH RESIDUOW

4.1. Réwnanie przewodnictwa cieplnego. Rozwazmy nastepujace réw-
nanie

Oy = 0%u
(12) {u(O, z) = ¢(2).

Latwo wida¢, ze dla ¢ € O(D) powyzsze zagadnienie Cauchy’ego ma jed-
noznaczne rozwiazanie formalne (ktére ogdlnie jest rozbiezne) postaci

u(t,z) = iéo —_

n!

Przytoczmy przydatne twierdzenie dotyczace rozwiazan sumowalnych row-
nania przewodnictwa cieplnego i ich postaci catkowych

Twierdzenie 5 ([14, Twierdzenie 3.1] i [16, Twierdzenie 4.2]). Zaldzmy, Ze
u jest rozwigzaniem formalnym zagadnienia Cauchy’ego rownania przewod-
nictwa cieplnego (12), gdzie

9 € €
(13) ¢ecO (D U Sg(i) U Sgﬂ(5
Wowczas U jest 1-sumowalny w kierunku d oraz dla kazdego 6 € (d—35,d+3)
i dla kazdego € € (0,¢) istnieje r > 0 takie, Ze jego 1-suma
u’ € O(Sy(m — &,7) x D) ma postac

)) dla pewnego € > 0.

(14) u(t,z) = u’(t, 2) (z+5)+o(z— 3)) et ds

1
B Vant /eig]R+ (90
dlat € So(m—£&,r) oraz z € D.
Ponadto, dla kazdego € € (0,¢) istnieje v > 0 takie, ze u € O(Sq(m +
g,r) x D).

Opiszemy teraz zjawisko Stokesa w przypadku, gdy funkcja ¢ ma biegun
w punkcie zp € C\ {0}.
Twierdzenie 6. Zaldzmy, ze funkcja ¢ w réwnaniu (12) jest postaci
(15)

o(z) = . az +@(2), dla pewnych a,z € C\ {0} oraz @(z) € O*(C).
— 20

Niech n = 2arg 2o, uy := u’ dla 6 € (n,n+ 27) mod 47 oraz uy = u’ dla
0 € (n+2m,n+4r) mod 4, gdzie u® jest rozwigzaniem réwnania (12) w
postaci (14). Jesli u jest rozwigzaniem formalnym réwnania (12), to liniami
Stokesa dla u sq zbiory L, oraz L, o, natomiast liniami anty-Stokesa dla u
sq zbiory Lotz oraz Ly ioniz. Skoki przez linie Stokesa L, oraz Lyiox majq
odpowiednio postac:
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b ul(tv Z) - u2<t7 Z) = Jﬁna<t7 Z) = un+<t7 Z) —u” (tu Z) =

zZ0)—=7 2
—iy/nftae” 5, dla (t,2) € S, (r = =.7) x D,

o us(t,2) —ui(t,z) = Jg, o 0t 2) = w27 (¢, 2) — w7 (¢ 2) =
. _Go—2)?
iy/m/tae” "  dla (t,2) € Sypor(m —e,7) X D.
Dowaod. Rozpoczniemy od nastepujacej uwagi

Uwaga 18. Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢ w Twierdzeniu 6, ze
arg zp € [0,7). Drugi przypadek, ze arg(—zy) € [0, 7), mozemy sprowadzi¢
do pierwszego poprzez podstawienie u(t, z) := —u(t, —z) lub réwnowaznie
zamieniajac a na —a w (15).

Niech @ bedzie rozwiazaniem formalnym réwnania (12) z dana poczatkowa
¢ postaci (15). Zauwazmy, ze jesli d # n mod 2w, to ¢ spelnia zalozenie
(13).

Stad, na podstawie Twierdzenia 5, szereg formalny u jest 1-sumowalny w
kierunku € € R, § # n mod 27 oraz dla kazdego € > 0 istnieje r > 0 takie,
ze jego 1-suma spetnia

ul(t, z) = \/4_/ . z+§)+gp(z—.§))e_§2/4td§ dla te Sp(m—e,r).
7T 62 +

Zauwazmy, ze ¢ = 2 jest najmniejszg dodatnig liczbg wymierng, dla ktorej
ul(t,z) = u(te®™ z). Ponadto, zbiér kierunkéw osobliwych dla (¢, 2)
modulo 47 jest dany przez n oraz n + 27. Zatem liniami Stokesa dla u sa
zbiory L, oraz Loy, natomiast liniami anty-Stokesa dla u sa zbiory £,z
oraz £n+2wig-

Aby wyznaczy¢ skoki przez linie Stokesa wezmy 6,6, # n mod 27 i
zaldézmy, ze 0 < 05 — 0; < m. Wykazemy, ze
(16)

u(t,2)—u(t,z) = —2mi D ress_s {\/i% (90(24_5)_’_(10(2_5))652/41‘}

2€B(G,p,2)

dla t € Sy, (7 —e,7) N Sy, (7 —&,7) oraz z € D, gdzie G = G(%, %) =

272

{z € C: argz € (%,%)}, natomiast B(G,¢,z) jest zbiorem wszystkich

punktow sektora G, w ktérych funkcja § — F(gp(z +35) + p(z — s)) X

e~%*/4 ma bieguny.

Dla r > |zy — z| okreSlmy C, = C}, U Czr U Cs,., gdzie Cy, = {tr x

i0g i(t01+(1— t)92)

st e [0,1]}, Cop = {re =2 1t € [0,1]}1Cs, = {(1 —1t)rx

e 2
e ite [0,1]}. Kontur C, pokazany jest na Rysunku 4.1.
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Imz

P

Cl,r

Cl,r r=|s|

C3,r

Rez

Rys.5. Kontur C,. na plaszczyznie zespolone;j.

Skoro ¢ ma wzrost eksponencjalny rzedu co najwyzej 2, to

u®(t, 2) —u® (t,2) = lim

oraz

1 2
P 5%/4t 3~
+ z+5)+p(z—35))e d
- 5 \Ple+8) ))
1 2
= 3% /4t g+
+ z+3)+plz—38))e ds,
- 4m(so( )+ (2 —5))
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a takze

1
CQ,T V 47Tt

(9= +8) + (= = 5))e /" d3

~ ~ 752
SUP 31— | (2 + 8) + (2 — s))e /4ty

<AeP7r—0 gdy r— o0 (dla pewnych A, B > 0),

7 Twierdzenia 2 otrzymujemy, ze

/Cr \/iﬁ(go(z +3) 4+ ¢(z — 5))6_52/4t d3

— o Z resz—s [\/iﬁ(ga(z +3) 4+ ¢(z — §))e—~2/4t},

2€B(Gr,p,2)

gdzie G, = {2 € C: |2| < r, argz € (%,%)}.

Zatem

—_

<<p(z +35)+p(z— §))e’§2/4t ds

r—>00

%2(t,2) —u'(t,z) = i /
a2 (t,2) = u" (1, 2) nn[CM —

1 22
= S PR 2T
+ - \/m(go(z +38) + (2 s))e ds]

1 2
Y ~ o) 824t
_T@w[érm(¢(z+s)+¢(z §))e "/ ds

1 2
- < o) 824t g
o, VIR PE T H oz =) dS]

= —2m Z resgg[ !

2eB(G,p,z) 4mt

(64 3) + plz = )/,
co daje zadana réwnosé (16).
Rozwazmy teraz nastepujace przypadki:

Przypadek 1: Niech 6,0 € (n,n + 27). Bez straty ogdlnosci mozemy
zatozy¢, ze 6y > 6. Zatézmy dodatkowo, ze 6 — 6, < w. Skoro
61,65 € (n,n+27), to istnieje 7 > 0 takie, ze {B(zo,7)UB(—20,7)} NG = (),
gdzie B(a,r) ={z € C: |z—a| <r}. Wéwczas, dla z € D; zbiér B(G, ¢, z)
jest pusty, a co za tym idzie na podstawie (16) otrzymujemy
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2(t,2) = uP(t, 2).

W przypadku ogélnym, mozna wzia¢ kierunek pomocniczy 0 € (01,0,) taki,
ze By — 0 < mworaz 0 — 0; < w. Powtarzajac poprzednie rozumowanie,
mozemy wywnioskowac, ze

u® (t, z)—u(t 2) = u’'(t, 2).

Dla 6y,05 € (n+ 27, n + 47) otrzymamy taki sam rezultat. Stad funkcje
up = u? dla 0 € (n,n+27) oraz uy := v’ dla 6 € (n+ 27,1+ 4) sa dobrze
zdefiniowane, tzn. nie zalezg od 6.

) g

Rys.6 Od lewej: Przypadek 1, Przypadek 2, Przypadek 3.

Przypadek 2: Niech 6, < n < 6,. Wbwczas istnieje 7 > 0 takie, ze
B(Zo, f) C G.

Zatem B(G, ¢, z) = {z) — z} dla z € D;. W konsekwencji, na podstawie
réwnosci (16), otrzymujemy

T (Pl + 9 ol = )]

:—i\/wi/tgiizr(?_z(é"—(zo—z)){(w+gb(z+§)+ O p(z—5))e }

§—(z0—2) z2—38— 2

(20—2)2
= —i\/r/tae @
dlat € Sy, (m —e,7) N Sp,(m —€,7) oraz z € Dy.
Biorac 6; = n~ oraz 6, = n* dostaniemy, ze (t,z) € S,(m —¢e,r) x D7 dla
matych ¢ > 0. Zatem otrzymamy, ze

(1, 2) — (1, 2) = —2mivesses, |

20—2)2
Je u(t, z = t,z)—u" (t,2) = —iy/7 tae_<04t) dla (t,2z) € Sp(m —e,r) X Ds.
n n
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Zauwazmy, ze dla (t,z) € S, (7 —e,7) x D; mamy, ze

. _(z0—2)?
—i/m/tae” 7 ~q 0,

a w zwiazku z tym: w7 (t,z) ~1 4(t, 2) oraz u (t,z) ~1 A(t, 2).

Przypadek 3. Zalézmy teraz, ze 61 < n+2m < 0y. Woéwcezas B(—z,7) C G
dla pewnego 7 > 0.

Analogicznie do Przypadku 2, dla z € D; mamy, ze B(G, ¢, 2) = {z—20}.
Na podstawie (16) wyznaczamy

1 2
0> 01 . ~ ~ —3 /4t
w2(t,z) —uwt(t,z) = —2miresz—,_, [(pz+s + oz —35))e }

— —iy/r/t _lim (5—(2—2’0)){(61+g5(z+§)+~_a)+g5(z—§))e_i}

8—=z—20 55— (20— 2) §— (2 — 20

= i\/ﬂ/tae_(m;)
dlat € Sy, (m —e,r) NSy, (m —e,r) oraz z € D;.
Biorac 0, = (n+2m)” oraz 6y = (n+27)", dostaniemy, ze (t,2) €
Sptor(m —€,7) X D; dla malych € > 0. Zatem

(z0—2)2

ey @t 2) = a0 (8 2) — (4 ) = i [rjtae T
dla (t,2) € Syror(m —e,7) X Dj.

O

Uwaga 19. Zagadnienie Cauchy’ego (12) z meromorficznymi danymi po-
czatkowymi byto réwniez rozpatrywane przez autoréw Lutz, Miyake oraz
Schiéfke [14, Rozdzial 5], ale tylko w szczegdlnym przypadku, gdy ¢(z) = 1,
ktorego nie bierzemy pod uwage w naszych rozwazaniach.

Poniewaz réwnanie (12) jest liniowe to

Wnhiosek 1. Zalézmy, ze funkcja ¢ w réwnaniu (12) jest postaci

n m

aij -
(17) p(2) =22 ———+&(2)
I=1j=17% — ~j
dla pewnych ajj,z; € C\ {0} oraz ¢(z) € O*(C), gdzie j = 1,...,my,
I =1,...,n oraz z; sq biegunami takimi, Ze n = 2arg(z,) = -+ =

2arg(2,, ) € [0,27) oraz 0 <my <mp < --- <, < 27m. Niech gy = m+27
dlal = 1,...,n oraz uk(t,z) := u’(t,2) dla 0 € (N, mr11) mod 4r oraz
k=1,...,2n i oy := 1 + 4w, gdzie u’(t, 2) jest rozwigzaniem réwnania
(12) danym przez (14).

Jesli u jest rozwigzaniem formalnym réwnania (12), to liniami Stokesa dla
u sq zbiory Ly, , natomiast liniami anty-Stokesa sq Ly, 1z dlak =1,...,2n.
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Skoki przez linie Stokesa L,, oraz L
nio postac:
o w(t,z) —u_1(t, 2) = Jﬁn Ut z) = um (t,2) —u (t,z)
- )
= —iy T/t ae i dla (t,z) € Sy (m—¢e,r) x D z notacjg
up(t, z) == u2n(t z),
L4 uH—n(t Z) — U 1+n(t Z) - JﬁnH A<t7 Z) - unl-:»n<t7 Z) - unl;n(th)

= i\/m [t agje = @ dla (t,z) € Sy, (T —e,7) xD.

Dowdd. Wystarczy wyznaczy¢ skoki przez linie Stokesa L£,, oraz L,, . Aby
to zrobié, ustalmy [ € {1,...,n}. Dla kazdego ¢ > 0 istnieje r,7 > 0 takie,
ze Térmica u™ (¢, z)—u™ (t,z) spelnia réwnoéé (16) dla (¢, z) € Sy, (m—e,r) X
D: ze zbiorem B(G, ¢, 2) ={z, — 2,...,2, —z}. Stad

(gdzie l = 1,...,n) majg odpowied-

MN+n

I,
Jﬁmﬁ(t, z) = u (t,z) —u™ (t,2)
1

= —QWZZI'GSS 1, Z[

o(z+3)+p(z — 5))652/41‘}

my (zlj_z)2
—i T/t e .
=1

Aby wyliczyé réznice Jﬁnl+nﬁ(t72) = uln (t,2) — ul+n(t, z) wystarczy
powtdrzy¢ poprzednie rozwazania ze zbiorem B(G,p,2) ={z—z,,...,2 —
2, } dla (t,2) € Sy, (T —¢&,7) X Dj. O

Uwaga 20. Podobnie jak w Uwadze 18 mozemy zredukowaé postaé (17) z
arg z; € [0,27) do przypadku z arg z;; € [0, ) poprzez ewentualng zamiane
a;; na —ag;.

Wnhiosek 2. Zaldimy teraz, ze funkcja ¢ w réwnaniu (12) jest dana wzorem
a—1 a1—n A—n
.« _l_
z— 2 (z—z)" 1 (22— 2
dla pewnychn €N, a_y,...,a;_, € C, a_p, 2z € C\{0} oraz ¢(z) € O*(C).
W tym przypadku otrzymamy takg samg teze jak w Twierdzeniu 6, jednakze
skoki przez linie Stokesa L, oraz L, 2. bedg miaty odpowiednio postac:

o uy(t,z) —up(t, z) = Jp,U(t, z) = u (t,z) —u (t, 2)

p(z) = Z + @(2),

dnfkfl

n—1 2
_i\/T/t ko[(n —akk;_n— 1)! s—h>20 z dsn—k-1 (eu)]

dla (t,z) € Sy(m —e,7) x D,
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o us(t,2) —ui(t,z) = Jg, , 0t 2) = w207 (¢, 2) — w207 (¢ 2)

() g, L e

=i/t kz:%][(n— k—1)! im e (e )]
dla (t,z) € Syyon(m —e,7) x D.

Dowdéd. Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 6 mamy, ze

ui(t,z) —us(t, 2) = Je,ult, z) = u(t2) —u (t,2)

(ol + 9 el - )]

= — 2T TeS5—z—» [

—iy/n/t dn-! a_ a1-n
= ) e [((5— Go—) " T G (=)

b it (5= (20— ) o+ 8))e 4]

n—1 n—k—1
. Af—n . d —352
=i/t ,;)[(n By N G ﬂ

dla (t,z) € S,(m —e,r) x D.
Analogicznie

u2(t7 2) _ul(taz) JL

= —2MiT€S5—»— 4,

=i/t gt [( —a_; (=1)'"a1-n
(n—1)! s—>z 20 dsn—1 (z —2p))tm (5 — (2 —2)) !
() M+ (5 (2 - %) Bz — ) )e ]
. (=D rag, dn k-t e
= i/t kz:%[ (n— = 1) L, g (e ﬂ
dla (¢,2) € Sypor(m —e,1) x D. O

Uwaga 21. Analogicznie do Wniosku 1 i Wniosku 2 mozemy takze wy-
znaczy¢ linie Stokesa, linie anty-Stokesa i skoki w ogdlnym przypadku, gdy
funkcja ¢ w réwnaniu (12) jest meromorficzna i ma skoniczong liczbe biegu-
now tzn. jest postaci

(18)
ZZZ p(z), edide zeC\{0}, @(z)€O*C).

=1 Z—Zl
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4.2. Uogblnienie réwnania przewodnictwa cieplnego. W tym podroz-
dziale uogdlnimy poprzednio otrzymane wyniki.
Rozwazmy rownanie

Ru(t,z) = 0%u(t, z), p,g N

(19) u(0,2) = ¢(z) € O(D)
Nu(0,2)=0dlaj=1,2,...,p—1.

Powyzsze réwnanie ma jednoznaczne rozwigzanie formalne postaci

o plam) ()t

u(t,z) = Z

= (pn)!

Zwrbéémy uwage, ze rezultat dotyczacy sumowalnosci szeregu u(t, z) zo-
stal juz udowodniony przez M. Miyake [22]. Natomiast postaé¢ catkowa
qu—sumy u(t, z), w terminach uogélnionych hipergeometrycznych szeregéw
Barnesa zostata uzyskana przez K. Ichinobe [7, Twierdzenie 5.1]. W tej
pracy przedstawimy inng postaé ﬁ—sumy, ktora wedtug nas jest bardziej
uzyteczna przy rozwazaniu zjawiska Stokesa.

Twierdzenie 7. Zalozmy, ze u(t, z) jest rozwigzaniem formalnym réwnania
(19), gdzie 1 < p < q oraz

(20) o(z) € O7 7 (D U U Sdp+27rl<€qzj)> dla pewnego & > 0.

Wowczas u(t, z) jest ﬁ—sumowalny w kierunku d oraz dla kazdego 6 €
(d—35,d+35) oraz dla kazdego € € (0, €) istnieje r > 0 takie, Ze jego

qu-suma
uf e O(Sg(@ —&,7r) X D) okreslona jest nastepujgcym wzorem
(21) ult,z) =u’(t,2) = E»_ 4B o ilt,2)

= Jaey (a8 ot e ) €y V)
dla t € Sp(TLE q Pl _ &) orazz € D.

Ponadto, dla kazdego € € (0,¢) istnieje r > 0 takie, ze u € O(Sd(ﬂ(qp_p) +
g,r) x D).
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Dowadd. Uzywajac procedury opisanej w Podrozdziale 2.6, najpierw otrzy-
mamy, ze
% Hlan) 2yan
PR = e ()(t9)
v(t, z) = (Bﬁu)(t,z) =y

n=0 (QTL)'
2(g—1)7i

:2(90(2'4—\q/t_p)+g0(z+e2fzm\7t_p)+...+<p(z+e - \q/t_p))

Skoro ¢(z) € OT7 (D U U, Sdp+27rl( )) dla pewnego € > 0, to v(t, 2) €
077 ((Sa(z) U D) x D).

Zatem

2
q

ul(t, z) = (E » gv)(t 2)

\‘Z/t_P/ew]m S, 2 Cq((s/t) )dsa

2(g—1)mi 4
WL“’R+ z+\/_) et o(zte a sp)>C

yor—s 1 2(q=1)mi _

= P R((z+§)—|—---+<p(z+e a §))C
6‘1 +

dla argt € (— (q Dy 24, q TP _z 4 ¢).
Biorac k = %p w Uwadze 15 wnioskujemy, ze dla kazdego & € (0,¢)

istnieje r > 0 takie, ze u € O(Sq(~ qp)—i—é‘ r) x D). O

Twierdzenie 8. Zalozmy, ze funkcja ¢ w réwnaniu (19) ma wzdr
(22)
o(z) = 2 5 @(z) dla pewnych a,z € C\ {0} oraz @(z) € O (C).

Z — 20

Niech n; = %argzo + @ (1l =1,....,q+1) oraz u; := v’ dla 0 €
(mi, mi+1) mod 2%” oraz l = 1,...,q, gdzie u? jest rozwigzaniem réwnania
(19) majgcym postaé (21).

Jesli i jest rozwigzaniem formalnym réwnania (19), to linie Stokesa dla
u sq zbiorami L,,, a linie anty-Stokesa dla u sq zbiorami ‘Cn iﬁ(q » . Skoki

przez linie Stokesa L,, (I=1,...,q) sq postaci
wlt,2) —wi(t, z) = Jg, lt, 2) = u™ (t,2) — u' (¢, 2)
2(1—1)mi

o 2mi 20w o (20 —2)e @
AT

dla (t,z) € S, (L2 q D) _ o ) x D 2z notacje ug(t, 2) = uy(t, 2).




36

Dowdéd. Niech u bedzie rozwiazaniem formalnym réwnania (19), w ktérym
¢ dane jest jako (22). Zauwazmy, ze jesli d # 1; mod 2‘17” dlal=1,...,q,
to ¢ spetnia zalozenie (20).

7 Twierdzenia 7, u jest L—sumowalny w kierunku 6 € R, 0 # mod
dlal=1,...,qorazdla kazdego e > 0 istnieje r > 0 takie, ze jego q,
to

2q7r

—suma
p

2(g—1)mi

WOt z) = (z48) +-+p(z+e o 3))Cul3/Vtr)ds

v e
dla (¢,z2) € Sg(% —e,r)x D.

Zauwazmy, ze u’(t,z) = ul(te » ,z) oraz L jest najmniejszg dodatnig
liczba wymierna, dla ktorej ta rownos¢ zachodzi. Liniami Stokesa dla u sa
zbiory L, , natomiast liniami anty-Stokesa dla @ sa zbiory £ r(a—p) -

2p

m
Do wyliczenia skokdéw przez linie Stokesa wezmy 61, 0, 7é 7, mod Zq” i

przyjmijmy, ze 0 < 6, — 0; < 2*. Postepujac jak w dowodzie TW1erdzen1a 6
otrzymujemy, ze

(23) u®(t,z) —u®(t,2)
2(g—1)7s

= —2mi ) > ress_: [q\/_ (go(z—l—é)—i—. tp(zte « §)) C’g(é/\%—p)}

dla t € 5’91(@ — &,7) N Sy, (’T(q;p) e,r) oraz z € D, gdzie G =
G(%,%) = {2 € C: argz € (pzl sz)} oraz B, (G, p,z) jest zbiorem
wszystkich punktéw sektora G, w ktérych funkcja

i q;t_p (p(z48) - +lz+ T 8)) Ca(3/ V)

ma bieguny.
Analogicznie do dowodu Twierdzenia 6 rozwazmy nastepujace przypadki:

Przypadek 1: Niech 6;,0s € (n_1,m) dla pewnego [ = 1,...,q. Skoro
2(j—1)mi

01,05 € (m_1,m), to istnieje 7 > 0 takie, ze B(zpe” <« ,7)NG =0 dla
Jj=1,...,q. Wowczas, dla z € D; zbiér B, (G, ¢, z) jest pusty, a stad na
podstawie réwnosci (23) otrzymujemy

u®(t, 2) —u® (t,2) = 0.

Przypadek 2: Niech 6; < n;, < 6 dla pewnego | = 1,...,q. Wbéwczas
2(1—1)7i
istnieje 7 > 0 takie, ze B(zpe~ <« ,7) C G. Zatem otrzymujemy, ze
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_2(l=D)mi

B, (G ,2) = {(z20 —2)e” ¢« } dla z € D;. W konsekwencji, uzywajac
réwnosci (23) mamy, ze

u®(t, z) — u®(t, 2)

1 2(g—1)7i

— —ori i | —— 5+ - T8) Cu (3

i resgz(zo_z)e_zu 2} {q\q/t_p(go(z%—s)%— +p(zte T s)) Cp(s/ )}

2 . _ 2(g—1)mi

e a e q a

=" res 2(1_1””-[ — 4+t _ Ca (3 \q/tp}

qq/tp 5=(z0—2)e 2 (3_ (ZO —Z) §—€_2<‘11)(ZO—Z)) p( / )

2(1—1)7i

2mi _20-1mi o (20 —2)e” ~ «
= — q
AT
dlate 5’91(@ —&,r)N 5’92(@ —e&,r) oraz z € D;.
Biorac 6 = n; oraz 0, = n;” dostaniemy, ze (,2) € Sm(@ —&,1) X Ds

dla matych ¢ > 0. Zatem

_2(l=1)mi

- 271 2(1—1)mi _
Tey(t,2) = ' (t,2) 't (t,2) = ——" qacq<<Zo e )

o : v

dla (t,2) € S, (M2 — ¢ 7} x Dj.

p
Zauwazmy, ze dla (t,z) € Sm(@ —&,1) X Di zachodzi

_2(=1)mi

2mi (I=1)mi — Ca
T2 W C <(zo z)e q )pr.

T ; Nz

Zatem u™" (t, 2) ~ u(t, z) oraz u™ (t,z) ~_»_ u(t, z). O

q—p
Uwaga 22. Podobnie jak dla réwnania przewodnictwa cieplnego mozemy
rowniez wyznaczy¢ linie Stokesa, linie anty-Stokesa oraz skoki w przypadku,
gdy ¢ w réwnaniu (19) jest funkcja meromorficzng postaci (18) z ¢(z) €
075 (C).
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5. ZJAWISKO STOKESA W TERMINACH HIPERFUNKCJI

W tej czedci przejdziemy do opisania skokéw przez linie Stokesa przy
pomocy hiperfunkcji. Podobne podejscie do problemu mozna znalezé w
8, 15, 23].

Rozpoczniemy od przypomnienia podstawowych informacji dotyczacych
teorii dystrybucji stworzonej przez Laurenta Schwartza pod koniec lat 40-
tych XX wieku, a takze od hiperfunkcji skonstruowanych przez Mikio Sato
w 1958 roku (wiecej informacji o teorii dystrybucji mozna znalezé w [6], a
o teorii hiperfunkcji w [10]).

5.1. Dystrybucje i hiperfunkcje. Notacja. Nos$nikiem funkcji ¢ nazy-
wamy zbiér suppy = {x : p(x) # 0}. Przestrzen wszystkich funkeji ¢ klasy
C™ o zwartym nos$niku na R bedziemy oznacza¢ symbolem C§°(R).

Zbiér wszystkich mierzalnych funkeji f : Q — C takich, ze [y | f|dz < oo dla
kazdego zwartego zbioru K C Q bedziemy oznacza¢ przez L (). Ponadto

dla multiindeksu o = (o, ag, ..., ay) € N" oznaczmy |o| = g +as+. . .+,
o olel
oraz D% = oo

Definicja 39. Przez przestrzen funkcji probnych D(§2) na zbiorze otwartym
2 C R" bedziemy rozumie¢ klase funkcji C§°(€2) z nastepujaca zbieznoscia:
powiemy, ze ciag {pr} C C§°(£2) jest zbiezny do funkcji ¢ € C°(2) w D(R)
jesli
1) istnieje zbiér zwarty K C € taki, ze dla kazdego k € N nosnik funkeji
. jest zawarty w zbiorze K
2) dla kazdego a = (o, e,...,a,) € N zachodzi zbieznosé jedno-
stajna D% (x) = D%(x) w 2.

Definicja 40. Dystrybucjg w zbiorze ) nazywa¢ bedziemy funkcjonat li-
niowy i ciaglty na D(£2). Przestrzen wszystkich dystrybucji bedziemy ozna-
cza¢ symbolem D'(£2).

Przyktad 10. Niech 2 C R™ bedzie zbiorem otwartym. Kazda funkcja
f € LL.(Q) definiuje dystrybucje fl¢] = [o f(z)p(x)dz, gdzie ¢ € C().
Dystrybucje dajace si¢ zapisa¢ w tej postaci bedziemy nazywaé regularnymi.
Warto zauwazy¢, ze szczegdlnym przypadkiem takiej funkcji jest funkcja He-
aviside’a okreslona na R wzorem

1 ,dlaxz >0
H(x)—{ 0 ,dlax<0.

Przyktad 11. Niech €2 C R" bedzie zbiorem otwartym takim, ze 0 € §2 oraz
niech § oznacza funkcje delta Diraca. Woéwczas dla kazdego ¢ € C3°(R)
mamy, ze d[p] = p(0). Zatem ¢ jest dystrybucja, ktéra nie jest regularna.
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PrzejdZzmy teraz do przypomnienia definicji rézniczkowania dystrybucji.

Definicja 41. Niech f € D'(Q), gdzie Q C R" jest zbiorem otwartym i niech
a = (o, ag,...,a,) € N Funkcjonal zdefiniowany wzorem D f[p] :=
(=Dl f[DY¢] dla dowolnego ¢ € D(2) nazywamy D*-pochodng dystrybu-
cji f. W przypadku, gdy n = 1 bedziemy pisaé¢ f(®[p] := (—1)® f[p*)].

Przyktad 12. Rozwazmy ponownie funkcje delta Diraca. Zauwazmy, ze dla
¢ € C°(R) pierwsza pochodna ma postac

'] = 0[] = —¢'(0)

oraz jezeli k € N, to k-ta pochodna ma postaé

5M[e] = (~1)k®(0).

Przyktad 13. Rozwazmy ponownie funkcje Heaviside’a na R. Wéwcezas dla
¢ € C°(R) mamy, ze

gl = (~DH[Y] = - [~ ¢ (@)da = ¢(0) = ol

natomiast jezeli £ € N, to k-ta pochodna ma postac
HY[p] = (-1)*[p™] = (—1)&/0 W (@)dr = (1)1 D(0) = §* Vg,

Wprowadzmy jeszcze definicje dystrybucyjnych wartosci brzegowych i przy-
pomnijmy stwierdzenie z nimi zwigzane.

Definicja 42 ([25, Definicja 3.1]). Niech V' bedzie zbiorem otwartym w C,
VAR =Qoraz F € OV \ Q). Przypusémy, ze istnieje granica

biF[p] = F(- £ i0)[¢] = ELH(L A Fla tie)p(a)da
dla kazdego ¢ € C§°(R2). Wowezas b F' € D'(Q) i nazywamy je dystrybucyj-
nymi wartosciami brzegowymi odpowiednio z gory (+) i z dotu (-). Roznice
bF = b, F—b_F (bedaca réwniez dystrybucja w D'(Q2)) nazywamy skokiem
F przez R.

Teraz podamy warunek, dzieki ktéremu funkcja holomorficzna F' bedzie
miata dystrybucyjne wartosci brzegowe b, F'.

Definicja 43 (zobacz strona 20, [25]). Niech V' bedzie zbiorem otwartym w
C, VNR = Qoraz F € O(V\ Q). Powiemy, ze funkcja F' ma wielomianowy
wzrost przy osi rzeczywistey, jesli dla kazdego zbioru zwartego K C € istnieja
stale N = N(K) e N, C' = C(K) oraz € = ¢(K) > 0 takie, ze

|Fla+iB)| < CIB™, dlaac K, 0< |8 <e.
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Stwierdzenie 7 ([25, Twierdzenie 3.2]). Niech ' € O(V \ Q) ma wie-
lomianowy wzrost przy osi rzeczywistej. Wowczas dystrybucyjne wartosci
brzegowe by F' istniejg oraz bF = by F —b_F € D'(12).

Przypomnijmy jeszcze jedno wazne twierdzenie dla dystrybucji, ktére be-
dzie nam potrzebne w dalszych rozwazaniach.

Stwierdzenie 8. (Lokalne twierdzenie strukturalne dla dystrybucji) [6, Stwier-
dzenie 7.1] Niech  bedzie zbiorem otwartym w R"™, T' € D'(QQ) oraz niech K
bedzie zbiorem zwartym w ). Wowczas istniejq funkcja f ciggla na Q) oraz
a = (ag,as,...q,) € N takie, ze

alel f
0zt ... Oxom

gdzie D () jest zbiorem wszystkich funkcji h : Q@ — C klasy C*(Q2) o
nosniku zawartym w zbiorze K.

na Dk (Q),

PrzejdZzmy teraz do krotkiego opisu hiperfunkcji, ktére w odréznieniu od
dystrybucji definiuje si¢ za pomoca wartosci brzegowych funkcji holomor-
ficznych. Warto podkresli¢, ze dystrybucje stanowia podzbiér w klasie hi-
perfunkcji.

Zaczniemy od nastepujacej definicji

Definicja 44. Otwarty jednospéjny zbiér V' C C nazywamy zespolonym
otoczeniem zbioru E C R, jezeli zbiér E jest relatywnie domknietym pod-
zbiorem zbioru V.

Definicja 45. Niech 2 C R bedzie zbiorem otwartym, V' bedzie zespolonym
otoczeniem zbioru 2 oraz F' € O(V'\ ). Klase réwnowaznosci [F] funkeji F
w O(V'\ Q) modulo O(V) nazywamy hiperfunkcjg na €. Natomiast funkcje
F nazywamy funkcjg definiujgcq dla hiperfunkeji [F]. Przestrzen wszystkich
hiperfunkcji na otwartym zbiorze Q2 C R bedziemy oznaczaé przez B(f2), to

znaczy B(Q) = O(V'\ Q)/(’)(V)

Przyktad 14. Jedne z najwazniejszych hiperfunkeji to
a) delta Diraca §(z) = [ - ﬁ}, gdzie Rez = x,
b) funkcja Heaviside’a H(x) = {— o ln(—z)], gdzie Rez = x.

21

Tak jak w przypadku dystrybucji mozemy zdefiniowaé rézniczkowanie hi-
perfunkcji.

Definicja 46. Niech n € N,. Dla hiperfunkcji f = [F] € ®B(2) definiujemy
n-tg pochodng f = [F™] € B(Q).
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Przyktad 15. Wyznaczmy pochodng delty Diraca

V(z) = [<_ 27?12'2)/1 - [27;2221

ogoblniej dla n € N,

0"(x) = [(_ Q;iz)(n)] - [W]

przy czym Rez = x.

Przyktad 16. Obliczmy pochodna funkcji Heaviside’a

H(z) = l(_ ;mln(—z)),] _ l— 273221 — 5(z),

natomiast dla n € N

przy czym Re z = x.

Zajmijmy sie teraz wlozeniem funkcji analitycznych w hiperfunkcje. Niech
2 C R bedzie zbiorem otwartym i niech A(2) oznacza przestrzen funkcji
analitycznych na ). Skoro kazda funkcja analityczna na () rozszerza si¢ na
zespolone otoczenie U zbioru €2, to mozna zapisaé, ze przestrzen A(2) jest
réwna granicy induktywnej przestrzeni O(U) dla U D €, czyli

A(Q) = lig O(U).

UoQ

Przestrzen dualna do przestrzeni A(2) bedziemy oznaczaé symbolem A’(€2).

Definicja 47. Niech Q C R bedzie zbiorem otwartym, ¢ € A(£2) i niech
® € O(U) bedzie takie, ze @‘Q = ¢, gdzie U jest zespolonym otoczeniem
zbioru Q. Ponadto niech Uy = U N{Imz >0}, U_ =UN{Imz < 0} oraz

] ®(2) ,dlazeUs
i(2) = { 0 dlazel.

Definiujemy wiozenie A(§2) — B(2) wzorem
AQ) 3 pr— [@,] € B(Q).
Wéwezas méwimy, ze hiperfunkcja [, ] zgadza sie z funkcja analityczna .

Oczywiscie wyzej zdefiniowane odwzorowanie zgadza si¢ z odwzorowaniem

A(Q) 3 g —[d_] € B(Q),
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gdzie
. 0 ,dla A U+
¢-(2) = { O(z) dlazel.

Przyktad 17. Rozwazmy funkcje analityczng o(z) = e=%/* dla z € R\ {0}.
Z jednej strony tatwo widac¢, ze ¢ nie przedtuza sie do funkcji analitycznej
na R. Za$ z drugiej strony hiperfunkcja f = [®,] z funkcja definiujaca

e Vs dlaImz>0
@4@={0

,dla Im z < 0.
nalezy do B(Q). Jej obciecie do R\ {0} zgadza sie z funkcja analityczna
©(x). Innymi stowy funkcja analityczna ¢ rozpatrywana jako hiperfunkcja
przedtuza sie do hiperfunkcji f na R.

PrzejdZzmy teraz do nosnikéw hiperfunkcji i twierdzenia Kothe’go.

Definicja 48. Niech Q C R bedzie zbiorem otwartym. Nos$nikiem hiper-
funkcji f nazywamy najmniejszy domkniety podzbiér zbioru € taki, ze f
jest réwna zeru na jego dopelieniu w 2. No$nik hiperfunkcji f oznaczamy
jako supp f.

Definicja 49. Niech 2 C R bedzie zbiorem otwartym oraz niech K bedzie
zbiorem zwartym zawartym w (). Przez przestrzen hiperfunkcji na 2 o
zwartym nosniku w K rozumiemy zbiér postaci

Br(Q):={fe€B(Q) :supp f C K}.

Stwierdzenie 9 (Stwierdzenie 4.1, [25]). Ustalmy zbiér zwarty K C R.
Wowczas dla kazdego zbioru otwartego 2 C R zawierajgcego zbior K ¢ dla
kazdego zespolonego otoczenia U zbioru €2 zachodzi izomorfizm

B () =~ OU\ K)/(’)(U).

Ponadto, jezeli 21,9 sqg dwoma zbiorami otwartymi w R zawierajgcymi
zbior K, to Br(Q) ~ Br(Qa). W zwigzku z tym przestrzen B (L) be-
dziemy krotko oznaczac przez B .

Notacja. Niech K C C bedzie zbiorem zwartym. Zbiér wszystkich kiel-
kéw holomorficznych na zbiorze K wraz ze struktura przestrzeni wektorowej
tworzy przestrzen, ktéra bedziemy oznaczaé przez A(K). Natomiast przez
A'(K) bedziemy oznaczaé przestrzen funkcjonaltéw analitycznych na zbiorze
K, czyli przestrzen dualna do A(K).

Stwierdzenie 10 (Twierdzenie Kothe'go, [11], Twierdzenie 4.4 w [25]). Dia
kazdego zbioru zwartego K C R istnieje naturalny izomorfizm B ~ A'(K)
dany przez

T:%Byx> fr—Ife AK)
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przy czym Lf jest zdefiniowany jako

AK) 3 ¢ — Iflg) = = [ F)p(2)dz,

Y

gdzie [ = [F] oraz 7y jest krzywq zamknietq bez samoprzecieé zorientowanqg
dodatnio otaczajgcq zbior K i leZgcq we wspolnym obszarze holomorficznosci
F .

Odwzorowanie odwrotne to A'(K) 3 g — Jg = [Cg] € B, gdzie Cg(z) :=
—ﬁ g[ 1 } dla z € C\ K jest transformatq Cauchy’ego dla g.

Z—x

Na koricu tego podrozdziatu rozwazmy wlozenie dystrybucji w hiperfunk-
cje.
Niech K bedzie zbiorem zwartym zawartym w R. Przypomnijmy, ze D (€2)
jest przestrzenia wszystkich funkcji A : Q@ — C klasy C*(€2) o nosniku
zawartym w zbiorze K. Przestrzen dualng do niej oznaczamy przez D' (€2)
i bedziemy nazywaé przestrzenig dystrybucji na K. Zauwazmy, ze kazda
dystrybucja u € D) moze by¢ rozwazana jako element A’'(K), to znaczy, ze
istnieje naturalne wlozenie Dy — A'(K).
Na podstawie Stwierdzenia 10 otrzymujemy wlozenie

(24) Dy 3 ur— [Cul € By, gdzie (Cu)(z) = —1,u[ ! }
2m Lz —«

Ponadto, zauwazmy, ze kazda dystrybucja u € D) moze by¢ takze rozwa-
zana jako skok funkcji Cu € O(C \ K) wielomianowego wzrostu przy osi
rzeczywistej. Korzystajac z (24) mozemy zapisa¢ b(Cu) = u ~ [Cul, gdzie ~
jest izomorfizmem ze Stwierdzenia 10.

Przejdzmy wreszcie do rozszerzenia wilozenia D) — By do wlozenia
D'(Q2) — B(Q), gdzie Q jest zbiorem otwartym w R.

Stwierdzenie 11 ([25, Twierdzenie 4.6]). Kazda dystrybucja u € D'(R)
jest skokiem holomorficznej funkcji o wielomianowym wzro$cie przy 0si rze-
czywistej (zobacz Definicja 43). Dokladniej mowige, jezeli L = suppu
(L jest domkniety w R, ale niekoniecznie ograniczony), woéwczas istnieje
F € O(C\ L) o wielomianowym wzroscie przy osi rzeczywistej takie, ze dla
kazdego ¢ € C§°(R) istniejg granice
+oo
€£I%+ . F(z tie)p(x)dz
oraz bF = u, to znaczy
+oo
lim (F(a: +i€) — F(z — ze))gp(a:) dr = ulp] dla ¢ € C(R).

6—>0+ —00
Funkcja F spelniajoca powyzszy warunek i nalezgca do O(C\ L) jest jedno-
znaczna z doktadnoscig do funkcji catkowitej.
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Wnhniosek 3 ([25, Wniosek 4.4]). Odwzorowanie J: D'(R) > u — [F] €
B(R), gdzie F jest funkcjq takq, jak w powyzszym stwierdzeniu, jest dobrze
zdefiniowane, bo F jest jednoznaczna z doktadnoscig do funkcji catkowi-
tej (stad [F] tez jest jednoznaczna). Odwzorowanie to definiuje naturalne
wlozenie D) — B (L = suppu jest niekoniecznie ograniczony) zgodne z
wlozeniem Dy, — B dla zbioru zwartego K.

Ze Stwierdzenia 7 wynika, ze

Wnhiosek 4. Hiperfunkcja [F) jest dystrybucjg na R wtedy i tylko wtedy, gdy
F ma wielomianowy wzrost przy osi rzeczywiste;.

5.2. Skoki przez linie Stokesa w terminach hiperfunkcji. Rozwazmy
przestrzen

HE(Ly) = OF(D U (Sy\ La) / O*(8,)

hiperfunkcji typu Laplace’a o nosniku w zbiorze L, ze wzrostem eksponen-
cjalnym rzedu k. To znaczy, ze kazda hiperfunkcje G € H*(L;) mozna
zapisa¢ jako

G(s) = [g(s)]a = {g(s) + h(s): h(s) € O"(Sa)}
dla pewnej funkcji definiujacej g(s) € OF(D U (Sy \ La)).
Niech 74 bedzie krzywa ztozona z pdtprostych idacych z e oo do 0 oraz
z 0 do e oo, tzn. vy = —vYg- + Yo+, gdzie ygr = Lgt. Ze Stwierdzenia
10 wnioskujemy, ze hiperfunkcje G(s) = [g(s)]q mozemy traktowaé jako
analityczny funkcjonatl zdefiniowany nastepujaco

(25) GOl = | al)p(s) ds,

dla malych ¢ € O*(S,) takich, ze funkcja s — g(s)¢(s) nalezy do prze-
strzeni O *(D U (Sy\ Lag)).

Aby opisa¢ skoki za pomoca hiperfunkcji zalézmy najpierw, ze f € C|[[t]]
jest k-sumowalny, m jest funkcja momentéw rzedu 1/k oraz d jest kierun-
kiem osobliwym. Na podstawie (7) skok dla f przez linie Stokesa L, jest
dany wzorem

(26) Te J() = 17 () = F*(8) = (Togs — Tna B f(1).

Zauwazmy, ze funkcje go(t) := Bnf(t) € (’)k(D U (Sq \ L4)) mozemy
traktowaé jako funkcje definiujaca hiperfunkcji Go(s) := [go(s)]qs € H*(La).
Zatem taczac (25) z (26) wnioskujemy, ze
7 Je,70) = Gols) [0 v € 57— ),

gdzie € > 0 jest dowolne oraz r > 0 jest dostatecznie mate.
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Definicja 50. Zdefiniujmy m-moment operator Laplace’a T, 4 dzialajacy
na hiperfunkcje G(s) jako T,, 4G (t) := G(s){em s/4) } dla t € Sy(T —¢€,7),

gdzie G(s)[p(s)] jest zdefiniowany przez (25). Zatem korzystajac z (27) mo-
zemy opisac skoki w terminach m-moment operatora Laplace’a dziatajacego
na hiperfunkcje jako Jg, f(t) :== T,,4Go(t) dla t € Sd(% — e, r).

Niech teraz f € C[[t]] bedzie k-multisumowalny oraz d bedzie takie jak
w Definicji 37 z L4, jako hm@ Stokesa na p0z10mle k;. Dodatkowo, tak jak
w Uwadze 12, zalézmy, ze f f1 -+ fm gdzie fJ jest kj-sumowalny.
Wéwezas, z Uwagl 12, skok przez linie Stokesa L4, na poziomie k; dany jest
wzorem

~ + - dr d; PPN
Teg i £ = 15 (1) = 15 () = £7 ()= 7 (1) = (T 42— T B, T(0),
dla t € Sq,(;- —&,7). Oczywiscie mozemy opisa¢ skok w terminach hiper-

funkcji tak Jak w poprzednim przypadku.

Podobnie, jesli L, jest linig Stokesa dla k-sumowalnego @ = u(t, z) €
O(D)[[t]], to jestedmy w stanie opisa¢ w terminach hiperfunkeji skoki dla
u(t, z) w punkcie z € D. Mianowicie, mamy, ze

Jegilt, ) = (Tnab2)(t) = .(5)|

gdzie t € Sy(% —¢,r) oraz F.(s) = [B,,1i(s, 2)]a € H¥(L4). Analogicznie wy-
liczamy skoki przez linig Stokesa L, poziomu k; dla k-multisumowalnego
spelniajacego U = Uy + - - - + Uy, gdzie u; jest k;-sumowalny (i = 1,...,n).

6m(3/t)}’

S

W podrozdziatach 5.3 oraz 5.4 prezentujemy wyniki opublikowane w [26].

5.3. R6éwnanie przewodnictwa cieplnego. Rozwazmy ponownie rowna-
nie przewodnictwa cieplnego (12), w ktérym ¢(z) € O*(C \ {20}) dla pew-
nego zo € C\ {0}. W podrozdziale 4.1 zaktadaliSmy, ze z; jest biegunem,
natomiast teraz zajmiemy si¢ bardziej ogélnym przypadkiem, a mianowicie
2o bedzie punktem osobliwym lub punktem rozgatezienia.

Najpierw zauwazmy, ze zbiér L£,, gdzie n := 20 := 2arg 2y, bedzie linig
Stokesa dla
) ()t

s P
- nl
Nastepnie, tatwo wida¢, ze dla kazdego dostatecznie matego € > 0 istnieje
r > 0 takie, ze dla kazdego ustalonego z € D, skok bedzie mial postac

Joalt,2) = u" (£, 2) — (1, 2) = F(s) l \/i?e—*] |
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gdzie t € S, (m —¢€,r) oraz

Fi(s) = [so<s £ o)+ ple s>]
0.

_ [go(s ¥ z>] e 0*(D U (Syla) \ £4.)),/O%(D U Sy(a))

0
oraz 0, = arg(zg — 2).

Uwaga 23. W dalszej czeSci tego podrozdziatu zakladamy, ze t € S, (7 —
g,r) oraz ustalamy z € D (e,r > 0).

Rozwazmy na poczatek przypadek, w ktérym zg jest jednowartosciowym
punktem osobliwym funkcji ¢(2) € O?(C\ {z})

Twierdzenie 9. Zalozmy, ze funkcja ¢ w réwnaniu (12) ma postaé

Z) = _—

p(2) ; CETAT

gdzie ay, as, ... € C oraz limsup,, . /|a.| =0, 20 € C\ {0}, @(z) € O*(C).
Wowczas dla s € Ly,

F.(s) = li a”]e 27722%5@ D(z+s—2),

nmt (24 s = 2" = (=1

gdzie § jest funkcjg delta Diraca oraz 5V oznacza jej (n — 1) pochodng
Ponadto, skok jest szeregiem zbieinym postaci

4 5(z),

1n1 dnfl 2

Je,alt,2) = u (t,2) — " tZ——Z[Zan Nl d e
TL— s

s=z0—2

Dowdd. Zauwazmy, ze skoro limsup,, .. {/|a,| = 0, to szereg > °° = ZO)

jest zbiezny dla kazdego z # zy. Ponadto, suma tego szeregu Jest ograni-
czona w co. Zatem ¢(z) € O*(C\ {z0}).

Skoro §(z) = [—1.] (zobacz Przyklad 14), to d(z—a) = [—.1] (gdzie

27is 2mi(s—a)
a € R), to po zrézniczkowaniu n-razy tawo dostajemy, ze
—1) i g(n—1 —
5Oz —a) = |— ( 1)"n! :>_27m5 )(x a): 1 '
2mi(s — a)nt! (=1)»1(n—1)! (s —a)”
Nadmienmy, iz to samo zajdzie dla a = zg — z € C.
Zatem dla s € Ly,

o] n—1

F.(s) = lz “"nL - —2m'ni %5@“(3 + 2 — ).

n=1 (S+Z— ZO)
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= e 1 2

= —QWZZW(S( 1)(S+Z_ZO)[¢H6 4t]
an 1 n—1 dn 1 2
_Z\/>Z (n—1)! dsn—1° B

Pozostaje nam udowodnienie zbieznosci powyzszego szeregu.

S=z0—2

&2 -~
Zauwazmy takze, ze z Uwagi 6, skoro s — e~ % € O%(C), to istnieja A, B > 0
takie, ze dla kazdego t € Sy(m — &,r) oraz z € D, (dla dostatecznie matego
e > 0oraz € € (0,¢)) mamy, ze

dnfl 52
dSn—l €

0D (2 45 — z) [e‘i]

sS=z0—2
wiec
00 an<_1)n71

nt T T
‘u (t,2) —u (t,z)‘ ‘ z\/;nz_:l (= 1)
"z 45— z) [e‘i]
\/72 |6Ln| ABn 1 % \/7~Z |a7’b|Bn !
n—l n—l %

Zatem uzyskujemy zadang zbieznos¢ szeregu okreslajacego roznice Jp, U(t, z) =
7t z) —u (t,2). O

6D (2 + 5 — 2) [eil

W szczegdlnodci, z powyzszego twierdzenia otrzymujemy ponizsze przy-

Klady.
Przyklad 18. Zat6zmy, ze funkcja ¢ w réwnaniu (12) ma postaé
ap -
o(z) = nX:jl =z + &(2),

dla pewnego zy € C\ {0}, gdzie N € N\ {0}, a1, as,...ay € C oraz ¢(z) €
O?(C). Wéwezas dla s € Ly,

F.(s) = l% a“]e — —2ri i Wa<nl>(z +5— 20),

(24 s—2)"
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oraz skok jest postaci

N n—1 n—1
- + - [T a,(—1) d _s2
Jeylty2) = (t,2) = (t2) = =iy T XS = g

s=zp—2z

Przyktad 19. Niech funkcja ¢ w réwnaniu (12) bedzie okreslona wzorem

o(z) = e=% dla pewnego zp € C\ {0}.

Woéwcezas dla s € Ly,

F — zts—z — _2 .~ 7 _
Z(S)— [6 O]Qz = 7’lkéok!<k 1)'5 (Z+S Zo>,

natomiast skok jest postaci

~ ot - . T (_1)k v 2
et ) = (,2) T (1,2) = =T 3 gy g

s=zp—2

Rozwazmy teraz bardziej ogdlny przypadek, w ktérym zy; moze by¢ tez
punktem rozgatezienia funkeji ¢(z).

Definicja 51. Ustalmy z € D. Dla s € Ly, gdzie 0, = arg(zo — z), zdefi-
niujmy (podobnie jak w [8] oraz [23]) funkcje varF,(s) na Ly, nastepujaco
0 Jjesli |s| < |zo — 2|
<p(zo +(s+2— zo)e%i) —o(s+2) ,jesli |s| > |20 — 2|,

k(o) o~ {

oraz zdefiniujmy funkcje Heaviside’a w kierunku 0, jako

i 1 ,dlaxz>0
Hez("”e%)::{o dla z < 0.

F.(s) = lgo(s + z)] = —varF,(s) = —varF,(s)Hy. (s + z — 20).
ez
Cazyli Jp,u(t,z) = u (t,z) —u' (t,z) = —varF.(s) [\/ﬁ e‘i], gdzie ogdl-

nie —varF,(s) jest funkcja analityczng na L. .

Przejdzmy do sformutowania gtéwnego twierdzenia w tym podrozdziale.

Twierdzenie 10. Przy powyzszych zatozeniach rozwazmy nastepujgce przy-
padki:
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(1) varF,(s) € L} .(Lq.) jest funkcjg analityczng wzrostu eksponencjal-
nego rzedu co najwyzej 2 dla |s| > |zo — 2.
Wowczas, dla odpowiednio matych € > 0 istnieje r > 0 takie, zZe skok
ma postacé

B eiezoo 1 2
J u t7Z — un+ t7Z - u77 t,Z — _/ Vaer S e 4t d37
6 i2) = (05) —w (12) == [T =

dla (t,z) € Sy(m —¢e,r) x D.

(2) varF,(s) jest dystrybucjg na Ly, i jest funkcjq analityczng wzrostu
eksponencjalnego rzedu co najwyzej 2 dla |s| > |zo — z|.
Wtedy istniejg m € N oraz funkcja varﬁz(s) spetniajgca zatozenia z
przypadku (1), takie, Ze

dm -
(Lg—mvaer(s) = varl(s).
Ponadto, dla dostatecznie matych € > 0 istnieje r > 0 takie, Ze skok
ma postacé
Jey i) = (,2) 7 (1,2) = —var(9)| e
£, u(t,z) =u (t,z) —u" (t,2) = —varF.(s \/_e t
Art

dm - 1 52 ~ dm 1 52

— _ 2 varF % | = _varF RV P

asm v (S)[me ] var “W ) dsm<¢me )
€9z 00 - m 1 52

-/ varF(s) (—1)m- 3 ( 6—4t> s,

0—% ds™

dla (t,z) € Sy(m —¢e,r) x D.

(3) varF,(s) jest analitycznym funkcjonalem na Ly, .
Wowczas varF,(s) = Y00 g vark, ,(s), gdzie varF, ,(s) spelniajq za-
lozenia przypadku (2). Zatem dla kazdego n € N istniejg k, € N
oraz funkcje Varﬁ’zm(s) spetniajgce zalozenia przypadku (1) takie, Ze

En _
vark, ,(s) = vark, ., (s).
nls) = varF (s)
Ponadto, dla dostatecznie matych € > 0 istnieje r > 0 takie, Ze skok

ma postacé
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dla (t,z) € Sy(m —¢e,r) x D.

Dowdd. Ad.(1) Najpierw, zauwazmy, ze dla kazdego z € D funkcja s +—
varF,(s) jest analityczna na Ly, \ {zo — 2}, lokalnie calkowalna i ma wzrost
eksponencjalny rzedu co najwyzej 2 przy s — 00, s € Ly_. Stad, dla kazdego
dostatecznie matego £ > 0 istnieje 7 > 0 takie, ze catka u”" (t,2) — u" (t, 2)
jest dobrze zdefiniowana dla (¢,2) € S, (7 —e,7) x D.

Dla 2y — z = xe?* oraz s = ze'%=, gdzie xy, x > 0, otrzymujemy, ze

T4

1 52
e
VAt ]

2

. i ; — | (xtie ewz) ;

it hm+{ :Jc + zs)e’ez + 2o — woelez)e 4 (( ) e dx
7wt e—0

/ ( b 29 — :I,‘()(iiez)e_ﬁ ((z_ie)ewz)Qedex}

/ —ar(@e )% il iy {gp((m +ig — mp e + zo)

e—07F

Je,(t,2) = u (t,2) —u (t,2) = F.(s) l

- gp((x — g — x0)e + ZO>} dx = (%)

Zauwazmy, ze

e dla z — zg > 0, mamy, ze

lim {gp((l’ +ie — xg)e: + zo) - 90((:15 — ig — x0)e* + zo)}

e—0t

- (p((x — x0)e? + Z(]) — <p((x — 20)e" ™ 4 zo)

e dla z — zy < 0, mamy, ze

lim {(p((w + ie — x0)e + zo) - go((:v — i — x)e? + zo)} = 0.

e—0t

Zatem

1 0 . . . .
9= i fo (e b)—p{(omam)e® ) b T e
ZGZOO ) 2
\/4_/ ( s+z)—gp((s+z—20)62“Z+z0)>e‘4tds
7t Jz

200 1 e
= — varF,(s) ———= e % ds.
/zoz ( ) vV 4t
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Ad.(2) Zauwazmy, ze skoro varF(s) jest ciagta na Ly, \ {z0 — 2}, to ze
Stwierdzenia 8, istnieja m € N oraz varF,(s) € L .(Ly.) takie, ze

m

gvarF( s) = varF,(s).

Ponadto, varF,(s) ma wzrost eksponencjalny rzedu co najwyzej 2 przy
s = 00,5 € Ly, stad rowniez Varﬁ'z(s) ma wzrost eksponencjalny rzedu
co najwyzej 2 przy s — 00,5 € Ly.. Reszta dowodu przebiega analogicznie
do dowodu przypadku (1).

Ad.(3). Poniewaz varF, ,(s) spekia zatozenia przypadku (2), to bazujac
na wynikach [9], mozemy zapisaé, ze varF,(s) = Yoo varF, ,(s), gdzie
varF, ,(s) spelnia zatozenia przypadku (2). Woéwczas dla kazdego n € N
istnieja k, € N oraz funkcje varF, ,(s) spetniajace zatozenia przypadku (1)
takie, ze varF, ,,(s) = d L= " varF, n(8). Reszta dowodu przebiega analogicznie

do dowodu przypadku (1).
U

Podamy teraz dwa przyklady funkcji ¢(z) speliajacej przypadek (1)
Twierdzenia 10.

Przyktad 20. Niech funkcja ¢ w réwnaniu (12) bedzie okre$lona wzorem
©(z) = In(z — z) dla pewnego zy € C\ {0}. Wéwczas dla s € Ly,

varF,(s) = 2miHy, (s + z — 2o),

natomiast skok jest dany wzorem

N n _ . T ewzoo §2
L, ult,2) =1u ,Z2)— U ,Z) = —U\/ — e 4ds.
Je,alt,2) = (b 2) = (4 2) = =iy [T [ T ewd

20—%2

Istotnie, dla |s| > |zp — z| mozemy wyliczy¢
varF,(s) = w(zo +(s+z— 20)62”) (s + z)

:1n<zo+(s+z—zo)62”— ) ln(s—i-z —20>:
zln((s—l—z—zo 2’”) n(s+z— zy) = 2mi.

Przyktad 21. Niech teraz funkcja ¢ w réwnaniu (12) bedzie okres$lona wzo-
rem ¢(z) = (2 — 29)* dla pewnych zy € C\ {0}, A ¢ Z oraz A\ > —1. Wtedy
dla s € Ly,

varF,(s) = 2iHy (2 + s — 20)(—s — 2 + 20)* sin(Ar),
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oraz skok ma postaé
7 €9z 00 62
\V Tt 20—=2

Jr,u(t, z) = u (b, 2)—u" (¢, 2) = e” ¥ (—s—2+42)" sin(Am)ds.
Doktadniej méwiac, dla |s| > |zg — 2|

varF,(s) = gp(zo +(z+s— zo)ezm) —p(z+s)

_ ((m (2 + 5 — z0)et™) — ) - (<z+s> - )

A A ‘
= ((Z + S5 — 20)6271'1) — (,Z + s — ZO)/\ — (Z + 55— ZO))\(€27T7,)\ . 1)
= 2i(=1)*(z + 5 — )" sin(7N),
poniewaz

eiﬂ')\ _ ef’iﬂ')\ 62i7r)\ -1

in(r\) = =
sin(m) 2i DieiTy

—_— €2i7r)\ — 1= 27;6“1—)\ SlH('/T)\) — 2@(—1)/\sm(7T)\)

Nastepnie podamy przyktad funkeji ¢(z) speliajacej przypadek (2) Twier-
dzenia 10.
Przyktad 22. Niech ponownie funkcja ¢ w réwnaniu (12) bedzie okreslona
wzorem ¢(z) = (z — 20)* dla z, € C\ {0}, A ¢ Z, ale tym razem X < —1.
Wowezas dla m = |—A| mozemy zdefiniowaé¢ funkcje varF,(s) € L (L,)
jako
2i(—1D)M™sin(7(\ +m))

varF,(s) = DT D). ) (s+2— 20)™Hy (s + 2z — 2),
zatem
varF,(s) = d—mvarﬁ’z(s)
ds™

_an { 2i(—1)M ™ sin(7(\ +m))
dsm |(A+1)A+2)...(A+m)

natomiast skok okreslony jest jako

(s +2—2)""™Hy, (s + 2z — ZO)},

Je, Gty 2) = u (t,2) —u" (t,2)
o €19z oo -1 A o Am o3 A dm 2
i (=) s+ 2 — 2z9) ™ sin((A + m)7) <€_4t>d&

~ Vit e A+DA+2)...(A\+m)  dsm

Wreszcie podamy przyktad funkeji ¢(z), ktéra spelnia przypadek (3)
Twierdzenia 10.
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Przyktad 23. Zatézmy, ze funkcja ¢ w réwnaniu (12) okreslona jest wzorem

1
p(2) = e==0" gdzie zg € C\ {0}, A ¢ Q oraz A > 0. Wtedy dla k, = [An]
mozemy zdefiniowa¢ funkcje varF, ,,(s) € L, .(Ly.) przez

2i(—s — 2 + z9) M Hhngin((—An + k,)7)

an = H - )
s = T D) (1 2). (o ) 1ee(8+ 2= %)
oraz
00 kn _
varF,( ZV&Ian = Z T varF, ,(s)
n=0 s

< > dk” 2@(—3 — 2+ 20) " gin((—=An + k) 7)

nZ::O dshr nl(=An+1)(=An+2)... (=An + k) )H@(S +z = 20).

Woéwezas skok jest postaci

Jeilt, ) = w* (t2) = (t,2) =

_/ €02z o0 oo —s5—z4+ 2 ) Antkn sin((—)\n-f- kn)ﬂ-) (_1)’%& 67% ds
\/_n' —n+1)(=An+2)... (= +k,) st |

52
Zauwazmy, ze z Uwagi 6 skoro s — e~ % € O?(C), to istnieja stale A, B >0
takie, ze dla kazdego t € S(0,m—¢,r) oraz z € D, (dla kazdego dostatecznie

52
<—1>() < AB™(nl)
1

nl(=An+1)(=An+2)... (= n+k,) =

matego € > 0 oraz £ € (0,¢)) mamy, ze

oraz

< 00,

1
(nl)2+!

stad analogicznie do dowodu Twierdzenia 9 otrzymamy zbieznos¢ powyz-
szych szeregow.

5.4. Uogolnienie ré6wnania przewodnictwa cieplnego. Rozwazmy po-
nownie uogélnienie réwnania przewodnictwa cieplnego (19) z funkcja p(z) €
Os (D U Ui Sdp+27rl( )> dla pewnego ¢ > 0.

Woéwcezas z Tw1erdzema 7 jednoznaczne rozwiazanie formalne u(t, z) roz-
patrywanego réwnania jest —£

L__sumowalne w kierunku d oraz dla kazdego
Y € (d—5,d+ 5) oraz dla kazdego & € (0,¢) istnieje r > 0 takie, Ze jego

Lo-suma u € O(Sy(* (qp_p) — &,7) X D) jest dana wzorem (zobacz réwniez
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[19, Twierdzenie 6])

(28)
. 00 2(g=1)mi $
u(t,z) = u’(t, 2) q\/t_p/ o(z4s)+ - Fp(zte s))C’%(\q/t_p)ds

Tak jak w przypadku réwnania (12), zaktadamy, ze p(z) € Oﬁ((c \ {20}).

Wtedy L, gdzie n := qf/p := qarg z,/p jest linia Stokesa dla .
Ponadto, dla kazdego dostatecznie matego ¢ > 0 istnieje » > 0 takie, ze
dla ustalonego z € D, idlat € Sn(@ —&, ?") skok ma postac

Je,(t,2) = () — w7 (1) = Fi(s >[ <s/¢t‘p>]

2(g—1)m

/e C
= ot o) et ot 3 ]

(/)]

<[] [}

(ostatnia rowno$¢ wynika z faktu, ze w tym przypadku wszystkie punkty
osobliwe wystepuja w funkcji ¢(z + s)),

2(g—1)7i

gdzie hiperfunkcja F,(s) = lgp(z +s)+--F+pz+e s)] nalezy do
0
O (D U (Sp(a) \ Eg))/@ﬁ <D U Sg(@)), gdzie 0, = arg(zy — 2).

Zatem otrzymujemy analogiczne rezultaty jak dla rownania przewodnic-
twa cieplnego (12) =z tym ze w Twierdzeniu 9 oraz w Twierdzeniu 10 zamie-

2
niamy F e na —— (s/\/t_p)

5.5. Réwnania moment rézniczkowe ze stalymi wspélczynnikami.
W tym podrozdziale bedziemy rozwazac¢ pewne szczegdlne przypadki rownan
moment rézniczkowych (dwéch zmiennych zespolonych) ze statymi wspol-
czynnikami, w ktérych dane poczatkowe sg holomorficzne na plaszczyznie
zespolonej z wyjatkiem skoriczonej liczby punktéw osobliwych lub punktow
rozgatezienia.

Rozpocznijmy od przypomnienia operatoréow uogoélniajacych zwyczajne i
utamkowe rozniczkowanie, a mianowicie od operatoréw moment rézniczko-
wych zdefiniowanych przez Balsera i Yoshino [4], a takze przytoczmy ope-
ratory moment pseudordézniczkowe wprowadzone w pracach [17, 18].
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Definicja 52. Niech m bedzie funkcja momentéw. Operator liniowy Op, ,: E[[z]] —
E[[z]] dany wzorem

oo Sty = Ry

=0 =0
nazywamy operatorem m-moment rézniczkowym Op, ;.
Przyktad 24. Jedli m(u) = I'y(u) to operator O, ., pokrywa si¢ ze zwyczaj-
nym rézniczkowaniem 0,. Ogdlnie, jezeli s > 0 oraz m(u) = s(u) to
operator Oy, . spelnia réwnosé (O, .u)(z®) = 0i(a(x®)), gdzie 07 oznacza
pochodng utamkows Caputo rzedu s zdefiniowana jako

8;( J :z:sj> = It s,
L") T &)

7 powyzszej definicji otrzymujemy nastepujacy zwiazek miedzy moment
transformacja Borela, a moment rézniczkowaniem.

Stwierdzenie 12. Niech m oraz m' bedg funkcjami momentow. Wowczas
operatory By, Oms: E[[t]] — E[[t]] spetniaje nastepujace wzory dla kazdego
u € E[[t]] oraz m = mm/
1) By O st = O 1B,
2) By P(Om1)ii = P(0my)Bowtl dla kazdego wielomianu P ze stalymi
wspotczynnikams.

Teraz, wzorujac si¢ na [18], uogdlnimy operatory moment rézniczkowe do
pewnego rodzaju operatoréw pseudorozniczkowych.

Definicja 53 ([18, Definition 13]). Niech m bedzie funkcja momentéw rzedu
1/k > 0 oraz A(¢) bedzie funkcja analityczna zmiennej € = ¢*/7 dla |¢| > rg
(dla pewnych v € N i ry > 0) z wielomianowym wzrostem w nieskonczono-
Sci. Operator moment pseudorézniczkowy N Op,z): O1/4(D) = O1/4(D) jest
zdefiniowany jako

o 1 K oo(6) 1y 1)y em(Cw)
NOno)p() = o olw) [ NOBR(C2) 2 dc du

297t Jjw|=e roeif
dla kazdego ¢ € Oy,(D,) oraz |z| < ¢ < r, gdzie m(u) = m(u/v),
E~(CY721) = 2?0%7 0 € (—argw — 2, —argw + ), a takze

ﬂ)':E oznacza, ze caltkujemy v-razy wzdtuz dodatnio zorientowanego kota
o promieniu €. Natomiast catkowanie wewnetrznej calki przebiega wzdtuz
potprostej {re?: r > ry}.

Definicja 54 ([17, Definition 9]). Niech A({) bedzie funkcja analityczna
zmiennej & = (/7 dla || > ro (dla pewnych v € N oraz ry > 0) z wielo-
mianowym wzrostem w nieskonczonosci. Wowcezas definiujemy rzqgd bieguna
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q € Q oraz wyraz wiodgcy Ao € C\ {0} funkcji A\(¢) jako liczby spetiajace
zaleznos¢ lime_,o, A(¢)/C? = Ao. Wowezas piszemy A(C) ~ AoCY.

Przytoczmy jeszcze trzy twierdzenia, ktére beda nam niezbedne w dal-
szych rozwazaniach.

Twierdzenie 11 ([18, Twierdzenie 1]). Niech @ bedzie rozwigzaniem for-
malnym zagadnienia Cauchy’ego postaci

{P(aml,t7 6’m2,z>u = 0

29 :
(29) 9 (0, 2) — p5() € OD), j—0,... . N1,

gdzie my, mo funkcjami momentow rzedow odpowiednio sy, ss > 0 oraz
N

(30) P, Q) = B(OAY = 3 P (O
j=1

jest wielomianem dwoch zmiennych, ktorego stopien to N wzgledem .
Wéwczas 1 = Y, Zg;l Uap, gdzie Uqp jest rozwigzaniem formalnym réow-
nania pseudorozniczkowego

(amht - )‘a(ama,z»ﬂuaﬁ =0

Oy tap(0,2) =0 (j=0,...,6—2)

87571;;7]&3(07 Z) = )‘oﬁz_l(ammZ)(paﬁ(z)v

gdzie ap(z) == LN dagi(Omy.2 )i (2) € Oy (D) oraz dag;(C) sq pewnymi

funkcjami holomorficznymi zmiennej € = (Y7 i majg wzrost wielomianowy.
Ponadto, jezeli q, jest rzedem biequna funkcji Ao, (C) orazq, = max{0, q,},
to aaﬁ € Ol/’y(D)Ht”Ea@—Sr

Twierdzenie 12 ([20, Stwierdzenie 5|). Niech d € R, K = (qsy — s1)7},
e > 0 oraz m(u) bedzie funkcjg momentow rzedu 1/K. Zaldzmy takze, ze
u(t,z) € O1,(D)[[t]] jest jednoznacznym rozwigzaniem formalnym réwna-
nia

<am1,t - A(@m%z))ﬁu =0

(31) Oy 4u(0,2) =0 (j=0,...,6—2)
O 1(0,2) = N7 (O, ) 0(2) € Oy (D),
gdzie my, mo sq funkcjami momentow rzedu odpowiednio sy,ss > 0 i qsg >

s1, v € N, M) ~ (Y gdzie ¢ = p/v dla pewnych wzglednie pierwszych
liczb i, v € N takich, ze qy € N. Niech

gy—1

(32) (p(z) S O(llfy( U S1\(d-&-arg)\()-|-2l7r)/(1<€/(]>)'
=0
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Wowczas t(t, z) jest K -sumowalny w kierunku d oraz dla kazdego d € (d —
%ld + 5) @ dla kazdego ¢ € (0,¢) istnieje r > 0 takie, Ze jego K-suma
ut € O11,(Sg(r/K — &,1) x D) okreslona jest wzorem

3 ul(t2) = Sit2) = (L)62) = [ en(s/00(s.9)%,

gdzie v(t, z) = Bnt(t, z) ma postaé
(34)

T ooet? Iy 1/ Ema (CW)
v6:2) = (B - 1)!(9 277?27% = Ego(w) /roei‘) B (IA(O) Bna (¢17217) Cw 6 duw
gdzie () = mi(u)m(u), mo(u) = ma(u/vy) orazd € (—argw—=4", — argw+
).

Dowdd. Zauwazmy, ze z Twierdzenia 11 wynika, ze u(t, 2) € Oy (D)[[t]]gso—s, -
Stad funkcja v(t, z) := By(t, z) nalezy do przestrzeni O1,1/,(D?). Ponadto,
ze Stwierdzenia 12 otrzymujemy, ze funkcja ta spetnia rownanie
(&ml t— )\(amQ Z)>ﬁv =0
1tv(OZ)—O(J—O L B=2)
m1 tv< ) - /\B ( mg,z)@( ) € Ol/'y(D)
Uzywajac za$ [18, Lemat 3] dostaniemy catkows reprezentacje v(t, z) w po-
staci wzoru (34).

Natomiast, skoro ¢(z) spelnia (32), to na podstawie [18, Lemat 4] wnio-
skujemy, ze v(t, z) € O 1/7(5'(1(5) x D). Zatem dla kazdego d € (d—5,d+5)
funkcja ud(t, z) := m.aV(t, 2) jest dobrze zdefiniowana oraz z definicji funk-
cji jadrowych (Definicje 21 oraz 22) dla kazdego & € (0,¢) istnieje r > 0
takie, ze ut € Oy1,,(Si(r/K —&,1) x D). O
Twierdzenie 13 ([20, Twierdzenie 2]). Niech @ bedzie rozwigzaniem for-
malnym rownania (31), gdzie p € 01/7<C \ {z0}) dla pewnego zo € C\ {0}.
2l7r dla
d € (n,my1) mod 2qm (dlal=0,...,u—1 zn,:=ny+2qr), gdzie u® ma
postac (33).

Wéwczas zbiory Ly, oraz Ly v = (1=0,...,u—1) sq odpowiednio liniami
Stokesa i liniami anty-Stokesa dla U. Ponadto, skok przez linie Stokesa L,,
okreslony jest nastepujgco

IS

Niech K = (qsy — s1)7%, m := qargz + —arg\g oraz u; = u

culs/)]

I, 4(t,0) = w(t,0) — w1 (£,0) = u' .

0) —u™ (t,0) = Fi(s,0)

(t,
przy czym t € Sy (% —e,7) oraz Fi(s,0) € H(L,,) zdefiniowane jest jako
u

Fi(s,0) := [v(s,0)],, orazv(s,z) = Buii(s, z) ma postac (34).
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Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze jesli d # n, mod 2qm dlal =0,...,u— 1
to ¢ spelnia zalozenie (32) dla dostatecznie malych e > 0. Na podstawie
Twierdzenia 12 otrzymujemy, ze u jest K-sumowalny w kierunku d € R,
d#m mod2qr dlal=0,...,u—1,a takze jego K-suma u’(t, z) speknia
(33).

Zauwazmy, ze u’(t,z) = u(te??™ z) oraz q jest najmniejsza dodatnig
liczba wymierna, dla ktérej ta rownosé zachodzi. Ponadto, zbior kierunkow
osobliwych dla %(t, 2) modulo 2¢m ma postaé¢ {n, mod 2¢m: 1 =0,...,u —
1}. Zatem liniami Stokesa dla @ sa zbiory £,, oraz liniami anty-Stokesa dla
u sg zbiory Ly 4 = .

Obliczmy teraz skok przez linie Stokesa L,,.

e, alt, 2) = u (t,2) — u' (¢, )

52 ds _ / ds
= /e“’ﬁh em(s/t)v(s, 2) . e em(s/t)v(s, 2) <
Zatem
mls/t
Je, @(t,0) = Fl(s,O)[e (j/ )], dla te Sy~ —er)
gdzie Fi(s,0) € H(L,,) jest hiperfunkcja na £,, zdefiniowana przez
Fi(5,0) = [0(5, 0)}. n

Przejdzmy do rozwazania szczegolnych przypadkow rownan moment roz-
niczkowych ze stalymi wspoétczynnikami. Wyliczymy dla nich linie Stokesa
oraz wartosci skokow.

Przypadek 1. Rozpocznijmy od nastepujacego rownania

Oy wu(t, z) = 0%u(t, z) gdzie 0 < ps; < q,
u(0, 2) = ¢(z),

Oy 4u(0,2) =0, dla j=1,2,...,p—1

gdzie p(z) € O (C/\\{_Z/(]}> dla pewnego zp € C\ {0} oraz m; jest

funkcja momentéw rzedu s; > 0 korespondujaca z funkcja jadrowa e, (2)
rzedu 1/s.
Powyzsze zagadnienie Cauchy’ego ma jednoznaczne rozwigzanie formalne
R

u(t,z) = —
nz:;) my(pn)
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do ktérego na poczatek zastosujemy m-moment transformacje Borela otrzy-
mujac

(Boii Z 4™ (2 _ ml(fn) [(Byan _ - sﬁ(qn)(z)t(g)qn
—o u pn) r1+1 -pn) n=0 (qn)!
B 1 2(q—1)mi

(Pl + VB + e T VB 4z e T V),

q

T ﬂn r,(n)
(tym) mq( ) jest funkcja momentow rzedu % — 51 kore-

gdzie m(n) =

mi(n)

spondujaca z funkcja jadrowa e, (2) rzgdu

Psl
Niech f(s, z) := (Bu)(s, z), wéwczas po uzycm m-moment transformac;ji
Laplace’a w nieosobliwym kierunku d dostaniemy

(Tnaf)(t, z) = /el_le+ m(s/t) f (s, )is
1 9/ sp e T ) e oo s do
— Q/eidR+ em(s/t) (go(z+\/8_)+90< tets VsP) 4 (et \/_)> 5

Zatem z Twierdzenia 12 jednoznaczne rozwiazanie formalne u(t, z) tego
zagadnienia Cauchy’ego jest s;-sumowalne w kierunku d oraz dla kazdego

-suma u € O(Sy (% e,r) X D)

e > 0 istnieje » > 0 takie, ze Jego
ma postac

u(t,z) = ul(t, z)

]. 2(g—1)mi

— - /eid]R+ em(s/t) (SO(er\q/S_p)JrsO(erquﬂ SP) - Ap(ate @)>cis

qu

q
Niech 6 := arg 2z, n := %9. Wtedy £, | 2ni (=0,1,...,p—1) sa liniami
p

Stokesa dla u. Dla dostatecznie matego € > 0 istnieje r > 0 takie, ze dla
kazdego ustalonego z € D, skok ma postac

S

Je,ult,z) = u"(t,z) —u" (¢, 2) = F.(s) [em(s/t)]
- (”V_“‘P(HGTW’H-~+<p(z+e2(q?””%_p)Lz[%(S/t>]

qs
_ l(p(z + {’/s_p)] lem(s/ t)l
o.L 45
gdzie 6, = arg(zp — z) oraz t € S, (T2 _ ¢ p),

Ostatnia réwnos¢ wynika z faktu, ze w tym przypadku wszystkie punkty
osobliwe wystepuja w funkcji s +— (2 + v/sP).
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Zauwazmy, ze na podstawie [3, Twierdzenie 32] mozna wyliczy¢

em(u) = T 4 <em2 (1 /z)) (1) = —5 [ P (;) : C) ) =

)

n=0 my(n)’

S14S]

gdzie E,,, (é)

em,(2) = gzge*

ma(n) = I'(1 + In) oraz z Przykladu 8

ars |

z

Przypadek 2. Zajmijmy sie teraz rozwigzaniem formalnym

i 33%2 zw )
(n)
rownania

{ Oy 1U(t, 2) = Oy 2u(t, 2),
u(0, z) = ¢(2)

gdzie p(z) € O ((C \ {zo}) dla pewnego zp € C\{0} oraz m; jest funkcja

momentéw rzedu s; > 0 korespondujaca z funkcja jadrowa e, (z) rzedu
1/s1, mg jest funkcja momentéw rzedu s, > 0 korespondujaca z funkcja
jadrowa e,,,(z) rzedu 1/s5 1 s9 > s1.

Najpierw zastosujmy m-moment transformacje Borela do u(t, 2)

(Boa)(t. (i%zw) ) iaﬁazzw))

gdzie m(n) := may(n)/mq(n) jest funkcja momentow rzedu se — s korespon-
dujaca z funkeja jadrowa e, (2) rzedu k== =

Na podstawie [17, Stwierdzenie 3| tatwo widaé, ze dla |z] <e <rin €N
zachodzi

Opyo9(2) = 5 f (w / )emjﬁz”C)dcdw

dla ¢ € (—argw — 52, —argw + 52). Zatem

( Z o,z \7)" ng )
2m ?{w /0 mEmz(ZC) we d¢dw

_ oo (y) ey (WC)
- ﬁd_g p(w) /0 En, <tOEm2(ZQTCdde'
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Niech f(s, z) := (Bnii)(s, z), wowezas po uzyciu m-moment transformacji
Laplace’a w nieosobliwym kierunku d otrzymamy, ze

T2 = [, en(s/)f(5,9)%

= Lo, s/ (gm0 [ (60 B0 2 ) .

Zauwazmy, ze z [3, Twierdzenie 32] funkcja e,,(u) ma postaé

z

(35) em(u) =T, 4 <6m2(1/2>>(1/u) = _;m L " Em1<ulz>€mz(1/2)dz

()
gdzie E,,, (é) =y, 7:;(77,) :

Zatem z Twierdzenia 12 jednoznaczne rozwiazanie formalne (t, z) tego
zagadnienia Cauchy’ego jest k-sumowalne w kierunku d oraz dla kazdego
e > 0 istnieje 7 > 0 takie, ze jego k-suma u € O(S4(% —€,7) x D) dana jest
wzorem

u(t, z) = u'(t, 2)
= oz, EmS/ t)<271m' fjw|:€%0(w) /OOOW Emz(sC)EmQ(zg)emi?Odgd )

Wtedy £,), gdzie n = 0 := arg 2, jest linig Stokesa dla @. Dla z = 0 skok
ma postac

ds
S

Jr,u(t,0) = Ut (£,0) — u" (t,0) = Fy(s) [em(s/t)}

_lm £ ot [ Bt g Hem(ﬁ/ﬂ’

dlate S, (% —&,r7).
Przy uzyciu [3, formuta (5.15)] mozemy wyliczyé

oo(¥) €m, (WC) 1
L BalsQ) ™ R =

a stad

o [, ][] o] 4]

przy czym ostatnia rowno$¢ wynika ze wzoru catkowego Cauchy’ego.
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Przypadek 3. Rozwazmy teraz nastepujace réwnanie

Oy qult, z) = OF, Lult, 2),

mgz

u(O,z) = (2),
Oy u(0,2) =0, dlaj—1,2,...,¢—1

gdzie ¢(2) € O (C\ {20}) dla pewnego zy € C\ {0} oraz m, jest funkcja
momentéw rzedu s; > 0 korespondujaca z funkcja jadrowa e, (z) rzedu
1/s1, my jest funkcja momentéw rzedu ss > 0 korespondujaca z funkcja
jadrowa e, (2) rzedu 1/s5 1 s9 > s1.

Zauwazmy, ze skoro

2mi 2mi(g—1)

it = O o = (Omit = Oy z) Oyt — €9 Omyz) oo (Omyg — € 1 Omyz),
to
u(t,z) = up(t,z) +ur(t, 2) + ... + Ug-1(t, 2),
gdziedla 7 =0,1,...,¢g—1

1 > 5’212 Z(p 2mij\ n
Z o)t
o)
jest rozwigzaniem formalnym réwnania

{ Oy 25 (1, z) = O, (1, 2),
u;(0,2) = ;p(2) € 0577 (C\ {z0})-

Bazujac na rozumowaniu z Przypadku 2 dla kazdego u;(t, z) otrzymamy,
7€

u(t.2) = [, en(s/) (1. £ ot [ B s QB0 2 ) >

27 w(

Zatem L, 2n; sg liniami Stokesa dla u(t, z), gdzie n = 0 = argzy oraz
q
7 =20,...,9— 1. Ponadto

=[] [ m][42

— se
lgp(s)} [ems/t] dla 7 =0
0
0, dlaj=1,2 .. ,q—1,

gdzie funkcja e, dana jest wzorem (35). Stad

- [£te ][22 - ][]

gs qs
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dla t € S, (7 —¢,7), gdzie k = 52151 oraz £ > 0 jest dowolne, natomiast
r > 0 jest dostatecznie mate.

Przypadek 4. Przejdzmy teraz do bardziej ogblnego réwnania tzn.

Oy wult, z) = 0%, u(t, z), gdzie 0 < ps; < gso,

(36) u(0,2) = ¢(z),
Oy su(0,2) =0, dla j=1,2,...,p—1

gdzie p(z) € Qv ((C/\\{?O}) dla pewnego zy € C\{0} oraz m; jest funk-

cja momentéw rzedu s; > 0 korespondujaca z funkcja jadrowa e, (z) rzedu
1/s1, mgy jest funkcja momentéw rzedu sy > 0 korespondujaca z funkcja
jadrowa e,,,(z) rzedu 1/s,.

Powyzsze zagadnienie Cauchy’ego ma rozwiazanie formalne postaci

Z opy.0(2) )

— ma(pn)

Z Twierdzenia 13 wynika, Ze L, , 2r; sa liniami Stokesa dla u(t, z), gdzie
p
n = %9, 0 := argzy oraz j = 0,...,p — 1. Aby wyznaczy¢ skoki przez
te linie Stokesa przyjmijmy, ze v(t, z) := u(tr,z) oraz my(n) = ml( ")
q
jest funkcja momentéw rzedu % > (0 korespondujaca z funkcja jadrows

€y (2) = Lem, (2%) rzedu ;5. Wtedy

00 aqn
B(t,2) = 30 Zmae? )
n—0 M1 (qn)
jest rozwigzaniem formalnym réwnania
aq mi, tv(t Z) 8’2712 z ( )
(37) v(0,2) = p(z) € 0757 (C\ {z}),
Oy v(0,2) =0, dla j=1,2,...,¢— 1.

Zauwazmy, ze U(t, z) jest rozwiazaniem formalnym réwnania (36) wtedy i
tylko wtedy, gdy 0(t, z) jest rozwiazaniem formalnym réwnania (37) (zobacz
takze [17, Lemat 3]).

W tym przypadku redukujemy nasz problem do tego, ktéry rozwazaliSmy
w Przypadku 3 — zatem na podstawie otrzymanych wynikéw, mamy, ze

)= [ enlsft) (5§, o) [T Bun(oe T OBal:0 220 i) 2,

271

w(



J2,0;(t,0) = [1 7{0 %dwuemwﬂ _ lgp(sez@u)u%(s/w]

qs
B [90(3)1 [emqs/t ] dlaj=0

0
0, dlaj=1,2...,q—1,

gdzie e, ma postac

1 1 dz
o) = T (e (1/2) )10 = =51 [ (o Jemat1/)E
przy czym
e @) e @)
Ea [ —] =3 2l = .
1<UZ> n;)ml(”) gml(pq)
Zatem
2nij em(s/t) em(s/t)
J _— | = _
&Y [ZSO( )]9[ qs ] [@(8)19[ gs |
dla t € Sy(; —e,7), gdzie k = qs;pSl oraz € > 0 jest dowolne, natomiast
r > 0 jest dostatecznie male.
Stad
- - €m(8/t5)] qm
Je u(t,0) = Jg,v(te,0) = S ————=|, dla teS,(— —¢e,r).
£1(10) = Je,1(65,0) = ()] [ (5 <)

5.6. Réwnania ré6zniczkowe ze zmiennymi wspoélczynnikami. W tym

podrozdziale przedstawimy wyniki opublikowane w [27], a mianowicie zba-

damy zjawisko Stokesa dla pewnych rownan rézniczkowych czgstkowych ze

zmiennymi wspétczynnikami, w ktérych dane poczatkowe sa holomorficzne.
Rozwazmy nastepujace réwnanie

(39) Ou(t, z) = a(0ut)Pt107u(t, z), with p,q,r € Ng,a € C
u(0,2) = ¢(z) € O(D).

Powyzsze zagadnienie Cauchy’ego ma jednoznaczne rozwigzanie formalne

(e 9]

at,z) = > a™(n)P~! (g + 1)@= ) () gnlat),
n=0

Zajmijmy si¢ przypadkami, gdy r = 0 oraz r > 0.

Przypadek 1. Niech r = 0 oraz my(n) = F(l N ) bedzie funkcja
momentow rze;du 7 korespondujaca z funkcja J@dl"OWE% eml( ) rzedu g + 1.
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(a) Zalézmy, ze p = 0. Wowczas

= > a () (g 1) () )
n=0

x (a 1)~ gatt " wpd+l
S < G0 R

n=0

n!

jest funkcjg catkowita zmiennej t. Zatem nie istnieja kierunki oso-
bliwe.
(b) Zalézmy, ze p = 1. Wowezas

Z ap(z) Mt = 1@(2“, o ile ‘atqﬂ‘ <1
—a

jest funkcja analityczna dla |¢| < |a\_qﬁ, a wiec nie istniejg kierunki
osobliwe.
(c) Niech teraz p > 2. Ze Stwierdzenia 6 wynika, ze funkcja

q

=i = (10 )

jest funkcja momentéw rzgdu korespondujadcad z funkcja jadrowa

1

em(2) 1zedu 5.

Rozpoczniemy od zastosowania m-moment transformacji Borela

do u(t, z).

5 - & a"(n)P (g + D)"Y p(z)

Bu)(t, z) = glatt)
Bu)(:) = 3 )

0 4 (p p—1 1 n(p—1) n(,,1\p—1 n

_ Z a"(n!)P~* (¢ +1)"% — f( z) gla+1) _ Z a"(n!)P~ (g +1 — tn(q-i—l)
=0 <r(1+”g’jl”)) =0 ( (1+n)
i ()P~ (g +1)"P=V () la+1) p(2)
(n!)p—1 1—a(qg+ 1)p-1eat?’

jesli |a (g + 1Pttt < 1.
Niech f(s,z) := (Bni)(s, z), wowczas stosujac m-moment, trans-
formacje Laplace’a w nieosobliwym kierunku d otrzymamy, ze

S

(Tm’df)(t’ ?) = /ewﬂRJr em (zf)f(s7 Z)O,l: - ~/eid]R+ cm <j> l1—a (C](i(zl))P—l ga+1 Cis
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Zatem jedli d # 2= =52 dla k € Z, to jednoznaczne rozwigzanie
formalne @(t, z) rownania (38) jest L= Z1_sumowalne w kierunku d oraz
dla kazdego € > 0 istnieje 7 > 0 takle, ze jego Zﬂ—suma u(t,z) €

O(Sd(% —¢,7) X D) ma postaé

ol ) s (2) ds
ult 2) =il 2) = /ez‘d]R+ em (t) 1—a(g+1)ptsrtl 5°

Niech dy = % dla £ = 0,...,q. Wtedy Lg4, sa liniami
Stokesa dla @, natomiast skok jest dany przez

e, U(t, 2) = u™ E(t 2)—u (¢, 2) = F.(s) lem(s/t)] _ [B\mi\L(S,Z)} [em(S/t)]

S S

_ [ (2) 1 [em(S/t)l _
L—a(qg+1)ptsitt] s

[ o) . } [em<s/t>1
(1—@#((}—{-1)%3) . (1_aq+1(q+1)qileq7rfs> d S

= 2m

X
1 -1 2mik

th:O (1 — aqﬁ(q + 1)4+1eq+1‘ (%)m<q + 1) q+1 e q+1>

p—1 27mik

oo ()T
' )

-1 2mik

(q 4+ 1) q+1 e a+l

1 _ 2mik

(OB

L T
q+1 (l) a+1 (q+1)" = e -

a

Y

dla t € Sdk(ﬁg:ll) =, 7), gdzie £ > 0 jest dowolne, natomiast 7 > 0
jest dostatecznie mate.

Zauwazmy, ze z |3, Twierdzenie 31] wynika, Zze mozemy wyliczy¢
funkcje e,,(z) indukeyjnie ze wzgledu na p, czyli

0.

e Niech p = 2, wéwczas m°® := m(n) = my(n) oraz

) Z Prz&laduS (

emo(2) = em, (2 q+1)z2 e
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e Niech p = 3, wéwczas m!(n) := m(n) = my(n)m°(n) oraz

=B (1)) (2) = o et ()2

z Przykladu8 q+1 _—( )q+1 1 - (l)q-H du
vk 1 T i - -
AidR+ (@ 1uz)e (a+ )<u) ‘ u

g+1
= (g + 1)22“16’(“‘2)(1“6_(%) d—u
eidR+ u

e Niech p = 4, wéwezas m2(n) := m(n) = my(n)m*(n) oraz

T (D)) - o e

z Przykladu8 1 —(uz)d+1 1\ du
= 1) (uz)t e e ()
/eidR+ (q + )( ) ! u/ u

e Zatem, ogdlnie, jezeli p > 3, to mP~2(n) := m(n) = mi(n)mP=3(n)
oraz

emp—2(2) = Thny d <€mp3 (i)) <i> = /eidR+ €,y (U2) €mp—s <u> ?

Z Prz;ﬁladuS g+1 —(uz)‘1+1 du
= /eidﬂh(q + 1) (uz)? e Emp— 3(u>

u

Przypadek 2. Przyjmijmy teraz, ze r > 0 oraz niech m;(n) = F(l +
7 +1> bedzie funkcja momentow rze;du L koresponduj@cz% z funkcja jadrowsa
em, (2) rzgdu ¢ + 1, natomiast niech mQ( ) = F(l + ) bedzie funkcja
momentéw = korespondujaca z funkeja jadrows ems, (2 ) rzedu q+1

(a) Niech r =1 oraz p = 0. Wéwezas funkcja
= a" () (g + 1) (z) Y
n=0

- Z (alg + D7) "6 (z) @(Z . t)

n! q+1

dla dostatecznie matych z oraz t jest funkcja analityczng, a zatem
nie istnieja kierunki osobliwe.

(b) Niech r > 1, p = 0 oraz p(z) € O1 (C/\\{;o}> dla pewnego
2 € C\ {0}. Wéwczas ze Stwierdzenia 5 funkcja m(n) := =20 —

mi(n)
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P 1425
E“; jest funkcja momentow rzgdu korespondujaca z funkcja
D1+

jadrows e,,(z) rzedu * q+1

Rozpocznijmy od zastosowania m-moment transformacji Borela
do u(t, 2).

i a*(n))~ (¢ + 1) SO(W)(Z) pnla1)

(Buii)(t, z) = P m(n(q+1))

S @' () @+ D) gy _ g @) g+ )" w("”(Z) pn(a+D)

n=0 (1 4 metpr) <r(1 + ’"ﬁ‘ﬁ”))l n=0 T(1+ nr) <P(1 + n))

q+1

1 1 g+1 nr
e (et et ) )(2)
$- o ()~ @+ D" 0"(2) gy _ 3 (

n=0 (nr)!(n!) =" ouard (nr)!
1= 2mj; 1 _1,gt1
:fng z4+ertar(qg+ 1)t .
T

Niech f(s,z) := (l?mﬁ)(s, z), nastepnie stosujac m-moment trans-
formacje Laplace’a w nieosobliwym kierunku d otrzymamy, ze

(Trmaf)(t, 2) = / i (j) F(s.2) cis
_i/e% (t)Z@G“’W(qH) )is

Zatem jednoznaczne rozwiazanie formalne #(t, z) réwnania (38) jest
Z+1—sumowalne w kierunku d oraz dla kazdego e > 0 istnieje 7 > 0
takie, ze jego “1-suma u € O(Sy(rt — &,7) x D) okreSlona jest

wzorem

q+1

r—1

u(t,z):fzﬂ(ﬁ,z):i/eid]R+ (t>ZQD<Z+€: ar(g+1)"rs rl)cis.

rf,—2wl—arga

Niech 0, := arg(zo — 2), n := e e, gdzie 1 =01, r— 1
Woéwezas L, sa liniami Stokesa dla @. Dla dostatecznie matego e > 0
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istnieje r > 0 takie, ze dla kazdego ustalonego z € D, skok ma postaé

dlat e Sm(ﬂ(qtll) —&,7), gdzie £ > 0 jest dowolne, natomiast 7 > 0
jest dostatecznie mate.

Ostatnia réwno$¢ wynika z faktu, ze w tym konkretnym przy-
padku wszystkie punkty osobliwe pojawiaja sie w funkcji s — tp(z +

2ml,; 1 _1 gl

e r Zar(q+1) rS r )

Ponadto, zauwazmy, ze z [3, Twierdzenia 32] mozemy wyliczy¢
funkcje

0= T o () () i o () ()

Z Prz&ladu 8 1 /
211 v(d

=
S

I
o

(¢) Niech teraz r > 1,p # 0 oraz @(z) € O (C/\\{;O}) dla pew-

nego zp € C\ {0}. Woéwezas ze Stwierdzenia 5 funkcja m(n) :=

ma(n) - mi(n) ... -ma(n) =T (14 2 (r(1 + n)) : jest funk-

q+1 q+1

(p—1)—razy
¢ja momentow rzedu

q+1
p—1+4r"

p—1+4r

e korespondujaca z funkcja jadrowa e,,(z)

rzedu
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Zastosujmy najpierw m-moment transformacje Borela do u(t, z).

-~ 0o n(pl)p-1 n(p-1) Hnr) (5
(Bui)(t.2) = 3 Lo P D) ey

— i a"(n)P~! (¢ + 1) SD(W)(Zgl gr(a+1)
(s ) ()
_ i a”(n)P~! (g + 1)"*- Y 90(1)1(2) pnla+1)
"0 P+ ) <F(1 + n)>

_ i @ () (g + )"V oM (2) g
=0 (nr)l(nt)p~t

. (“i<q+ 1)”r1tqtl> ™) ()

n=0 (nr)'
11”—1 2ng, 1 p—1 gq+1
==Y plz+erar(g+1) Tt ).

r =0

Niech f(s,z) := (Bn)(s, z), nastepnie stosujac m-moment trans-
formacje Laplace’a w nieosobliwym kierunku d otrzymamy, ze

ds

(Tnaf)(t:2) = [, enls/Df(5,2)
1 = 2mj; 1 p=1 a1\ ds
_T/eidR+€m(s/t)jz:;)go<z+e lar(g+1) T s ) o

Zatem jednoznaczne rozwiazanie formalne u(t, z) réwnania (38)
jest pz%}rr-sumowalne w kierunku d oraz dla kazdego £ > 0 istnieje

7 > 0 takie, ze jego pgﬁqﬂ—suma u(t,z) € O(Sd(wp;rl”’ —&,7) X D)
ma postac

r—1

! g = ds
ult, z) = u'(t,z) = - /idR em(s/t) ‘P<Z +eTiar(q+ 1)p’“1$qtl>.

r S

Niech 0, := arg(zg — 2), 1 == wkw, gdzie | = 0,1,...,r — 1.

Woéwezas L, sg liniami Stokesa dla @. Dla dostatecznie matego e > 0
istnieje 7 > 0 takie, ze dla kazdego ustalonego z € D; skok opisany
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jest jako

e, alt, 2) = u™ (t,2)—u' (t,2) = F,(s) [em(s/t)l _ [Ema(&z)} lem(S/t)

= [Zl <p<z teFigr(g+ 1) s"?)h [em(s/t)]

J=0

p—
r

= [@(z+62rﬂiai(q+1) s

._.
(=]
S|+
=
~—
| S
3
| —
Q)
NE
—~
wn | »
\
o~
S~—
_

dlat € 5, (Wp;f{r —¢&,7), gdzie £ > 0 jest dowolne, natomiast 7 > 0
jest dostatecznie mate.

Podobnie jak w Przypadku 1, ostatnia réwnos¢ wynika z faktu,
ze wszystkie kierunki osobliwe wystepuja w funkcji s — cp(z +

2wl 1 p—1 g+1

ertar(qg+1)7 s )
Zauwazmy, ze 7 [3, Twierdzenia 31] mozemy wyliczy¢ funkcje e, (z)
przez indukcje ze wzgledu na p, a mianowicie

e Niech p = 1, wtedy m® := m(n) = ma(n) oraz

2z Przykladus ¢ + 1 at1 g+l
= 2 e

emo(2) = ema2) .

e Niech p = 2, wtedy m*(n) := m(n) = m®(n)m;(n) oraz

s (2) = Ty (m (i)) (1) = [, o) emn( 1) 2

q+1 T
zZ PrzgladuS/ (q + 1>(uz)q+1€*(u2)q+l q+ 1 <]‘> r 6_(%> @
edR r u

e Niech p = 3, wtedy m?(n) := m(n) = m*(n)m;(n) oraz

)= T (i (D)) (2) = Loy om0 (1)

2z Przykladu8 / 1~ (uz)atl 1\ du
= + 1)(uz)™ e emt| — | —.
[ @ ) (1)
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e Stad, w ogdlnosci, jezeli p > 2, to mP~1(n) := m(n) = mP~2(n)my(n)
oraz

o) = T (e (1)) (2) = [ eml02) emma 1) 2

z Przykladu8 q+1 _—(uz)dt! l dﬁ
W [ D e (1)

u

Podsumowujac otrzymane w powyzszych przypadkach wyniki, mozemy
sformutowaé nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 14. Niech d # 27— = dla k € Z. Zaldzimy, Ze u(t, z) jest

jednoznacznym rozwigzaniem formalnym réwnania (38), gdzie r = 0 oraz
p > 2. Wowczas u(t, z) jest @—sumowalny w kierunku d oraz dla kazdego

e > 0 istnieje 7 > 0 takie, Ze jego L L suma u(t, z) € O(Sq (% p 1) —e,7)x D)
dana jest wzorem

ult, 2) = ul(t, 2) = (Tppa B (t, 2) :/e% em(j)l_a( pl2) ds

q+ 1p-tgatl

Ponadto, jesli dy, = % dla k=0,...,q, to Ly, sq liniami Stokesa dla
u oraz skok ma postaé

1 -1 2mik
l q q 1
() €m<<a) (q +1)” T e ar )
p—1 2mik

q+1 (é)m(q+1) el ¢ q+1

chkﬁ@, Z) = 27

Y

w(p—1)
dla t € Sy, (K22 p
dostatecznie male.

—&,7), gdzie £ > 0 jest dowolne, natomiast ¥ > 0 jest

Twierdzenie 15. Niech u(t, z) bedzie jednoznacznym rozwigzaniem formal-
nym réwnania (38), w ktérym p > 0, r > 1 oraz p(z) € Q15 ((C \ {zo})

dla pewnego zy € C\ {0}. Wowczas u(t, z) jest pf{}rr -sumowalny w kie-

runku d oraz dla kazdego € > 0 istnieje ¥ > 0 takie, Ze jego pf%}rr—suma
u € O(Sd(wp;fl”" —&,7) x D) dana jest wzorem
u(t, z) = ul(t, 2) = (Tpq Bi)(t, 2)
1 r—1 ) 1 dS
= - s/t) z+ e Figr +1
r/a% (s/t) %w( (g+1)% )S

Ponadto, jesli 0, := arg(zo — z), n; := r‘%_%f%, gdziel =0,1,...,r—1,

to Ly, sq liniami Stokesa dla u(t,z) oraz dla kazdego dostatecznie matego
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e > 0 istnieje 7 > 0 takie, Ze dla kaZdego ustalonego z € D skok ma postac

~ o 2nl, 1 p=1 g+1 €m(5/t)
Je, u(t, 2) = [gp(z%—e rlar(g+ 1) s )] 7"3]’

m

dlat € S, (ﬂp;}jr — &,7), gdzie € > 0 jest dowolne, natomiast v > 0 jest

dostatecznie male.
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6. ZJAWISKO STOKESA W TERMINACH FUNKCJI
RESURGENTNYCH

W tym rozdziale pokazemy (rézne od poprzednich) podejscie do zjawiska
Stokesa przy uzyciu funkcji resurgentnych. Bedzie opiera¢ sie na ksigzce
21].

Definicja 55. Niech 2 bedzie niepustym, domknietym, dyskretnym pod-
zbiorem zbioru C, niech ¢(() € C{(} bedzie holomorficznym kietkiem w
zerze. Powiemy, ze @ jest Q-przedtuzalnym kietkiem, jesli istnieje r > 0
nie wieksze od promienia zbieznosci szeregu ¢ takie, ze DX N Q) = ) oraz ¢
ma analityczne przedtuzenie wzdtuz dowolnej krzywej w C\ Q startujacej z
dowolnego punktu nalezacego do D;.
Zbior wszystkich takich kietkow bedziemy oznacza¢ symbolem ﬁg, 0CZYWi-
scie R € C{¢).

Kazdy element przestrzeni Co @ C{(} (przy czym C§®C{(} to przestrzen
C x C{C}, w ktérej element (1,0) oznaczamy przez 0 oraz podprzestrzen
{0} x C{¢} identyfikujemy z C{(}) postaci cd + @, gdzie ¢ € C oraz @ jest
Q-przedtuzalnym kietkiem nazywamy $2-resurgentng funkcjq.

Przyktad 25. Q-przedtuzalnym kietkiem jest funkcja postaci f(¢) = ﬁ,
gdzie w € O\ {0}.

Uwaga 24. Niech p(Q) := min{|w| : w € Q\ {0}}. Dowolny ¢ € Rq jest
holomorficznym kietkiem w 0 o promieniu zbieznosci niemniejszym od p(2)
i w Definicji 55 zawsze mozna przyjaé r = p(€2).

Uwaga 25. Od tej chwili, jezeli v : [a,b] — C jest krzywa oraz ¢ jest
holomorficznym kietkiem w 7(a), ktéry dopuszeza analityczne przedtuzenie
wzdtuz krzywej v, wtedy przez cont,$ oznaczamy powstalty w wyniku tego
przedtuzenia holomorficzny kietek w ~(b).

Przejdziemy teraz do definicji osobliwosci (w tym rozdziale rozrézniamy
osobliwosci 1 punkty osobliwe — te drugie sa lokalizacjami tych pierwszych).
Rozpocznijmy od nastepujacej definicji

Definicja 56. Powiemy, ze funkcja f ma spiralne przedtuzenie wokot zera,
jezeli funkcja f jest holomorficzna na otwartym dysku D, do brzegu ktorego
nalezy 0 oraz jezeli dla kazdego L > 0 istnieje p > 0 takie, ze funkcja f
moze by¢ analitycznie przedtuzona wzdhiz dowolnej krzywej o dtugosci nie
wigkszej od L, startujacej z D N D} i zostajacej w Dy,

~ Musimy teraz wyodrebni¢ jedna ze spojnych sktadowych dla 7 (D) w
C (gdzie 7 jest takie jak w (4)), ale niestety nie istnieje wybér kanoniczny.
Zatem wybierzmy (, € C takie, ze 7((y) jest srodkiem dysku D, wéwczas
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sp6jng sktadowa dla 7=1(D), ktéra zawiera (o, jest D := D(Co, Ro) (przy
czym D(Co, Ry) jest zbiorem klas réwnowaznosci wszystkich krzywych v po-
wstalych przez konkatenacje (zobacz przypis w Uwadze 3) reprezentanta dla
(¢ oraz odcinka startujacego z 7(() i zawartego w D(7((), RO)) — to wtasnie
bedzie wyodrebniona spojna sktadowa.

Skoro 7 indukuje biholomorfizm D — D, to mozemy identyfikowaé funk-
cje f z holomorficzng na D funkcja f' := f om. Nastepnie, poniewaz f ma
spiralne przedtuzenie wokodt zera, to f przedtuza si¢ analitycznie do zbioru

V(R)={C=re?:0<r<h(f),d cR}CC,
gdzie h : R — (0,+00) jest funkcja ciaglta.

Definicja 57. Niech h : R — (0,+00) bedzie funkcja ciagta oraz i
V(h) — C bedzie funkcja holomorficzna. Definiujemy przestrzern AN A

wszystkich osobliwych kielkdw nastepujaco: na zbiorze wszystkich par ( f ,h)
okreslamy relacje réwnowaznosci

(fl; ]’Ll) ~ (‘]E/Q, hg) < fvl = fg na V(hl) N V(hg)
i okreslamy AN A jako jej zbiér ilorazowy.
Przyklad 26. Niech funkcja f bedzie holomorficzna na dysku D7 dla pewnego

p > 0. W szczegélnoscei jest ona holomorficzna na D = D(g,g). Dla

dowolnego wyboru spdjnej sktadowej dla 771(D) w C otrzymujemy takie
same f := fom w V/(h) ze stala funkcja h(f) = p. Korespondujacy element
przestrzeni AN A identyfikuje si¢ z szeregiem Laurenta w 0 dla f, ktory ma
postaé

> an¢" = S(1/¢) + R(C),

nez
gdzie R(C) := X_,50 an¢"™ i ma promien zbieznosci wigkszy lub réwny p oraz
S(€) == Y s0a_n&™ 1 ma nieskoriczony promien zbieznosci.
Przyktad 27. Niech funkcja f ma postaé¢ f(¢) = @(¢)Log(, gdzie @ jest
funkcja holomorficzng na dysku D, dla pewnego p > 0, oraz Log oznacza
gataz gltéwna logarytmu. Wtedy mozemy zdefiniowaé f(() := @(7(¢))log¢,
dla ¢ € V(h) ze stala funkcja h(f) = p. Otrzymujemy sytuacje podobna do

22 v

dla 7=1(D) , ktéra jest zawarta w powierzchni gatezi gtéwnej logarytmu® Uy

opisanej w Przyktadzie 26, gdzie D = D(E B) oraz D jest sp6jna sktadows

3Niech U = C\ R_. Zauwazmy, ze zbiér U := 7 }(U) jest zbiorem otwartym w
przestrzeni C, ktéry ma nieskoriczenie wiele spéjnych skladowych postaci Uy, := {ret? €
C:r>02rm—7m<60<2tm+m,me Z}. W szcezegblnodei, rzutowanie 7 indukuje
biholomorfizm my : Uy = U. Powierzchnig galezi gldwnej logarytmu nazywamy zbiér
Uy C C, ktéry za pomoca mg identyfikujemy ze zbiorem U C C.
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przestrzeni C. Odpowiadajacy element przestrzeni AN A identyfikuje sie z

(Z anC") log(,

n>0

gdzie >, a,C" jest szeregiem Taylora w zerze dla @, ktory ma promien
zbieznosci wiekszy badz réwny p.

Przyktad 28. Dla « € C\ {0} definiujemy gatq? gtéwng dla (¢ jako e“tosS,
dla ¢ € C\ R_. Jedli wybierzemy D i D takie jak w Przykladzie 27, to
(@ 1= e8¢ jest korespondujacym osobliwym kietkiem, ktéry przedtuza sie
holomorficznie na cate C.

Definicja 58. Osobliwosciami nazywamy elementy przestrzeni ilorazowej
SING := ANA/C{(}. Kanoniczne rzutowanie oznaczamy przez sing, oraz
uzywamy notacji

v

_ {ANA—%SHW?
S11, . v “
50\ F s £ = singy (F(0)).

v v \%
Dowolny reprezentant f osobliwosci f nazywamy majorem dla f.

Przyktad 29. Najprostszym przypadkiem jest biegun jednokrotny lub biegun
rzedu k, dla ktérych wprowadzamy oznaczenia
1 (—1)*k!
0 := sing (27”()7 0" = sing (27?2'(’”1) dla k£ > 0.

Zatem osobliwo$¢ dla Przyktadu 26 mozemy zapisa¢ w postaci
2mi Z i
k=0
Uwaga 26. Zauwazmy, ze powyzsze oznaczenia zgadzaja sie, z doktadnoscia

do znaku, z wprowadzong wezeéniej delta Diraca §(z) oraz jej pochodnymi
(zobacz Przyktad 14 oraz Przyktad 15).

a_k_lé(k).

Przyktad 30. W Przyktadzie 27 osobliwy kietek f byt zdefiniowany z funkcji
holomorficznej postaci f(() = ¢(()Log(, gdzie ¢ € C{(}, poprzez utozsa-
mienie przestrzeni U = C \ R_ z przestrzenia galezi gtéwnej logarytmu Uy
przestrzeni C, zatem mozemy traktowacé f jako majora.

Definicja 59. Odwzorowanie liniowe indukowane przez odwzorowanie f €) —

F(¢) = f(Ce ™) oznaczamy przez
{MNG—%ANA
ar :

f = singy () — F(C) = F(¢) — F(Ce ).
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- v v
Kietek f = Varf nazywamy minorem osobliwosci dla f.

Uwaga 27. Zauwazmy, ze powyzsze odwzorowanie Var zgadza sie z wcze-
$niej zdefiniowanym odwzorowaniem var (zobacz Definicja 51), jezeli w varF.(s)
wezmiemy zo — z = 0.

Uwaga 28. Odwzorowanie Var jest dobrze zdefiniowane, gdyz nie zalezy

od wyboru reprezentanta f osobliwoéc1 f Mlan0W1C1e niech fl, f2 beda roz-

nymi reprezentantami osobliwo$ci f wowczas f = sing,( fl) = sing,( fg)
a stad fo = fi + h, gdzie h jest pewna funkcja holomorficzna. Zatem

Var(smgo(fl)> = £1(Q) = fi(Ce ™), a takze zachodzi Var(smgo(fg)) =
F(Q) = Rl¢e™) = [i(Q) + h(Q) = (fi¢e™™) + h(Ce™™)) = fi(Q) —
fi(ge®m).

Przyklad 31. Dla kazdej funkcji ¢ holomorficznej na dysku D} mamy, ze

—2mi
Var (singo (@(ObgC)) - @(C)% _ @(Cgfzm)log@#

271 211 271

In|¢| + arg(
2m

— 3(0) (eI ianee = 2w

Definicja 60. Prostg osobliwoscig nazywamy dowolng osobliwo$¢ postaci

¢ = ad + sing, (@(()log§>, gdzie a € C oraz $(¢) € C{(}. Przestrzen

271

21

wszystkich prostych osobliwo$ci oznaczamy przez SING*™. Funkcja f
okreslona na dysku otwartym D, takim, ze 0 € 9D, ma prostqg osobliwosé
w zerze, jesli ma spiralne przedtuzenie wokot zera oraz dla kazdego wyboru
obszaru D C C, ktéry rzutuje réznowartosciowo na czesé dziedziny funkcji
f, formuta f := [ o, okresla majora prostej osobliwosci.

Przyktad 32. Niech ¢(¢) = & gdzie a € C. Wowczas singo(@((’» =
singo(%) = 2miad.

N

Przy/dad 33. Niech ¢(¢) = 11% Wowezas singo(@(C)) = singd%) =

o~

27rz

smgo(logC) = 1%

Uwaga 29. Innymi stowy, przestrzen SING*™ jest obrazem odwzorowa-
nia liniowego

logC

ad + ¢(¢) € Cd C{(} — ad + singy (@(() 5

) SING.
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Powyzsze odwzorowanie jest réznowartosciowe, stad otrzymujemy izomor-
fizm

T @ C{C} =+ SING=™>.

Stad wynika réwniez, ze (2-resurgentne funkcje mozemy traktowaé jako pro-
ste osobliwosci.

Definicja 61. Niech 2 bedzie niepustym, domknietym, dyskretnym pod-
zbiorem zbioru C, takim, ze 0 € Q. Definiujemy SINGq przestrzen €2-
resurgentnych osobliwosci jako przestrzen wszystkich osobliwosci & € SING,
ktérych minory ¢ = Vm"gvp € AN A sa Q-przedtuzalne w nastepujacym sen-
sie: niech V' (h) C C bedzie zbiorem, w ktérym @ definiuje funkcje holomor-
ficzng, @ dopuszcza analityczne przedtuzenie wzdtuz dowolnej krzywej 4 w
C startujacej z V' (h) takiej, ze o4 zawiera sie w C \ 2. Wowczas zachodzi

SING* ™ N SINGq < C§ & C{¢} = SING*™ < SING.

Przyktad 34. Niech ¢(¢) = ﬁlog((). Funkcja ta ma osobliwosci nalezace
do zbioru 2 = {—1,0}.

Definicja 62. Niech 2 bedzie niepustym, domknietym, dyskretnym pod-
zbiorem zbioru C i niech w € Q. Niech v bedzie krzywa w C \ Q startujaca
z punktu o € D7 1 0 koncu w punkcie ¢; takim, ze istnieje otwarty dysk

D c C\ Q o érodku w punkcie (3, do brzegu ktérego nalezy w, oraz £ € C
spelnia 7(§) = —w + (4. Wéwezas definiujemy odwzorowanie liniowe

AYS:Co® Rg — SING

nazywane obcym operatorem powigzanym z (w,~,£) za pomoca formuty

v

AL (ad + @) = singy (f(C)), f(¢) = contyG(w + 7(¢)) dla ¢ € D),
gdzie D(€) C C jest spojng sktadowa 7~ (—w + D), ktéra zawiera €.

Uwaga 30. Operator obcy AY¢ mierzy osobliwo$é w punkcie w dla prze-
dtuzenia analitycznego wzdtuz krzywej v minora ¢. Oczywiscie, jezeli w nie
jest punktem osobliwym dla cont,@, to AZ¢(@) = 0. Ponadto, przecieciem
jader wszystkich operatoréw A2 jest przestrzen C§ @ O(C).

Przyktad 35. Rozwazmy ¢(¢) = —%Log(l — (), niech Q = {0, 1} oraz niech

v bedzie krzywa zawartag w (0,1) o koficu w punkcie ¢; = 3. Zajmijmy

sie najpierw osobliwoscia w punkcie w = 0. Dla kazdego ¢ rzutujacego na
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1 2wk
5€

0+G = %, skoro & = , mamy, ze

AT(p) = sing, contvgﬁ(w(g)» = sing0< — 7T(1C>Log(1 — W(C)))

: 1 —2me
= slng()( — Wlog(l — (e? k)) =0,
poniewaz na galezi gtdéwnej logarytmu funkcja —Ce,ﬁlog(l —C 6_2”’“) nie

ma osobliwosci w zerze. Rozwazmy teraz osobliwos¢ w punkcie w = 1. Dla
kazdego & rzutujacego na —1 + (4 = —% skoro & = —%QQMI{:, to

ATE(@) = sing (contw@(l n w<<>)) - singo( - s - w(«;)))

' 1 —2mik L S
_ smg0< ~ Trcomkos(—¢e )> =~ gsings (Log(ce™ ™))
. . 2me
= oo (l0a(0) - (2k + i) = =

Jesli v okraza N razy osobliwos¢ w = 1, to
. . . : 1
AT(p) = sing, (cont7g0(1 - W(())) = s1ng0< — 1_i_W(C)Log( — ﬂ(()))

= sing0< _ 1 Log( _ <6_2mk€2mN)>

1+ Ce—%ik’ 627riN

1 : —(2k— g
_ —7smg0(Log(Ce (2k—2N+1) ))

1+¢
L i (log(¢) — (2k — 2N + 1)mi) 2t
= ———sing,(lo - - m) = — )
14+ ¢heolos 1+¢
Natomiast, jezeli v okragza N razy osobliwos¢ w = 1 oraz & rzutuje na
0+4¢ =3 to
~ . . . 1
AT(p) = sing, (COﬂ%(p(W(C))) = smg0< — 7T(OLog(l - W(C)))
= sing,| — #Log(l — Ce_ka> + 27N | = —(2mi)? Nsing 1
O\ Ce2mik O\ 2mi¢
= —(2mi)*NG.

Definicja 63. Niech 2 bedzie niepustym, domknietym, dyskretnym pod-
zbiorem zbioru C. Prostg C2-resurgentq funkcjg nazywamy kazda ()-resurgentna
funkcje gvo taka, ze dla dowolnych (w,~, &), takich jak w Definicji 62, Ax’fgvo
jest prosta osobliwoscia.
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Zbior wszystkich prostych Q-resurgentnych funkcji oznaczamy symbolem
Co ® RE™ | gdzie RE™ jest zbiorem wszystkich Q-resurgentnych funkcji
nlep051adajadcych wyrazu wolnego.

Przyktad 36. Funkcja ¢(¢) = %log(l + () jest prostg Q-resurgentna funkcja
dla Q = {0,1}.

Stwierdzenie 13 ([21, Lemat 6.54]). Niech (w,~,&) bedg takie jak w Defi-
nicji 62. Wowczas

peCOldRg = ATp € SING_,1q
e CIDRY™ = AYSp € CH @ R,
Ponadto, w ostatnim przypadku Azj’ggp nie zalezy od wyboru & w ™ (—w+(y),

wiec mozemy zapisac krotko Algva
Zatem mamy zdefiniowany operator

A) 1 Co @ RE™ — C§ @ RE™P,,

Definicja 64. Niech w € €. Operatorem obcym w w nazywamy kazda
kombinacje liniows ztozenia operatoréw postaci

Tr V2 Y1
A .0 A o Aw

wW—Wpr—1 N w2 —Ww1

1> simp

traktowang jako operatory C§ @& Ra™ —s C§ @ R Vo, gdzie r > 1,
Wi, Wa, . .., wr_1 € Qorazy; jest dowolng krzywa w C\ (—w;_1+€2) startujaca
z D;(—wj-,l—f—ﬂ) i o koicu w dysku D; C D\ (—wj_l + 2), do brzegu ktérego

nalezy w; — wj_1 dla wszystkich j = 1,2,...,r (przy ustaleniu, ze wy =
w, W, = w), wiec operator Aw s R“mp " o — R“m . jest dobrze
zdefiniowany.

Przyktad 37. Niech ¢(¢) = iy g((), gdzie g jest funkcja holomorficzna

w otoczeniu punktu w. Woéwczas A (P) = sing, (Contvgﬁ(w + W(C))) =

sing, <cont«Y (% —|—g<w+7r(§)>>> = singy(¢) = cwsingo(%> = 2mic,0. Stad

jesli ¢(¢) bedzie funkcja meromorficzna, regularna w zerze, ktérej wszystkie
bieguny sa biegunami jednokrotnymi, ktére znajduja sie¢ w zbiorze 2, to
wowezas AY(Q) nie zalezy od v oraz AYp = 2mwic,d, gdzie ¢, to residuum
funkcji @ w punkcie w.

Przyklad 38. Z powyzszego przykladu latwo widaé, ze dla dowolnej krzywej
~ oraz
* $(¢) = ¢, mamy, ze AT, @ = 2mid,
@(C) = 176%%7 gdZie s € Ca maily, ze AZ+27T’Z]{:@ =2mid dla k € Z,
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e 5(C) = (_2(%Ctg(%) — 1), mamy, ze AJ . & = %5 dlam € Z\ {0}.

Definicja 65. Niech 2 bedzie niepustym, domknietym, dyskretnym pod-
zbiorem zbioru C. Niech w € Q \ {0}. Przez < oznaczmy liniowy porzadek
indukowany przez t € [0, 1] — tw € [0,w] i zapiszmy

0,w]NQ =Awo,wr,...,wr—1, W}, O0=wy<w <...<wr] <w =w,

gdzie r € N, i zalezy od w oraz Q. Dla kazdego ¢ = (e1,€2,...,6,1) €
{+, =}~ definiujemy operatory obce w w zwigzane z €

A2 CORY™ — Co@ RYIY,

za pomocy formuty Ag}a = A7, dla dowolnej krzywej v wybranej nastepu-
jaco: bierzemy wystarczajaco mate R > 0 takie, ze dyski domkniete D, :=
D(w;, R), gdzie j = 0,1,...,r, sa parami roztaczne oraz D; N Q = {w;},
nastepnie bierzemy dowolna krzywa v taczaca (0,w)N Dy z (0,w)N D, odcin-
kiem (0,w) z wyjatkiem tego, ze dla 1 < j <17 —1 czed¢ wspdlna (0,w) N D;
jest zastapiona przez jeden z pédtokregdw, ktére sa spojnymi sktadowymi
dla (0,w) NOD;: krzywa ~ omija w; z prawej strony jesli €; = +, a z lewej
strony jesli ¢; = —.

Definicja 66. Dla kazdego w € Q \ {0} definiujemy szczegdlny operator
obcy w w

—

A CI@RY™ — CS @ R ™Y,
za PoOmoca
+ . AQ
Aw T Aw,(—i—,—l— ----- +)

Ustalmy teraz zbiér € i promiett Ly = {te? : t > 0} dla pewnego 8 € R.
Oznaczmy przez < liniowy porzadek na Ly indukowany przez t +— te?. Bez
straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze zbior 2N Ly jest nieskonczony i zawiera
0 oraz mozemy go zapisa¢ jako wstepujacy ciag

QQ‘CGZ{Wm}mEN OZWO‘<W1"<(A)2‘<....

Definicja 67. Dla kazdego w = w,, € QN Ly definiujemy

o E,(9) - przestrzeni wszystkich funkeji ¢ holomorficznym w w, ktére
moga by¢ analitycznie przedtuzone wzdtuz dowolnej krzywej w C\ €2
startujacej z punktu potozonego wystarczajaco blisko w, oraz kto-
rych analityczne przedtuzenie ma w najgorszym przypadku proste
osobliwosci.

v ~
o [,(Q) - przestrzen wektorowa Co,BE,(2) , gdzie 6, jest translacja &
z 0 na w, czyli prosta osobliwoscia w w reprezentowang przez

2mi((—w) *
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o E,(Q, Ly) - przestrzeni wszystkich funkeji f holomorficznych na od-
cinku (W, Wm+1), ktére moga by¢ analitycznie przedtuzone wzdtuz
dowolnej krzywej w C \ €2 stratujacej z tego odcinka, oraz ktérych
analityczne przedtuzenie ma w najgorszym przypadku proste osobli-
wosci.

v .
Dla uproszczenia zapisu bedziemy pisaé¢ krotko E,, lub E,,.

Uwaga 31. Zauwazmy, ze istnieje liniowy izomorfizm
— v
Cop R Wq — E,
Ty :
ad + p —> ad, + ¢, @ :=p(¢ —w),

oraz odwzorowanie liniowe

v

\Y
. E,, — E,, .,
g .
b4 v v . X
f > Twmi1Ps @ = sIng (f(wm—i-l + C))

Definicja 68. Zdefiniujmy operator minora

\ v
E,— E,

e
aéw + Qb — ¢|(wm»wm+1>

oraz operator bocznej kontynuacji

E, — By,
Iy :

f > cont. f

gdzie v, (odpowiednio v_) jest dowolna krzywa taczaca odcinek (wy,, Wpi1)
z odcinkiem (w11, Wiio) Zostajaca w otoczeniu odcinka (w,, wiyi2), ktorej
przeciecie ze zbiorem (2 redukuje sie do {wy,+1} 1 ktdéra okraza wy,+1 z prawej
strony (odpowiednio z lewej strony).

Uwaga 32. Zauwazmy, ze zachodzi poo =, — [_.

v v —~ Vv v v
Definicja 69. Niech £ = E($, Ly) := B,canc, () oraz = E(Q, Lg) :=
@WGQMGEW(Q). Dla kazdego r € N, definiujemy 7-jednorodny operator

e+ v v ° + or—1

A, : E — E nastepujaco A, =g o I, op.
Stwierdzenie 14 (21, Twierdzenie 6.73]).
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(i) Dla kazdego m € N oraz r € Ny zachodzi diagram

+

) aAr .
Co@ R, TS C5 @RI

_Wm+'r+Q

Twm J/ JTMWH»T

v A v
Ewm (Qa ‘CQ) S Ewm+r(Q7 Ee)

° +

(i) Formula AL :=1d+ Yoy, A, definiuje operator

v v
AZ@ : E(Q,ﬁg) — E(Q,[,g)
Definicja 70.

e Elementy przestrzeni E(Q,EQ) nazywamy (2-resurgentnymi symbo-
lami z nosnikiem w Ly.

e Operator AZG wystepujacy w Stwierdzeniu 14 nazywamy symbolicz-
nym automorfizmem Stokesa dla kierunku Lg.

Przyktad 39. Niech bedzie dana funkcja v(s) = - dla pewnego a € C\ {0}
oraz s € C\ {0}, dla ktérego 0 = argsg. Wowczas wykorzystujac Przyktad
38, Definicje 66, Stwierdzenie 14 oraz powyzsza definicje otrzymamy, ze
A7 v(s) =v(s) + 2mia d, .

Wprowadzmy jeszcze nastepujaca notacje
Notacja. Niech tak jak poprzednio bedzie ustalony zbiér €2 i promien Ly =
{te? : t > 0} dla pewnego # € R. Niech I bedzie przedziatem otwartym o
dtugosci mniejszej niz 7 i zawierajacym 6 takim, ze

Qm{ge“”:gzo,e’el}:{wm}meNcﬁe, O=wy<w; <Wws < ....
Oznaczmy
I":={0"e€l:0" <0}, I :={6"erI:0%> 6},
oraz
ID:={0"e€l:0 <0—¢}, IT:={0tel:0">0+c¢},

dla 0 < & < min{7, dist(6,01)}.

Niech e,,(z) bedzie funkcja jadrowa rzedu k > 0 (czyli funkcja ta spelnia
m.in. warunek, ze dla kazdego £; > 0 istnieja state A.,,B., > 0 takie,
e lem(2)| < Acem(F/B=D" dla 2 € Sy(n/k — e1)). Dla funkcji cigglej @ :
¢R, —> C spelniajacej warunek, ze |3(¢)| < Ae@lD” dla ¢ € €[1, +o0)
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i pewnych statych A > 0 i ¢y > 0, definiujemy transformacje Laplace’a
nastepujaco

R0 = [ ence e T

< Y
ktora jest dobrze okreslong funkcja holomorﬁcznad na zbiorze
0 T T
M 5., e = {t€Crargt e (0— o + Lo+ T 5) It| < B 3

WezZmy teraz lokalnie ograniczona funkcje v : I — R. Dla kazdej lokal-
nie ograniczonej funkcji a : I — Ry przez N (I, k,7,a) bedziemy ozna-
czaé zbiér wszystkich kietkow @(¢ ) holomorficznych w 0, ktore przedtuzaja
si¢ analitycznie do sektora {&e? : ¢ > 0,0 € I} oraz spetiaja warunek
15(ce®)| < a(0)e"®O" dla € > 0,k > 0,0 € I. Poprzez N(I,k,~)
bedziemy okresla¢ zbiér tych ¢(¢), dla ktorych istnieje lokalnie ograni-
czona funkcja « taka, ze ¢ € N(I,k,v,«). Ponadto niech D(I,k,~) :=
User H'ey(G)Bgl,sl,k' Dla kazdego ¢ € N(I,k,v) zdefiniujmy funkcje L!p(t)
holomorficzna w D(1, k,~y), zwana operatorem Laplace’a, wzorem

L'3(t) = L°@(t), gdzie O € I jest takie, zet € I1Y (0)Bey o1,k
dla kazdego t € D(I, k,7).

Uwaga 33. Zauwazmy, ze stosujac zamiane zmiennych mozemy zapisaé
powyzszy operator Laplace’a w postaci

(L'3)(t) = /ewR+ (s/)3(s ) dlafel,

czyli (L1@)(t) = (T1n.09)(t), gdzie operator catkowy T, o zostat zdefiniowany
w Definicji 28.

Niech teraz ¢ = ad + &(¢) bedzie prosta osobliwoscia, gdzie a € C oraz
2(¢) € C{¢}. Wybierzmy majora 3(¢) dla ¢ w postaci gz + P(¢)Leenle).

21

przy czym Logp(C) jest dowolng gatezia logarytmu na otwartym dysku D.
Woéwezas operator L zdefiniowany jako

(LE)(0) = at L°3(0) = [ enls/Dp(5)

nazywamy transformacjq Laplace’a majorow, przy czym [y jest krzywa prze-
biegajaca z nieskonczonogci wzdtuz ¢®=2™[e, 4-00), nastepnie okrazajaca
zero po kole o promieniu € (przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara) i powa-
racajaca do nieskoniczonosci wzdtuz € [e, +00), gdzie € > 0 (patrz rysunek
ponizej).

ds

S
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Rys.7 Krzywa ['y.

Uwaga 34. Zauwazmy, ze transformacja Laplace’a majoréw jest resurgent-
nym odpowiednikiem m-moment operatora Laplace’a dla hiperfunkcji wy-
stepujacej w Definicji 50.

Dla kazdego m € N deﬁniujemy

m

Q ‘CH; @ w]

Jj=0

oraz przez | - |, oznaczmy kanoniczne rzutowanie

v m v
Y ¥ e E(Q,Ly) — [D], =D P € E(Q, Ly, m),
weNNLy 7=0
gdzie 7 = a;6,,, + @*7 oraz ¢*7(() := ¢(¢ — w;) (przyjmujemy, ze ag = 0).
Dla kazdego w € Q1N Ly
VL’Y

B, (Q):= n,<<c5@ (ﬁ“;”jmﬂN(I*,km)ﬂN(IJm))) C ().

w

VI7’Y VI7’Y

v
Ponadto, zdefiniujmy przestrze £ (§2, Lo, m) := @], E,, (€2) C E(2, Ly, m),
na ktoérej zdefiniujemy operatory £ oraz £~ nastepujaco

d=>) ¢ r— £%® holomorficzne w D(IE, k,7),

=0
£ 0( ZM* (9)(t),
7=0
(Wit oo(%) N d
gdzie L0 (9%9)(t) := W + em(5/1)3% (5) SS
J wj

Zanim przejdziemy do gtéwnego twierdzenia tego rozdziatu, wprowadzmy
jeszcze jedna definicje
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Definicja 71. Niech C; > 0 bedzie najwiekszg mozliwg liczbg taka, ze
(a+b)* > Cy(a* + b*) dla kazdego a,b > 0.

Twierdzenie 16 (por.[21, Twierdzenie 6.77]). Niech m € N oraz niech
p,€ € R bedq takie, Ze |wy| < p < |wmi1] oraz 0 < e < min{Z-, dist(0,01)}.

VL'Y VL'Y
Wowczas dla kazdego ® € E (Q, Ly, m) takiego, ze [Af, Pl € E (Q, Ly, m)
mamy, ze

(39) £0(t) = LF[AL, Ol (t) + O(e M)

s
2k~

jednostajnie dla t € DI, k, (v + 6)0,;1/k) NDI k(v + S)C’k_l/k) oraz
pewej statej N > 0 oraz statej C) zdefiniowanej w Definicji 71.

Dowod. Zauwazmy, ze dowdd wystarczy przeprowadzi¢ dla kazdego jedno-
v Iy
rodnego skladnika @, zatem mozemy przyja¢, ze ® = ad.; + ¢ € E,, (Q),

gdzie 0 < 7 < m. Dla danego t € D(IF, k, (v + g)C’k_l/k) ND(I;, k, (v +

E)C’k_l/k) wybieramy 0% € IF oraz 0~ € I takie, ze ( —> w maleje
wyktadniczo na promieniach eif* R,.
Oznaczmy (zobacz Rys.8)

m—j
I'r:= ( U (v.rU Il,R)) UCprU IR UTR,
1=0

przy czym I g := [wjp + Re?  wjysn + R, gdzie 1 = 0,1,...,m — j.

Rys.8 Krzywa I'y.
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Wowcezas
0 /FR em(CC/ ) 5(0)d¢ = (”‘Z (/H em(é/t)@(odf‘F 5 em(g/t)@(odg))
+/ . dC+/ Em C/t PO+ [ em(é/%(g)dg.

Mozemy oszacowaé

e len(Ge) en(C/t)
/‘uj+Rei9+ ¢ Ple)jde = |wj+1 wj| "SUPcer; ?90(0
k
| Lesal
< Jwjur —wjl - supcer, , A€ <B> a(6)eOkD”,
Dla t € UperII mamy, ze

(7(9)+€)le0_1/ ke k

JA(rO-gre) _ i (Fo-comer) 0.

poniewaz infccr, (| — oo, przy R — oo.
Oznacza to, ze dlal=0,1...,m—j

/zm (g/t) 5(0)de 50

Podobnie pokazujemy, ze

[ = s 5.

Zatem biorac R — oo dostajemy (zobacz Rys.9)

oz(/f;z/ v / ) 0 5 ¢yac.

Stad, dzielac krzywa catkowania tak jak na Rysunku 9, otrzymamy

L O(t) = MJr </w +/ +...+ . +/ > m(C/t) P(¢)dC

Wi b 71

n /)y C/ t)ymot
— SFO(t) + Z/ I, dg+/ ud(C)dC.
r=1 r
Zauwazmy, ze m — j skladnlkow sumy ZIlaJdUJadCGJ si¢ po prawej stro-
nie powyzszej rownosci to transformacja Laplace’a majoréw zastosowana do

jednorodnych sktadnikéw [Af @], - wszystkie te calki s zbiezne, dzieki
Vlv'y
zalozeniu, ze [AE(I)]m € E (Q,Ly,m). Ponadto pokazemy, ze ostatni

sktadnik powyzszej réwnosci jest catka zbiezna rzedu O(e™ |%‘k).
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/4

Rys.9

W tym celu podzielmy krzywa C, jak na Rysunku 10, wéwczas

Rys.10



[ g = [ iy [l

¢ oo G Cpy G
oo(61) 0o (07)
—— [ e ac [ %%mﬂOM
F e pei® OO(9+) em(é‘i‘l’eie) OO 9 <§+pelﬂ) ~
e _/o ﬁ@(§+P€ df+/ ﬁ@((*ﬂe )dc.

Wiemy, ze dla kazdego €, > 0 istnieja state A, , B;, > 0 takie, ze

,(|M|/B )k
< Aale t €1

e (5 +tp€w )

)

a skoro ¢ ma kierunek bliski do kierunku 6, to mozemy zapisaé

1E1% 4ot |*

—Cy, e lee 1T
< A.e " WBDF (dla stalej Cy z Definicji 71.

1

e (6 +t/0€i9 )

Ponadto, mamy, ze

|@(§+p619)’ < 04(6)6(7(9)§> .

Zatem

/oow) )
0

Tt oo P(C+ pe’)dC

petf |k 1<k

e ®* oo(6) g, 1F -\*
< Aglefc (t1B=y)F / o CF B (9)6(7(9)4) dc.
0

Zauwazmy, ze dla t € Upe, 119 1k zachodzi, ze

(4(0)+€)Bey O V¥ 21k
S (RO gie) e (Ho-noer)

a stad wynika, ze catka

Y

o(6) 11 A\
/ e_Ck“t‘Bfl)k (0)6(7(0)4) d¢ < C(v,e1,k) < o0
0

jest zbiezna.
Niech N = Cy,/BEF . Wowczas otrzymujemy, ze

00(6) em((H'pel@)
/0 ﬁSD(C + pe)dC

czyli catka [o Em(C/t P(C)dC jest rzedu O(e NI,

< Aﬁlc(’% €1, k) —N\§|k,

89
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6.1. Réwnanie przewodnictwa cieplnego. Rozwazmy ponownie rowna-
nie (12) z rozwigzaniem formalnym

u(t,z) = io:o —

n!

Niech ¢ € O? <D U S% (%) U S;zﬂ(;)) dla pewnego € > 0 oraz niech 6 €
(d—35,d+5). Wéwcezas z Twierdzenia 5 mamy, ze
1 =5
w(t,2) = (Bag)() = 7= [ (ple+9) 4oz —5) e ds

przy czym zastosowalismy zamiane zmiennych s = v/3 oraz

9(8) = Bra)E) = 3 = 5 = 5 (e 4 VA H (== V).

Oznaczmy v(s) := @(z + 5) + p(z — s) oraz L2 (v(s)) = 1LY (g(s)), czyli z
(10) mamy, ze

L5 (us) = o= [y (ol 5) 4oz =) ¥ d
v(s = it Jete, olz+s)+e(z—s))e S.
Rozpatrzmy teraz nastepujace warianty.

Wariant 1. Niech ¢(2) = -, dla pewnych @,z € C\ {0}. Wéwczas
v(s) = (2 +5) + 9z —s) = i + ;= 7Z definicji operatora A7 dla

z+s—zp zZ—8—2

0, := arg(zy — z) zachodza (zobacz Przyktad 39 )
Ao, v(s) = v(s) + 2miad, .,

A;(92+W)R+U(S) = U(S) - 27Tia'6z—20'

Zatem tak jak w Twierdzeniu 16 mamy, ze

u (t, 2)—u® (t,2) = Lo (v(s)) —IL% (v(s)) = L% (U(S)) _[8 (A+ v(s))

ei92R+

__TeF : _ 1 . =2 ,(zo;zﬂ
=-L (27?2@520_2) =TT /ei9zR+ (2miad,, ) e ds = —z\/;ae o

a takze
u2(gz+ﬂ.)+ (t, Z) . u2(92+71')7 (t, Z) — ]L(ez+7l')+ (U(S)) _ £(9z+7r)7 (U(S))
= L0 (o(8)) — L0 (A 0(s)) = L4 2,

(zg—2)2

1 752 W
_ b oias.. . ud:'\f—h
V 47Tt /61'(9,er7'r)]R7L ( ma 0) € S 1 ; ae
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Wariant 2. Niech teraz p(z) = Z%(%ctgh(%) — 1) = Z%(g e 1).
Wtedy dla 2z =0

- ;Gctgh(;) - 1> ; 1<_ eigh( - 3) - 1> . ;(;ctgh(;) - 1>
EENUVEINE WSS o
S

2 s es—1 g2

oraz dla 6§ = g

e 1 21
Alog v(s) =A%z v(s) = v(s) + 27mkz::1 ﬂégmk =v(s) + 2}; %52,%,

™
e 2Ry

ey | > 1
A;(Hﬂﬂhv(s) =A%, v(s) =v(s)+2mi Z —0_omik = v(8)—2 Z —0_oik-
i1 Tk ik

Zatem

Il
|
=
fesy
+
N
[\»}
x| =
[«%)
[\
3
=
N—
I
|
=1 =
)
~
o)
=]
+
VS
]2
ol I
(@9
[\
3
=
N——
Q)
2l
Y
V)

X1 @mik)? 1 &1 22
:_7ZE6 Y :_7752%6 P,

W20 (1,0) — w20 (1,0) = LO (u(s)) — LO (u(s)
— [(0+m* (v(s)) _ O™ (A;(0+W)R+’U(5)>
1

~ 1 > 1 _2
= ]L(H+7r)+ 2 —0_ i = / 2 —0_ g et ds
( kz::l 2 2 k) VAt ei(9+7r)R+( kz::I L 2 k)
1 &1 emn? 1 &1 =22
= — — € = — —e t
Vvt kz::l k Vvt kz::l k
Wariant 3. Przyjmijmy teraz, ze ¢(z) = ===, gdzie a € C oraz

Re(a — z) # 0. Wowezas v(s) = @(z +8) + ¢(z — §) = 17— + 7ot
oraz dla 0, = arg(a — z — 2mik), gdzie k € Z, zachodza

A;gsz+U(S) = v(8) + 2mi00—»—2mik,

A;(sz+ﬁ>R+v(s) = U(‘S) - 27Ti5—a+z+27rik-
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Zatem
w2 (8, 2) — U0 (8, 2) = Lo (U(3)> — L% (U(S))
= L% (u(s)) — L% (Af,p 0(s)) = —L" (26, omit)
1

(5 ZkR+

B . ;32 . T (a7Z727rik)2
= — / (2700 —r—omik) € 3 ds = —iy/—e~ 4t
VAamt JefzkRy t 7

a takze

WO+ (¢ ) — 204 (3 ) = Ot (v(s)) — Ozt (v(s))
— [ (0t [(Ozptm)* [(Ozktm '
L0 o) L1 (Al 19) = L (251 o0

1 T _(catztomik)®

/ (2ri6 ) e ds = i
. T10_ ) e 4t dS = U4/ — 4t
Tt 61(02k+ﬂ)R+ a+z+42mik t@
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6.2. Uogoblnienie réwnania przewodnictwa cieplnego. Zajmijmy sie¢
teraz ponownie réwnaniem (19) z rozwiazaniem formalnym

o (p(qn)(z)tpn

n=0 (pn)'

u(t,z) =

Niech 1 < p < q, ¢

(2) € Oa» p(DUU Sdp+27rl( )) dla pewnego £ > 0
oraz niech € (d — 5,d +

). Wtedy z TW1erdzenla 7 otrzymamy, ze

W(t,2) = E__yB_o U(t, z)

2(g—1)7mi

=— [, (gp(z—{—s)—{—...—i—gp(z—}—e 4 3))0%(3/\‘1/75_1’)0[5

2(g—1)mi

:;(go(er\‘7/§_p)+g0(z+62qm\q/§)+...+g0(z+e z @)).

2(g—1)7s

Oznaczmy v(s) := ¢(z + s) + ¢(z + e%s) + ...+ po(z+e @ s) oraz

4

L (v(s)) = 1L¢ (g(s)), czyli korzystajac z (9)

L7 (v(s)) q\/t_p/ (plzt8) o tplzte 7 s))Cals/ Vi) ds.

7 Ry

Analogicznie jak w poprzednim podrozdziale rozpatrzymy nastepujace
warianty.

Wariant 1. Niech p(z) =

dla pewnych a, zp € C\ {0}. Wowczas

i 2(q—1)mi
v(s):¢(z+s)+go(z+e%s)+...+go(z+67qq 5)
_ a I a I a
zZ+8— 2 Z—l—e%s—zo z—|-62(q7ql)mg—zo‘

Z definicji operatora A7 dla 0, := arg(zp—z)— @, gdziel =1,...,q,
zachodzi

. 20—Dmi
Af eitir, Y (S) = U(S> + 2miae T 2(—D)mi -

(z0—2)e q
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Zatem tak jak w Twierdzeniu 16 mamy, ze
wrlsi(t, z) — ur’ai(t, z) = L% (v(s)) — L% (v(s))
2(1—1)7i

= ]fﬂzz( (s )) Lo (A 0, U (s)) = L% (27m'ae_ a0 : 7@)

(z0—2)e

o _20-Dmi
(27rzae q ) 2(ll)7‘ri> C
q

(zo—2)e

_ %(S/W)ds

1
B q\q/t_p /6i02l]R+

2(1—1)mi

2mia  _20=nmi (20— 2)e 4
=——=e ¢ (s .
qv/tP Z N4

Wariant 2. Niech teraz ¢(z) = Z%(%ctgh(%) - 1) = i(f : - 1)

22\ 2 ez
Zauwazmy, ze funkcja (2) jest funkcja parzysta, ktéra ma bieguny 1- krotne
dla z = 2kmi, gdzie k € Z \ {0}. Wobec tego kierunki osobliwe to 7 oraz

f7r Zatem funkcja p(ze = ) ma kierunki osobliwe 7 ZZ—” oraz 37r 2” dla
l =0,1,...,q—1.
Dla z =0
2mi 2(g—1)mi
v(s) =plz+s)tolztess)+.. . +plzte o s
27 2(g—1)7i

=p(s)+pleas)+...+ple a s).
Rozwazmy teraz dwa przypadki:

(1) Niech ¢ bedzie liczba nieparzysta. Wtedy v(s) = ¢(s) + go(e% X
2(g—1)mi

s)+ ...+ e K s) ma 2q kierunkéw osobliwych postaci § — 2im
oraz %7? — QZT’T dlal=0,1,...,q — 1. Pokazemy, ze te 2¢q kierunki sa
istotnie rézne miedzy soba. Przypus$émy, ze tak nie jest, czyli istnieja
m,k € {0,1,...,q — 1} takie, ze T — 2% — 37 _ 2hm  \Yiwezas

2 q 2 q
@ =, czyli 2(k — m) = ¢q. Stad otrzymujemy sprzecznosé¢ z

nieparzystoscig liczby q.
Niech ¢, = § Ql” dlal=0,1,...,q— 1. Wéwczas

2l7r7,

A;glR+v(s) v(s)+2mi Z

_ 2lmi =wv(s)+e ¢ —0 _ oumi
2mik e 4 2mik ( )

_ 2lmi

q _ > 1
27rk‘ 6*6722”;27@]{):“(8)_6 ’ 2%6 -

A:’iwl”)]hv(s) = v(s)+2mi Z
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Zatem

WE (1 0)—uto (t 0) =L (v(s))—lﬁef (v(S)) = L% (U(S))_E"Gl (A:i@zﬂhv(s))

_ 1o 217” . _am X1 )
= —L% ( Z 56 2l<;”27r1k N Q\/_ /lelR+ © l;lk562lqﬂ2ﬂik)0:(
2lmi 2lmi
e e X1, e e 2mik
:_qqtpkz::lkCZ( /P >7

a takze

u%(al+ﬂ)+ (t, 0) . u%(91+7r)_ (t, 0) _ IL(@H-WH (U(S)) — LGt (U(S))
1

~ 2l71'7. >
= (o) L (A 19) = L (S )
1 _ 2ini > 1 q
- /EWW)]R+ kz::l 0 ~2ﬁik)C%(S/\/t_p)d

(2) Niech ¢ bedzie liczbad parzysta. Poniewaz ¢ jest funkcjg parzysta,
tzn. p(z) = 1(2?%) dla pewnego ¢ analitycznego w otoczeniu zera, to

dlal=01,... %1
Ui 2043w dmi
QO(@ q Z) — @(6 q Z) = w(e a z )

i 24 —1)mi

Zatem v(s) = ( (s )+g0(e2Ts)+ e s)) ma ¢ kierunkéw
osobliwych postaci 7 — 251” oraz 277 2“’ dlal=0,1,...,4 - 1.
Niech 0, = § 2” dlal=0,1,...,12

*)

g = 1. Wéwecezas

2171'1
e > 2
U(S)+6_ 2llI E %(5 _ 2w

k=1

A;01R+U(S) ( +47TZ Z

sint —
2mik e T omi

_ 2lmi
q _ 2w

 2lmi =
27-[- k‘ —e a 2mwik

A:;-(el+7r)R+'U(S) - U( +47TZ Z
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i O 2 1 2 22
- _L0+( o 1 Eée 2l5”2mk> - _q{’/t_p R, <€ E ZE(ZJT%M)C%(

_ 2w 00 2kl _ 2w 2 k
e 4 e 7 42T
:_qqtpkz::lkog( /tr )

a takze

= L0 (u(s)) L (AL, <>>=W+”>*(62Tf:§5 )

—_= 67
q q/tp ei(6l+w)R+ p—t

Wariant 3. Przyjmijmy teraz, ze p(z) = 1_6%, gdzie a € C oraz
Re(a — z) # 0. Wowczas
2mi 2(g—1)mi
v(is)=p(z+s)+e(z+eas)+...+p(z+e @ )
1 1 1
= + e 2(q—D)mi °

—_ a—z—sS =
1 (& 1 —ea—2—€e9s 1 — ea—2—¢ q s

7 definicji operatora AZG dla 0, := arg(a — z — 2mwik) — 2(l L7 o dzie
l=1,...,q, oraz k € Z, zachodzi
. _2(=1)mi
Atgzlkﬂh v(s) =v(s) +2miae” @ 0 20—y -

(a—z—2mik)e q
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Zatem tak jak w Twierdzeniu 16 mamy, ze

u%‘gj“ﬂ(t, z) — ugeglk(t, z) = 1% (U(S)) — L (U(3>)
= L0 (0(5)) L0 (A 0(5)) = —L0e (2miae™ 570 )

1 2(1—1)mi
=— (27riae a0 2(11>m> C%(s/\q/ tP) ds
q

qV/tP JetfznRy (a—z—2mik)e

2(1—1)mi

2mia  _20-mi (a — z —2mik)e” ™«
= — e« (s .
q/tr » /v
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7. UWAGI KONCOWE

Niniejsza praca doktorska, stanowiaca charakteryzacje zjawiska Stokesa
dla jednorodnych liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych ze stalymi
lub zmiennymi wspotczynnikami, ktérych rozwigzania formalne sa sumo-
walne we wszystkich kierunkach z wyjatkiem skonczenie wielu kierunkéw
osobliwych, otwiera wiele mozliwoéci do dalszych badan. Oto niektore z

nich:

(1)

Nastepnym etapem rozwazan mogtaby by¢ generalizacja rezultatow
dotyczacych zagadnienia (38) na bardziej ogélne réwnania ze zmien-
nymi wspoétczynnikami ze wzgledu na zmienng t. Oczywiscie jedna z
trudnosci, ktora pojawia si¢ przy uogélnianiu jest znalezienie postaci
rozwigzan tychze rownan. Intuicja podpowiada, ze takie rozwigzania
powinny daé si¢ zapisa¢ jako suma rozwiazan réwnan typu (38).

W naszej pracy braliSmy pod uwage rownania rézniczkowe czast-
kowe, ktérych dane poczatkowe miaty m.in. bieguny oraz punkty
rozgatezienia typu algebraicznego, naturalnym wydaje sie wiec w
dalszych badaniach rozwaza¢ bardziej ogélne dane poczatkowe np.
funkcje resurgentne.

Kolejnym ciekawym zagadnieniem do rozpatrzenia jest sytuacja, gdy
kierunki osobliwe powstaja nie w wyniku braku holomorficznosci,
lecz w wyniku zbyt szybkiego wzrostu do nieskonczonosci w danym
kierunku. Pokazemy to na przyktadzie danych poczatkowych ¢(z),
ktore sa catkowite i majg wzrost eksponencjalny rzedu 2 z wyjat-
kiem kierunku osobliwego d = 0. Wowczas kierunki g oraz g + 7
beda kierunkami osobliwymi rozwigzania réwnania przewodnictwa
cieplnego

u(0,2) = ¢(2).
Tego typu funkcje ¢(z) = f_(z) mozna skonstruowaé nastepujaco:
Niech

{(%u = afu

t
66

_(2) = 1 D_
f-(2) /Ct_zdt,daze ,

t

fi(2) :/ ‘ dt, dla z € Dy,
ct

—z
gdzie krzywa catkowania C' jest przedstawiona na Rysunku 11.
Zauwazmy, ze obie funkcje sg dobrze zdefiniowane i holomorficzne.

Skoro dist(z,C') > 0, to pokazemy, ze catka [ e dt jest skoriczona.
W tym celu wystarczy pokazac, ze

co+4T ot CO—1T ot
/ e dt / e dt| < oo.

O+im 0

—m

< OO oraz




()
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Almz

Rys.11

Mamy, ze
oo+ . O in o) -
/ et dt’ = / e dx' = / e “dzx
0-+im 0 0
o0 - o0
g/ e ° dxg/ e “dr =1.
0 0

Analogicznie mozemy oszacowaé drugg calke.

Zauwazmy, ze poprzez deformacje krzywej catkowania C' mozemy
przedtuzyé f (z) € O(D-) do funkcji catkowitej f_(z) € O(C).
Ponadto dla dowolnego d € (0,27) funkcja f_(z) € O*(S,), ponie-
waz jezeli z € Sy oraz |z| jest odpowiednio duze, to z € D_ oraz
dist(z,C') > ¢ dla pewnego ¢ > 0. Wéwczas na podstawie (*) otrzy-
mamy, ze funkcja f_(z) jest ograniczona przy |z| — 0o, z € Sy.

Co wiecej z twierdzenia catkowego Cauchy’ego mamy, ze dla z €
D,

Fo(2) = fo(2) = 2mie””
Poniewaz funkcja fi(z) jest ograniczona na zbiorze (Dy)_. :=
{z € Dy : dist(z,C) > €}, to na tym zbiorze funkcja f_(z) ma taki
wzrost jak |[2mie?” |, wobec tego f_(z) & O2(S,).
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