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1 Wykªady 1-2

1.1 Klasyczne twierdzenie Ramseya i modele rozci¡gni¦te

Wprowadzimy na pocz¡tek u»yteczne oznaczenia.

Oznaczenia 1.1.1. Niech M b¦dzie dowolnym zbiorem. Przez [M ]<∞, [M ]∞,
[M ]r b¦dziemy oznacza¢ rodzin¦ wszystkich sko«czonych, niesko«czonych, r-
elementów podzbiorów zbioru M (odpowiednio). c00 b¦dzie oznacza¢ przestrze«
liniow¡ ci¡gów równych zero poza sko«czon¡ liczb¡ indeksów.

De�nicja 1.1.2. Niech r b¦dzie liczb¡ naturaln¡ oraz f : [N]r 7→ R funkcj¡
ograniczon¡. Wówczas

lim
A∈[M ]r

f(A) = α⇔ ∀
ε>0
∃
N∈N

∀
A∈[M ]r

N6minA

|f(A)− α| < ε.

Twierdzenie 1.1.3 (Klasyczne twierdzenie Ramseya). Niech r ∈ N oraz niech
f : [N]r 7→ R b¦dzie funkcj¡ ograniczon¡. Wówczas istnieje zbiór M ∈ [N]∞ taki,
»e

lim
A∈[M ]r

f(A) isnieje.

W szczególno±ci, je±li A ⊂ [N]r, to istnieje M ∈ [N]∞ takie, »e [M ]r ⊂ A lub
[M ]r ∩ A = ∅. Istotnie, wystarczy poªo»y¢ fA, ε < 1 i wyrzuci¢ ze zbioru M
liczby naturalne mniejsze od otrzymanego N .

Dowód. Dla r = 1 jest to twierdzenie Bolzano - Weierstrassa (z ci¡gu ograniczo-
nego mo»na wybra¢ podci¡g zbie»ny). B¦dziemy dowodzi¢ przez indukcj¦, wi¦c
zaªó»my prawdziwo±¢ twierdzenia dla r − 1. Przyjmijmy

f(m1, . . . ,mr) = f({m1, . . . ,mr}).

Dla ustalonych m1, . . . ,mr−1 znajdziemy zbiór M1 ∈ [N]∞ taki, »e granica

g(m1, . . . ,mr−1) := lim
mr∈M1

f(m1, . . . ,mr−1,mr)
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istnieje (zbiór twierdzenie Bolzano - Weierstrassa). Mo»emy zaªo»y¢, »e zbiór
M1 jest taki, i» powy»sza granica istnieje dla wszystkich ukªadów r−1 liczb na-
turalnych {m1, . . . ,mr−1} (mamy przeliczalnie wiele ci¡gów i stosujemy metod¦

przek¡tniow¡). Otrzymujemy w ten sposób odwzorowanie g : [N]r−1 7→ R, które
jest ograniczone, bo funkcja f jest ograniczona. Korzystamy z zaªo»enia induk-
cyjnego, aby znale¹¢ zbiór niesko«czony M2 ⊂M1 taki, »e (tak naprawd¦ ªatwo
wida¢, i» obecne sformuªowanie twierdzenia jest równowa»ne sformuªowaniu z
zast¡pieniem N przez dowolny zbiór niesko«czony i stosujemy t¦ obserwacj¦)

lim
A∈[M2]r−1

g(A) = α.

Z de�nicji g dla dowolnego A ∈ [M2]r−1
i ε > 0 istnieje N = N(A, ε) ∈ N takie,

»¦ dla n > N(A, ε) mamy n /∈ A oraz

|f(A ∪ {n})− g(A)| < ε.

Przyst¦pujemy teraz do okre±lenia zbioru M . Niech m1 b¦dzie dowolnym ele-
mentem zbioru M2 i zaªó»my, »e mamy wybrane liczby naturalne m1, . . . ,mn.
Bierzemy mn+1 > mn, mn+1 ∈M1 takie, »e

mn+1 > max
A∈[{m1,...,mn}]r−1

N(A, 2−n).

Sprawdzimy, »e M = {m1,m2, . . .} ⊂ M1 speªnia tez¦ twierdzenia, czyli uza-
sadnimy

lim
A∈[M ]r

f(A) = α.

Ustalmy ε > 0 i dobierzmy n ∈ N tak, aby speªnione byªy warunki:

1. je±li A ∈ [M ]r−1 i mn 6 min(A), to |g(A)− α| < ε
2

2. 2−n < ε
2

Wówczas, je±li A ∈ [M ]r i mn 6 min(A), A = {mj < . . . < mk}, B = A \ {mk},
to

|f(A)− g(B)| 6 2−n <
ε

2
.

Zatem,

|f(A)− α| 6 |f(A)− g(B)|+ |g(B)− α| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Nast¦puj¡cy przykªad pokazuje, »e klasyczne twierdzenie Ramseya nie prze-
nosi si¦ na przypadek funkcji okre±lonych na niesko«czonych podzbiorach N.

Przykªad 1.1.4. We¹my dowolny ultra�ltr niegªówny U ⊂ [N]∞ i okre±lmy
c : [N]∞ 7→ {−1, 1} za pomoc¡ wzoru

c(A) = lim
U

(−1)|A∩{1,...,n}|.

Wówczas c nie jest staªa na »adnym zbiorze [M ]∞ dla M ⊂ N niesko«czonego.
Istotnie, dla dowolnego A mamy c(A) 6= c(A \ {minA}).
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De�nicja 1.1.5. Ci¡g (xn)∞n=1 w przestrzeni Banacha X nazywa si¦ spreading,
gdy

∀
0<p1<...<pn

∀
a1,...,an∈K

‖
n∑
j=1

ajxpj‖ = ‖
n∑
j=1

ajxj‖

Ci¡g (xn)∞n=1 jest asymptotycznie spreading, je±li istnieje istnieje ci¡g spreading
(en)∞n=1 (by¢ mo»e w innej przestrzeni Banacha) o wªasno±ci

∀
a1,...,ar∈K

lim
{p1<...<pn}∈[N]r

‖
r∑
j=1

ajxpj‖ = ‖
r∑
j=1

ajej‖.

Je±li ci¡g (xn)∞n=1 jest dodatkowo ci¡giem bazowym, to powy»szy ci¡g (en)∞n=1
nazywa si¦ spreading model ci¡gu (xn)∞n=1.

Twierdzenie 1.1.6 (Brunel,Sucheston,1974). Niech (xn)∞n=1 ⊂ X b¦dzie unor-
mowanym ci¡giem takim, »e {xn}∞n=1 nie jest relatywnie zwarty. Wówczas ist-
nieje podci¡g (xnk)

∞
k=1, który jest asymptotycznie spreading.

Dowód. Mo»emy zaªo»y¢, »e »aden podci¡g (xn)∞n=1 nie jest zbie»ny (wyrzucamy
zbie»ne podci¡gi). Z twierdzenia Ramseya

∀
M∈[N]∞

∃
M1∈[M ]∞

lim
{p1<...<pr}∈[M1]r

‖
r∑
j=1

ajxpj‖

istnieje dla ustalonego ci¡gu skalarów (a1, . . . , ar). Stosuj¡c standardowe me-
tody, mo»na wybra¢ zbiór M∞ ∈ [N]∞ odpowiedni dla wszystkich wyborów
(a1, . . . , ar) i dla ka»dego r ∈ N (najpierw robimy to dla ai wymiernych).
Dla ci¡gu ξ = (ξ(j))j∈N ∈ c00 okre±lamy

‖ξ‖Y = lim
{p1<...<pn}∈[M∞]r

‖
r∑
j=1

ξ(j)xpj‖X , gdy ξ = (ξ(1), . . . , ξ(r), 0, 0, . . .).

Nietrudno sprawdzi¢, »e jest to póªnorma o wªasno±ci spreading (to znaczy, »e
ci¡g kanonicznych wektorów bazowych (en)∞n=1 ma wªasno±¢ spreading). Poka-
»emy teraz, i» w istocie jest to norma. Niech ‖ξ‖Y = 0, gdzie

ξ =
r∑
j=1

ajej , ar 6= 0.

Wówczas

‖
n−1∑
j=1

ajej + arer‖Y = 0.

Z wªasno±ci spreading

‖
n−1∑
j=1

ajej + arer+1‖Y = 0.
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Z nierówno±ci trójk¡ta dostajemy ‖er − er+1‖Y = 0, co z wªasno±ci spreading
daje ‖e1 − e2‖Y = 0, ale

0 = ‖e1 − e2‖ = lim
{p1<p2}∈[M∞]2

‖xp1 − xp2‖

Oznacza to jednak, »e pewien podci¡g ci¡gu (xn)∞n=1 speªnia warunek Cau-
chy'ego, co przeczy zaªo»eniu. W zwi¡zku z tym mo»emy przyj¡¢ za przestrze«
Y uzupeªnienie c00 w podanej normie i wtedy ci¡g (en)∞n=1 jest spreding, czyli
odpowiedni podci¡g (xn)∞n=1 jest asymptotycznie spreading (dokªadniej, jest to
(xn)n∈M∞).

1.2 Niesko«czone twierdzenie Ramseya. Topologia Ellen-

tucka.

Oznaczenia 1.2.1. Sko«czone podzbiory N b¦dziemy oznacza¢ przez a, b, . . .,
a niesko«czone przez A,B, . . .. Dodatkowo, dla dwóch podzbiorów a i A liczb
naturalnych b¦dziemy pisa¢ a < A dla wyra»enia, i» wszystkie elementy zbioru
a s¡ mniejsze ni» wszystkie elementy zbioru A.

De�nicja 1.2.2. Przyjmijmy

[s,M ] = {N ∈ [N]∞ : s ⊂ N ⊂ s ∪M, s < N \ s}.

Topologi¡ Ellentucka na [N]∞ b¦dziemy nazywa¢ topologi¦, w której zbiory po-
staci [s,M ] s¡ baz¡.

Odnotujmy najpierw prosty fakt dotycz¡cy topologii Ellentucka. Przede wszyst-
kim, zauwa»my, »e na [N]∞ mamy topologi¦ produktow¡ dziedziczon¡ z {0, 1}N
(uto»samiamy zbiór A ∈ [N]∞ z funkcj¡ f : N 7→ {0, 1}, f(n) = χA(n).

Fakt 1.2.3. Topologia Ellentucka jest bogatsza ni» topologia produktowa.
Topologi¦ Ellentucka mo»na tak»e wprowadzi¢ za pomoc¡ bazy skªadaj¡cej si¦
zbiorów

[s,M ]∼ = {N ∈ [N]∞ : s ⊂ N ⊂ s ∪M}.

De�nicja 1.2.4. Rodzin¦ V ⊂ [N]∞ b¦dziemy nazywa¢ caªkowicie Ramseyow-
sk¡ (dobrym kolorowaniem), gdy

∀
s∈[N]<∞

∀
M∈[N]∞

∃
N∈[M ]∞

([s,N ] ⊂ V lub [s,N ] ∩ V = ∅) .

Przypomnimy jeszcze de�nicj¦ topologiczn¡.

De�nicja 1.2.5. Niech V b¦dzie podzbiorem pewnej przestrzeni topologicznej.
Powiemy, »e V ma wªasno±¢ Baire'a, gdy istnieje zbiór otwarty O oraz zbiór
pierwszej kategorii M takie, »e

V = O4M = (O \M) ∪ (M \O).
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Twierdzenie 1.2.6 (Ellentuck,1974). Rodzina V ⊂ [N]∞ jest caªkowicie Ram-
seyowska wtedy i tylko wtedy, gdy V ma wªasno±¢ Baire'a w topologii Ellentucka.

Dowód. Dowód podzielimy na kilka cz¦±ci.
0. Je±li V jest caªkowicie Ramseyowski, to V ma wªasno±¢ Baire'a (to jest zadanie
na ¢wiczenia).
1. (Nash - Williams, 1965). Ka»dy zbiór otwarty w topologii Ellentucka jest
caªkowicie Ramseyowski. Ustalmy U ⊂ [N]∞, U - otwarty. Wprowadzimy na
pocz¡tek pewn¡ konwencj¦: dla a ∈ [N]<∞ i E ∈ [N]∞ powiemy, »e para (a,E)
jest "dobra", gdy istnieje M ∈ [E]∞ o wªasno±ci [a,M ]∼ ⊂ U . W przeciwnym
razie powiemy, »e para (a,E) jest "zªa".
D¡»ymy do stwierdzenia:

Je±li para (a,E) jest zªa, to istnieje M ∈ [E]∞ takie, »e [a,M ]∼ ∩ U = ∅. (1)

Zaªó»my, »e wykazali±my nast¦puj¡ce zdanie.

Je±li (a,E) jest zªa, to ∃
M∈[E]∞

∀
a⊂b⊂a∪M

(b,M) te» jest zªa. (2)

Chc¡c wywnioskowa¢ (1) zaªó»my, »e para (a,E) jest zªa oraz dla ka»dego M ∈
[E]∞ mamy [a,M ]∼ ∩ U 6= ∅. Wówczas dla dowolnego M ∈ [E]∞ znajdziemy
zbiór ∅ 6= G ∈ [a,M ]∼ ∩ U i w szczególno±ci, a ⊂ G. Skoro U jest otwarty, to
istnieje c ∈ [N]<∞ oraz H ∈ [N]∞ takie, »e G ∈ [c,H]∼ ⊂ U . Teraz [c,G]∼ ⊂
[c,H]∼, bo dla X ∈ [N]∞ je±li c ⊂ X ⊂ G∪ c, to X ⊂ H ∪ c, gdy» G ⊂ H ∪ c (to
wynika z G ∈ [c,H]∼). Przyjmijmy teraz b = a ∪ c. Wówczas [b,G]∼ ⊂ [c,G]∼.
Istotnie, je»eli b = a ∪ c ⊂ X ⊂ G ∪ b = G ∪ a ∪ c, to c ⊂ X oraz X ⊂ G ∪ c,
bo a ⊂ G. W ten sposób znale¹li±my zbiór sko«czony b taki, »e a ⊂ b oraz
[b,G]∼ ⊂ U . Zwró¢my jeszcze uwag¦, i» G ∩ M jest zbiorem niesko«czonym
(wynika to z G ⊂ M ∪ a) oraz [b,M ∩ G]∼ ⊂ [b,G]∼. Zatem para (b,M) jest
dobra, co jest zaprzeczeniem (2).
Przechodzimy do dowodu (2). Wyka»emy najpierw fakt pomocniczy:

je±li (aj)mj=1 s¡ zbiorami sko«czonymi takimi, »e (aj , E) s¡ zªe, to

∃
v∈E\∪m

j=1aj
∃

F∈[E]∞
∀

16j6m
(aj ∪ {v}, F ) s¡ zªe.

Zaªó»my przeciwnie. Wówczas

∀
v∈E\∪m

j=1aj
∃

16j6m
(aj ∪ {v}, E) jest dobra,

czyli

∃
p∈{1,...,m}

∃
E1∈[E]∞

[ap ∪ {v}, E1]∼ ⊂ U .

Niech v1 ∈ E \ ∪mj=1aj b¦dzie ustalone i dobierzmy do niego indeks p(1) oraz
zbiór E1 jak wy»ej. We¹my teraz dowolne v2 > v1 speªniaj¡ce v2 ∈ E1 \ ∪mj=1aj
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otrzymuj¡c indeks p(2) oraz zbiór E2 ∈ [E1]∞ taki, »e [ap(2) ∪ {v2}, E2]∼ ⊂ U .
Kontynuujemy nasz¡ konstrukcj¦ otrzymuj¡c rosn¡cy ci¡g niesko«czony vk. Za-
kres warto±ci, które przebiega p(k) jest jednak sko«czony, wi¦c pewna liczba
p0 ∈ {1, . . . ,m} pojawi si¦ niesko«czenie wiele razy. Niech M = {vk : k ∈
N takich, »e p(k) = p0}. Teraz zauwa»my, »e [ap0 ,M ]∼ ⊂ U , co przeczy zaªo»e-
niu, i» wszystkie pary (aj , E) s¡ zªe. Istotnie, niech X ∈ [ap0 ,M ]∼. Wówczas
ap0 ⊂ X ⊂ ap0 ∪M i niech k b¦dzie minimalnym indeksem, dla którego vk ∈ X.
Teraz ap0 ∪ {vk} ⊂ X ⊂ ap0 ∪ {vk} ∪ Ek, ostatnie zawieranie wynika st¡d, »e
G ⊂ ap0 ∪M , a wi¦c

G \ ap0 = {vk}
∞⋃
l=1

{vnl : vnl ∈M} nl > k dla l ∈ N.

Jednak»e vnl ∈ Enl oraz Enl ⊂ Ek dla l ∈ N, bo zbiory ci¡g zbiorów (Ei)∞i=1
jest zst¦puj¡cy. Pami¦taj¡c, »e p0 = p(k) otrzymujemy G ∈ [ap(k), Ek]∼ ⊂ U .
Zako«czymy teraz dowód (2). Niech wi¦c para (a,E) b¦dzie zªa i poªó»my E0 =
E. Korzystaj¡c z faktu pomocniczego znajdujemy v1 ∈ E0 oraz zbiór E1 ∈ [E0]∞

taki, »e para (a ∪ {v1}, E1) jest zªa. Zauwa»my, »e równie» para (a,E1) jest
zªa (w przeciwnym razie para (a,E) byªaby dobra). Kontynuuj¡c, wybierzmy
v2 ∈ E1, v2 > v1 oraz E2 ∈ [E1]∞ tak, »e (a ∪ {v2}, E2) oraz (a ∪ {v1, v2}, E2)
s¡ zªe. Zwró¢my uwag¦, i» równie» pary (a ∪ {v1}, E2), (a,E2) s¡ zªe (inaczej
(a∪{v1}, E1) lub (a,E1) byªaby zªa), czyli dla ka»dego b speªniaj¡cego a ⊂ b ⊂
a ∪ {v1, v2} para (b, E2) jest zªa. W ko«cu dostaniemy ci¡g rosn¡cy (vk)∞k=1 o
wªasno±ciach vk ∈ Ek−1, Ek ∈ [Ek−1]∞ i (b, Ek) s¡ wszystkie zªe dla zbiorów
b speªniaj¡cych a ⊂ b ⊂ a ∪ {v1, . . . , vk}. Przyj¦cie M = {v1, v2, . . .} ko«czy
dowód (2) i jednocze±nie caªego punktu 1..
2. Je±li V jest pierwszej kategorii w topologii Ellentucka, to

∀
[a,A]

∃
B∈[a,A]

[a,B] ∩ V = ∅.

W szczególno±ci ka»dy zbiór pierwszej kategorii w topologii Ellentucka jest ni-
gdzie g¦sty. To jest zadanie na ¢wiczenia.
3. Niech χ ⊂ [N]∞ ma wªasno±¢ Baire'a. Istniej¡ wtedy zbiór otwarty O oraz
zbiór pierwszej kategorii M takie, »e χ4O = M (sztuczka z teorii mnogo±ci).
Ustalmy zbiór [s,A]. Z punktu 2. istnieje N ∈ [s,A] takie, »e [s,N ] ∩M = ∅. Z
cz¦±ci 1. zbióe O jest caªkowicie Ramseyowski, wi¦c istnieje P ∈ [s,N ] takie, »e

[s, P ] ⊂ O lub [s, P ] ∩O = ∅.

Dalej, je±li [s, P ] ⊂ O, to [s, P ] ∩M = ∅. Istotnie, jest to rozwa»ana ju» przy
dowodzie (2) sytuacja, a mianowicie: gdy P ∈ [s,N ] i [s,N ]∩M = ∅, to [s, P ] ⊂
[s,N ], w szczególno±ci [s, P ] ∩M = ∅. Zatem [s, P ] ⊂ O \M ⊂ χ.
Gdy za± [s, P ]∩O = ∅, to pami¦taj¡c, »e [s, P ] ⊂ [s,N ] mamy [s, P ]∩M = ∅, a
wi¦c [s, P ]∩ (O∪M) = ∅. Ostatecznie χ ⊂ O∪M , co prowadzi do [s, P ]∩χ = ∅
i ko«czy dowód twierdzenia Ellentucka.
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1.3 Twierdzenie `1-Rosenthala.

Zanim przejdziemy do tematu tej cz¦±ci wykªadu podamy twierdzenie i de�nicje
u»ywane w dowodzie twierdzenia Rosenthala.

Twierdzenie 1.3.1 (Kadec-Peªczy«ski). Dla ograniczonego zbioru S ⊂ X ta-
kiego, »e 0 /∈ S nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.

1. S nie zawiera »adnego ci¡gu bazowego.

2. S jest warunkowo sªabo zwarty i 0 ∈ Sw.

De�nicja 1.3.2. Niech (xn)∞n=1 b¦dzie ci¡giem w przestrzeni Banacha X oraz
niech M ∈ [N]∞. Okre±lamy oscylacj¦ ci¡gu (xn)∞n=1 na zbiorze M za pomoc¡
wzoru

osc(M) = sup
x∗∈BX∗

lim
k→∞

sup
m,n>k
m,n∈M

|x∗(xm)− x∗(xn)|.

De�nicja 1.3.3. Powiemy, »e ci¡g (xn)∞n=1 w przestrzeni Banacha X jest sªa-
bym ci¡giem Cauchy'ego, gdy dla ka»dego x∗ ∈ X∗ istnieje granica

lim
n→∞

x∗(xn).

De�nicja 1.3.4. Niech (xn)∞n=1, (yn)∞n=1 b¦d¡ ci¡gami bazowymi w przestrze-
niach Banacha X oraz Y (odpowiednio). Powiemy, »e ci¡gi (xn)∞n=1, (yn)∞n=1 s¡
równowa»ne (xn) ∼ (yn), gdy dla dowolnego ukªadu skalarów ai

szereg

∞∑
n=1

anxn zbiega ⇔ szereg

∞∑
n=1

anyn zbiega.

Z twierdzenia o wykresie domkni¦tym jest to równowa»ne istnieniu odwracalne-
go operatora liniowego T : [xn]∞n=1 7→ [yn]∞n=1 takiego, »e Txn = yn dla n ∈ N

Mo»emy ju» przej±¢ do sformuªowania i dowodu twierdzenia `1 Rosenthala.

Twierdzenie 1.3.5 (Rosenthal 1974,Dor 1975). Niech (xn)∞n=1 b¦dzie unormo-
wanym ci¡giem w niesko«czenie wymiarowej przestrzeni Banacha X. Wówczas
zachodzi dokªadnie jedna z dwóch mo»liwo±ci:

1. (xn)∞n=1 zawiera sªaby podci¡g Cauchy'ego.

2. (xn)∞n=1 zawiera podci¡g bazowy równowa»ny bazie kanonicznej w `1.

Dowód. Zaªó»my, »e (xn)∞n=1 nie zawiera »adnego sªabego podci¡gu Cauchy'ego.
Rozumowanie podzielimy na kilka etapów.
1. Zbiór {xn : n ∈ N} oczywi±cie nie jest warunkowo sªabo zwarty, wi¦c przecho-
dz¡c do podci¡gu i korzystaj¡c z twierdzenia Kadeca - Peªczy«skiego mo»emy
przyj¡¢, i» (xn)∞n=1 jest ci¡giem bazowym.
2. Z zaªo»enia, i» (xn)∞n=1 nie zawiera »adnego sªabego podci¡gu Cauchy'ego
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wynika osc(M) > 0. Zauwa»my, »e dla M ⊂ N mamy osc(M) 6 oscN. D¡»ymy
do dowodu istnienia M ∈ [N]∞ speªniaj¡cego

osc(M) = inf
M ′∈[M ]∞

osc(M ′), czyli ∀
M ′,M ′′∈[M ]∞

osc(M ′) = osc(M ′′).

Poªó»my M0 = N. Krok po kroku znajdziemy ±ci±le zst¦puj¡cy ci¡g niesko«czo-
nych podzbiorów (Mk)∞k=0 o wªasno±ci

0 < osc(Mk) < inf
M ′∈[Mk−1]∞

+
1
k
dla k ∈ N.

Dla ka»dego k ∈ N zbiór Mk−1 \Mk jest niepusty, wi¦c we¹my xk ∈Mk−1 \Mk.
S¡ to zbiory parami rozª¡czne, zatem okre±laj¡cM = {xk : k ∈ N} otrzymujemy
zbiór niesko¢zony. Ponadto dla ka»dego k ∈ N mamy M \Mk = {x1, . . . , xk−1}.
Oscylacja nie zmienia si¦ przy zamianie sko«czenie wielu elementów, co prowadzi
do

c 6 osc(M) 6 osc(Mk) < inf
M ′∈[Mk−1]∞

+
1
k
6 inf
M ′∈[M ]∞

+
1
k
k ∈ N.

Zatem
osc(M) = inf

M ′∈[M ]∞
.

Przechodz¡c do podci¡gu mo»emy zaªo»y¢, »e M = N. Niech osc(M ′) = 4δ > 0.
Co wi¦cej, wybieraj¡c kolejny podci¡g mo»emy przyj¡¢, i» dla pewnego u∗ ∈
BX∗ istnieje poni»sza granica

lim
n→∞

u∗(xn) =: θ, |θ| > δ,

gdzie ostatnia nierówno±¢ wynika z de�nicji oscylacji, nierówno±ci trójk¡ta oraz
okre±lenia liczby δ.
3. Niech (xn, x∗n)∞n=1 b¦dzie ukªadem biortogonalnym. Wówczas dla ka»dego
n ∈ N mamy

‖xn‖ · ‖x∗n‖ 6 2K, gdzie K jest staª¡ bazow¡ ci¡gu (xn)∞n=1.

Zbiór {xn, n ∈ N} jest oczywi±cie oddzielony od zera, a wi¦c istnieje staªa B
taka, »e dla ka»dego n ∈ N mamy

‖x∗n‖ 6 B.

Wprowad¹my rodzin¦ zbiorów

V = {M ∈ [N]∞ : M = {m1 < m2 < . . .} i istnieje x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖ 6 C

takie, »e x∗(xmj ) = (−1)j dla j ∈ N}

Uzasadnimy, »e V jest domkni¦te w topologii produktowej na [N]∞. We¹my
wi¦c ci¡g (Mv)∞v=1 ⊂ V (mo»na ograniczy¢ si¦ do ci¡gów przeliczalnych, bo ta
topologia jest metryzowalna) i zaªó»my, »e

Mv →M0 ∈ [N]∞ przy v →∞
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w topologii produktowej. Z de�nicji oznacza to, »e

∀
n∈N

χMv (n)→ χM0(n) przy v →∞. (3)

Niech M0 = {m1 < m2 < . . .}. Uzasadnimy, i»

∀
j∈N
∃
N
∀
v>N

mj = min(Mv \ {m1, . . . ,mj−1}).

Ograniczymy si¦ do j = 1 (dalsze rozumowanie jest analogiczne). We¹my n <
m1. Wówczas z (3)

∃
N1∈N
∀

v>N1

n /∈Mv.

Liczb speªniaj¡cych warunek n < m1 jest jednak sko«czenie wiele, a wi¦c w
istocie

∃
N2∈N

∀
n<m1

∀
v>N2

n /∈Mv.

Z drugiej strony

∃
N3∈N
∀

v>N3

m1 ∈Mv.

Kªad¡c N = max{N2, N3} otrzymujemy »¡dan¡ wªasno±¢. Z de�nicji zbiorów
Mv mo»emy napisa¢

∀
j∈N
∃
N∈N
∀
v>N

x∗v(xmj ) = (−1)j . (4)

Niech (x∗v)
∞
v=1 ∈ CBX∗ b¦d¡ funkcjonaªami wyst¦puj¡cymi w de�nicji zbiorów

Mv. Z twierdzenia Banacha-Alaoglu zbiór {x∗v : v ∈ N} ma sªaby∗ punkt skupie-
nia, który oznaczymy przez x∗0. Ustalmy j ∈ N oraz ε > 0. Wówczas w zbiorze

{x∗ ∈ X∗ : |x∗0(xmj )− x∗(xmj )|} < ε

znajdziemy podci¡g (x∗vk)
∞
k=1 (to jest de�nicja punktu skupienia). Z (4) istnieje

k ∈ N takie , »e
x∗vk(xmj ) = (−1)j .

St¡d
|x∗0(mj)− (−1)j | < ε,

a poniewa» ε > 0 oraz j ∈ N byªy dowolne dostajemy

∀
j∈N

x∗0(mj) = (−1)j .

Zatem M0 ∈ V i pami¦taj¡c, »e topologia Ellentuka jest bogatsza ni» topologia
produktowa udowodnili±my domkni¦to±¢ V w topologii Ellentucka. Z twierdze-
nia Nasha - Williamsa wynika caªkowita Ramseyowsko±¢ V (dopeªnienie zbioru
domkni¦tego jest otwarte, a klasa zbiorów caªkowicie Ramseyowskich jest za-
mkni¦ta na dopeªnienia). Z de�nicji,

∃
M∈[N]∞

([M ]∞ ∩ V = ∅) lub ([M ]∞ ⊂ V).

9



Wykluczymy teraz pierwsz¡ mo»liwo±¢. Ustalmy wi¦c M ∈ [N]∞. Chcemy zna-
le¹¢ M ′ ∈ [M ]∞ speªniaj¡ce M ′ ∈ V. Z cz¦±ci 2. wiemy, »e osylacja ci¡gu
(xn)∞n=1 na dowolnym niesko«czonym podzbiorze jest równa 4δ. Niech M =
{n1 < n2 < . . .}. Ci¡gi (y∗(x2nj ))

∞
j=1, (y∗(x2nj+1))∞j=1 s¡ dla dowolnego y∗ ∈

BX∗ ograniczonymi ci¡gami liczbowymi, wi¦c mo»emy wybra¢ wspólny podci¡g
(vj)∞j=1 taki, »e (przyjmujemy m2j = 2vj oraz m2j−1 = 2vj + 1)

lim
j→∞

y∗(xm2j ) = α i lim
j→∞

y∗(xm2j+1) = β.

Ponadto mo»emy tak dobra¢ funkcjonaª y∗ ∈ BX∗ i podci¡gi, aby |α− β| > 2δ.
Istotnie, mamy osc(N) = 4δ, a wi¦c z de�nicji oscylacji istnieje funkcjonaª
y∗ ∈ BX∗ taki, »e

∀
k>K

∃
m,n>k
m,n∈N

|y∗(xn)− y∗(xm)| > 2δ.

dla k > K oznaczmy przez tk ∈ N oraz lk ∈ N indeksy, dla których zachodzi
powy»sza nierówno±¢. W ten sposób otrzymujemy

∀
k>K

|y∗(xtk)− y∗(xlk)| > 2δ.

Wybierj¡c wspólnie podci¡gi zbie»ne mo»emy zaªo»y¢, i» (xtk)
∞
k=1, (xlk)

∞
k=1 s¡

zbie»ne do α i β (odpowiednio). Nadto, usuwaj¡c stosownie elementy mo»emy
przyj¡¢, »e m2j = lj oraz m2j+1 = tj .
U»yjemy teraz znalezionego w punkcie 2. funkcjonaªu u∗. Rozwa»my funkcjonaª

v∗ =
2

α− β
y∗ − α+ β

θ(α− β)
.

Teraz

lim
j→∞

v∗(xm2j ) =
2α

α− β
− α+ β

α− β
= 1 oraz podobnie

lim
j→∞

v∗(xm2j+1) = −1,

czyli
cj := v∗(xmj )− (−1)j → 0 przy j →∞

Przechodz¡c do podci¡gu mo»emy zaªo»y¢ |cj | 6 2−jB−1 dla j ∈ N. Szacuj¡c
norm¦ v∗ dostajemy

‖v∗‖ 6 δ−1 +
1
|θ|δ

6 δ−1 + δ−2.

Okre±lmy teraz x∗ ∈ X∗ za pomoc¡ wzoru

x∗ = v∗ −
∞∑
j=1

cjx
∗
mj .
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Korzystaj¡c z poprzednich wylicze« otrzymujemy

||x∗|| 6 1 + δ−1 + δ−2.

Kªad¡c w de�nicji rodziny V staª¡ C równ¡ 1+ δ−1 + δ−2 dla j ∈ N uzyskujemy

x∗(mj) = v∗(mj)− cj = (−1)j ,

a wi¦c M ′ = {mj : j ∈ N} ∈ [M ]∞ speªnia M ′ ∈ V.
4. Niech M b¦dzie zbiorem niesko«czonym otrzymanym w poprzedniej cz¦±ci
i niech (εj)∞j=1 b¦dzie dowolnym ustalonym ci¡giem znaków. Wybierzemy te-
raz zbiór niesko«czony M ′ ⊂ M tak, aby dla ci¡gu bazowego (x2j )

∞
j=1 istniaª

funkcjonaª x∗ ∈ CBX∗ o wªasno±ci

∀
j∈N

x∗(xm2j ) = εj .

Procedura jest prosta: je±li ξ1 = 1, to zaczynamy od doªo»enia doM ′ elementów
m1 oraz m2, gdy za± ξ1 = −1, to zaczynamy od m2 i kontynuujemy analogicznie
dla kolejnych j ∈ N. Sprawdzimy, »e (xm2j )

∞
j=1 ∼ (ej)∞j=1, gdzie (ej)∞j=1 jest

baz¡ kanoniczn¡ w `1. We¹my dowolny sko«czony ci¡g liczbowy a1, . . . , aN . Je±li
jeste±my w przypadku rzeczywistym, to wybierzmy znaki εj tak, aby ajεj = |aj |.
Wówczas

||(aj)||`1 > ‖
N∑
j=1

ajxm2j‖ >
1
C
x∗(

N∑
j=1

ajxm2j ) =
1
C

N∑
j=1

|aj | =
1
C
||(aj)||`1 .

Wprzypadku, gdy aj s¡ zespolone bierzemy ci¡gi znaków εj , ε
′
j dla j ∈ {1, . . . , N}

speªniaj¡ce

ajεj = |Reaj |+ iImajεj oraz ajε′j = Reajε′j + i|Imaj |.

Istniej¡ wówczas funkcjonaªy x1, x2 ∈ CBX∗ takie, »e

x∗1(xm2j ) = εj , x
∗
2(xm2j ) = ε′j j = 1, . . . , N.

Zatem

‖
N∑
j=1

ajxm2j‖ >
1

2C

∣∣∣∣∣∣(x∗1 + x∗2)

 N∑
j=1

ajxm2j

∣∣∣∣∣∣ =

1
2C

√√√√(
N∑
j

|Reaj |)2 + (
N∑
j=1

Imaj)2 +

√√√√(
N∑
j

Reaj)2 + (
N∑
j=1

|Imaj |)2

 >

>
1

2C

 N∑
j=1

|Reaj |+
N∑
j=1

|Imaj |

 >
1

2C

N∑
j=1

√
Rea2

j + Ima2
j >

>
1

2C

N∑
j=1

|aj | =
1

2C
‖(aj)‖l1 .
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Zanim przejdziemy do zastosowa« przypomnimy pewne fakty o przestrzeni
`1.

Fakt 1.3.6. Przestrze« `1 ma nast¦puj¡ce wªasno±ci.

1. Ma wªasno±¢ Schura (tzn. ka»dy sªabo zbie»ny ci¡g jest silnie zbie»ny).

2. Jest sªabo ci¡gowo zupeªna (tzn. ka»dy sªaby ci¡g Cauchy'ego jest sªabo
zbie»ny).

Wniosek 1.3.7. Je±li X jest przestrzenia Banacha tak¡, »e istnieje niezwarty
operator T : X 7→ `1, to X zawiera izomor�czn¡ kopi¦ `1.

Dowód. Z zaªo»enia T (BX) nie jest zbiorem caªkowicie ograniczonym, a wi¦c

∃
ε>0

∃
(xn)⊂BX

∀
m 6=n
‖T (xm)− T (xn)| > ε.

St¡d ci¡g (T (xn))∞n=1 nie jest sªabo zwarty i ka»dy jego podci¡g te» nie jest sªa-
bo zwarty (wªasno±¢ Schura). Ponadto, »aden podci¡g wymienionego wcze±niej
ci¡gu nie mo»e by¢ sªabym ci¡giem Cauchy'ego (sªaba ci¡gowa zupeªno±¢). Wy-
nika st¡d równie», »e ci¡g (xn)∞n=1 nie ma sªabego podci¡gu Cauchy'ego. Istotnie,
gdyby (xnk)

∞
k=1 byª takim podci¡giem, to dla ka»dego y∗ ∈ `∗1 pami¦taj¡c, »e

y∗ ◦ T ∈ X∗ istniaªaby granica

lim
k→∞

(y∗ ◦ T )(xnk) = lim
k→∞

y∗(Txnk),

a wi¦c (Txnk)
∞
k=1 byªby sªabym ci¡giem Cauchy'ego, co przeczy wcze±niejszym

wynikom. Wystarczy teraz zastosowa¢ twierdzenie Rosenthala.

Zanim przejdziemy do nast¦pnego wniosku udowodnimy ci¦»ki lemat topo-
logiczny.

Lemat 1.3.8. Niech P b¦dzie przestrzeni¡ polsk¡ (zupeªn¡ i o±rodkow¡ prze-
strzeni¡ metryczn¡). Niech τp oznacza topologi¦ zbie»no±ci punktowej na C(P,R)
i niech {fn}n∈N ⊂ C(P,R) oraz przyjmijmy

K = {fn : n ∈ N}
τp
.

Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.

1. Ka»dy f ∈ K \ {fn : n ∈ N} jest granic¡ punktow¡ pewnego podci¡gu
(fn)∞n=1.

2. Ka»dy podci¡g (fn)∞n=1 ma podci¡g punktowo zbie»ny.

3. Ka»da funkcja f ∈ K jest borelowska (tzn. przeciwobrazy zbiorów otwar-
tych s¡ borelowskie).

Wniosek 1.3.9 (Odell&Rosenthal,1975). Niech X b¦dzie o±rodkow¡ przestrze-
ni¡ Banacha. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.
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1. X nie zawiera izomor�cznej kopii `1.

2. Ka»dy element x∗∗ ∈ BX∗∗ jest sªab¡∗ granic¡ ci¡gu elementów z BX .

3. card(X∗∗) = card(X) = c.

Dowód. Implikacja 2.⇒ 3. jest oczywista, gdy» cℵ0 = c (ka»dy element z BX∗∗

jest wyznaczony przez ci¡g elementów z BX).
Równie» nietrudno jest wykaza¢ 3.⇒ 1. wystarczy zauwa»y¢, »e drugi operator
sprz¦»ony jest ró»nowarto±ciowy, o ile wyj±ciowy operator jest ró»nowarto±cio-
wy (w naszym przypadku jest to zanurzenie `1 w X), a wi¦c l∗∞ ⊂ X∗∗. Teraz
l∗∞ = M(βN), a ta ostatnia przestrze« jest oczywi±cie mocy 2c (mamy tam delty
Diraca we wszystkich punktach βN, które ma moc 2c). Mo»na równie» post¦po-
wa¢ inaczej (sprawdzimy to na ¢wiczeniach): `1(c) ↪→ l∞, co dowodzi i» l∗∞ ma
l∞(c) jako ilorazow¡, a ta ostatnia ma moc 2c, czyli card(X∗∗) > 2c.
Przechodzimy do dowodu implikacji 1.⇒ 2.. Rozwa»my przestrze« topologiczn¡
(B∗X , w

∗). Z o±rodkowo±ci X wiemy, »e jest to przestrze« metryczna. Ponadto
jest to przestrze« zwarta (twierdzenie Banacha-Alaoglu), a wi¦c równie» zupeªna
i o±rodkowa. We¹my zbiór przeliczalny {xn : n ∈ N} g¦sty w BX . Z twierdzenia
Goldstina (uto»samiamy tutaj elementy x ∈ X z elementami w X∗∗ otrzyma-
nymi przez kanoniczne wªo»enie)

{xn : n ∈ N}
w∗

= BX∗∗ .

My±l¡c o elementach xn jako o rzeczywistych funkcjach ci¡gªych na (B∗X , w
∗) i

zauwa»aj¡c, »e w takim uj¦ciu sªaba∗ topologia odpowiada zbie»no±ci punktowej
b¦dziemy mogli zastosowa¢ ostatni lemat. Istotnie, gdyby punkt 2. nie zachodziª,
to z poprzedniego lematu istniaªby podci¡g (xnk)

∞
k=1 bez podci¡gu punktowo

zbie»nego. Oznacza to, »e dla ka»dego podci¡gu (xnkl )
∞
l=1 ci¡gu (xnk)

∞
k=1 istnieje

x∗ ∈ BX∗ taki, »e nie istnieje granica

lim
l→∞

xkl(x
∗) := lim

l
x∗(xkl).

To jednak dowodzi, i» ci¡g (xnk)
∞
k=1 nie ma »adnego sªabego podci¡gu Cau-

chy'ego, a wi¦c z twierdzenia Rosenthala w X znajdziemy izomor�czn¡ kopi¦
`1.

2 Wykªad 3

2.1 Wªasno±ci baz

B¦dziemy zajmowa¢ si¦ teraz ci¡gami bazowymi. Staª¡ bazow¡ b¦dziemy ozna-
cza¢ przez K.

De�nicja 2.1.1. Niech (xn)∞n=1 ⊂ X oraz (yn)∞n=1 ⊂ Y b¦d¡ ci¡gami bazo-
wymi. Powiemy, »e s¡ one kongruentne w odniesieniu do (X,Y ), gdy istnieje
liniowy izomor�zm T : X 7→ Y taki, »e Txn = yn (to jest silniejsza wªasno±¢ ni»
równowa»no±¢).
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Twierdzenie 2.1.2 (Zasada maªych zaburze«). Niech (xn) ⊂ X b¦dzie ci¡giem
bazowym ze staª¡ bazow¡ K oraz niech (yn) ⊂ X b¦dzie ci¡giem takim, »e

θ := 2K
∞∑
n=1

||xn − yn||
||xn||

< 1.

Wówczas (yn) jest ci¡giem bazowym oraz (xn) i (yn) s¡ kongruentne. Co wi¦cej
staª¡ bazow¡ dla ci¡gu (yn) mo»na dobra¢ 6 (1 + θ)(1− θ)−1K.

Dowód. Mamy ||x∗1|| · ||x1|| 6 K oraz ||x∗n|| · ||xn|| 6 2K dla n > 2. Niech
A : X 7→ X b¦dzie okre±lony wzorem

A(x) = x+
∞∑
n=1

x̂∗n(x)(yn − xn),

gdzie x̂∗n jest dowolnym rozszerzeniem x∗n do elementu z X∗. Otrzymujemy

||Ax|| 6 ||x||+
∞∑
n=1

||x∗n|| · ||xn|| ·
||xn − yn||
||xn||

.

Zatem ||A|| 6 1 + θ, a st¡d ||A − I|| 6 θ < 1, a wi¦c A jest operatorem
odwracalnym, co ko«czy dowód (oczywi±cie Axn = yn).

De�nicja 2.1.3. Niech (en) ⊂ X b¦dzie ci¡giem bazowym i niech 0 = p0 <
p1 < p2 < . . .. Wówczas ka»dy ci¡g niezerowych wektorów (un) postaci

un =
pn∑

j=pn−1+1

ajej

b¦dziemy nazywa¢ blokowym ci¡giem bazowym.

Twierdzenie 2.1.4 (Bessaga-Peªczy«ski). Niech (en) b¦dzie baz¡ w przestrzeni
Banacha X oraz niech ci¡g (xn) speªnia warunki:

1. inf ||xn|| > 0

2. limn→∞ e∗k(xn) = 0 dla ka»dego k ∈ N.

Wówczas istnieje podci¡g (xnk) kongruentny do pewnego blokowego ci¡gu bazo-
wego utworzonego z (en) (mo»na tutaj powi¦kszy¢ staª¡ bazow¡ jedynie o dowolne
ε > 0).

Dowód. Niech α = inf ||xn|| > 0 i niech v ∈ (0, 1
4 ). Konstruujemy w¦druj¡cy

garb otrzymuj¡c podci¡g (xnk) ⊂ X oraz ci¡g (rk) ⊂ N tak, aby

∀
k∈N
||Sr−1xnk || <

vkα

2K
oraz ||xnk − Srkxnk || <

vkα

2K
.
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Kªadziemy r0 = 0 oraz n1 = 1 i wybieramy r1 ∈ N tak, aby ||Sr1x1 − x1|| byªo
odpowiednio maªe. Z zaªo»enia

lim
n→∞

Sr1xn = 0,

wi¦c mo»emy wybra¢ n2 > n1 tak, aby ||Sr1xn2 || byªo dostatecznie maªe i bie-
rzemy r2 ∈ N, aby zapewni¢ sobie stosown¡ nierówno±¢ na ||Sr2x2 − x2||. Kon-
tynuuj¡c t¦ procedur¦ otrzymamy ci¡g yk := Srkxnk − Srk−1xnk . Z nierówno±ci
trójk¡ta mamy

||yk − xnk || <
vkα

K
i dalej ‖|yk|| > α− vα

K
> (1− v)α > 0.

Ponadto,

2K
∞∑
k=1

||yk − xnk ||
||yk||

< 2(1− v)−1
∞∑
k=1

vk =
2v

(1− v)2 < 1,

a wi¦c (xnk) jest kongruentny z (yk).

Wprowadzimy teraz pewne ograniczenia na rozwa»ane bazy.

De�nicja 2.1.5. Baz¦ (en)∞n=1 b¦dziemy nazywa¢ kurcz¡c¡, je±li (e∗n)∞n=1 jest
baz¡ X∗, czyli [e∗n] = X∗.

Uwaga 2.1.6. Ci¡g (e∗n) jest bazowy dla H := [e∗n] ⊂ X∗. Ponadto H = {x∗ ∈
X∗ : ||S∗Nx∗ − x∗|| → 0}.

Na wszelki wypadek sprawdzimy jeszcze posta¢ S∗N .

< x, S∗Nx
∗ >=< SN

∞∑
k=1

e∗k(x)ek, x∗ >=<
N∑
k=1

e∗k(x)ek, x∗ >,

wi¦c

S∗Nx
∗ =

∞∑
k=1

x∗(ek)e∗k.

Zauwa»my jeszcze, »e

sup
N
||S∗N ||H 7→H 6 sup

N
||S∗N ||X∗ 7→X∗ = sup

N
||SN || = K.

Stwierdzenie 2.1.7. Niech (en) ⊂ X b¦dzie ciagiem bazowym ze staª¡ K.
Wówczas H = [e∗n] ⊂ X∗ jest K−1 normuj¡cy dla X, czyli

||x||H = sup{|h(x)| : h ∈ H, ||h|| 6 1}

speªnia 1
K ||x|| 6 ||x||H 6 ||x||. W szczególno±ci, odwzorowanie x 7→ j(x)|H ∈ H∗

jest izomor�cznym wªo»eniem.

15



Dowód. Niech x ∈ X oraz we¹my x∗ ∈ SX∗ takie, »e x∗(x) = ||x||. Wówczas

|(S∗Nx∗)x|
K

6
|(S∗Nx∗)x|
||S∗Nx∗||

6 sup{|h(x)| : h ∈ H, ||h|| 6 1} = ||x||H .

Z drugiej strony,

|(S∗Nx∗)(x)| = |x∗(SNx)| → |x∗(x)| = ||x||.

Nast¦pne stwierdzenie wyja±ni nazw¦ "baza kurcz¡ca".

Stwierdzenie 2.1.8. Baza (en)∞n=1 ⊂ X jest kurcz¡ca wtedy i tylko wtedy, gdy

lim
N→∞

||x∗|[en]n>N || = 0 dla ka»dego x∗ ∈ X∗.

Dowód. Je±li (en) jest kurcz¡ca, to piszemy x∗ = (x∗ − S∗Nx∗) + S∗Nx
∗ i mamy

||x∗|[en]n>N || 6 ||(x
∗ − S∗Nx∗)|[en]n>N || = ||x

∗ − S∗Nx∗|| → 0.

W drug¡ stron¦, niech x∗ ∈ X∗. Poka»emy, »e S∗Nx
∗ 7→ x∗. Istotnie, dla dowol-

nego x ∈ X mamy

|(x∗ − S∗Nx∗)x| = |x∗(IX∗ − SN )(x)| = |x∗|[en]n>N (I − SN )(x)| 6
6 ||x∗|[en]n>N || · ||I − SN || → 0.

De�nicja 2.1.9. Baza (en) ⊂ X jest ograniczenie zupeªna, gdy dla dowolnego
ci¡gu skalarów (an), je±li

sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
k=1

akek

∥∥∥∥∥ <∞,
to szereg

∑
akek zbiega w X.

Przykªad 2.1.10. (en) ⊂ `p, 1 < p <∞ s¡ ograniczenie zupeªne i kurcz¡ce.
(en) ⊂ `1 jest ograniczenie zupeªna, ale nie jest kurcz¡ca.
(en) ⊂ c0 nie jest ani kurcz¡ca, ani ograniczenie zupeªna.
(fn) ⊂ c0, fn = e1 + . . . en jest kurcz¡ca, ale nie ograniczenie zupeªna.

Twierdzenie 2.1.11. Niech (en, e∗n) b¦dzie baz¡ w X. Wówczas nast¦pujace
warunki s¡ równowa»ne.

1. en jest ograniczenie zupeªna.

2. e∗n jest kurcz¡ca.

3. Odwzorowanie j : X 7→ H∗ jest izomor�zmem "na", czyli X ' H∗.
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Dowód. 1⇒ 3. Wystarczy pokaza¢, »e j jest "na". W tym celu we¹my h∗ ∈ H∗
oraz rozwa»my ci¡g {

n∑
i=1

h∗(x∗i )jxi

}∞
n=1

.

Korzystaj¡c z tego, »e (jxn, x∗n)∞n=1 jest ukªadem biortogonalnym otrzymujemy

‖
n∑
i=1

h∗(x∗i )jxi‖Z∗ = ||h∗|| sup
||z||61

‖
n∑
i=1

jxi(z)x∗i ‖ =

||h∗|| sup
||z||61

‖
n∑
i=1

z(xi)x∗i ‖ 6 K||h∗||.

Poniewa» j jest izomor�zmem ci¡g{
n∑
i=1

h∗(x∗i )xi

}∞
n=1

jest tak»e ograniczony, wi¦c korzystaj¡c z ograniczonej zupeªno±ci jst on zbie»ny
do pewnego elementu x ∈ X. �atwo sprawdzi¢, »e j(x) = h∗.
3 ⇒ 2. To jest oczywiste, bo (e∗n, jen)∞n=1 jest ukªadem biortogonalnym oraz
[j(en)] = H∗, co z de�nicji oznacza, i» (e∗n) jest kurcz¡ca.
2.⇒ 1 Zaªó»my, »e

sup
N
‖

N∑
n=1

anen‖ <∞.

Normy w H∗ oraz w X s¡ równowa»ne, wi¦c z twierdzenia Banacha - Alaoglu
istnieje sªaby∗ punkt skupienia h∗ ∈ H∗ zbioru{

N∑
n=1

anj(en)

}∞
N=1

.

Z drugiej strony, skoro (e∗n) jest kurcz¡ca, to

h∗ =
∞∑
n=1

h∗(e∗n)jen.

Teraz otrzymujemy h∗(e∗n) = an, a wi¦c przypominaj¡c sobie raz jeszcze, i»
normy w X oraz w H∗ s¡ równowa»ne otrzymujemy zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

anen.

Przechodzimy do twierdzenia charakteryzuj¡cego przestrzenie re�eksywne w
j¦zyku wªasno±ci baz.
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Twierdzenie 2.1.12 (James,1951). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha z
baz¡ (en). Wówczas X jest re�eksywna wtedy i tylko wtedy, gdy (en) jest ogra-
niczenie zupeªna i kurcz¡ca.

Dowód. ⇒ Pozostawione jako ¢wiczenie.
⇐ �atwe - skoro (en) jest kurcz¡ca, toH = [e∗n] = X∗ i z ograniczonej zupeªno±ci
j : X 7→ H∗ = X∗∗ jest "na".

3 Wykªady 4-8

3.1 Przestrzenie Tsirelsona zwykªe i mieszane

De�nicja 3.1.1 (Tsirelson 1974, Figiel-Johnson 1974). Przestrzeni¡ Tsirelsona
T b¦dziemy nazywa¢ uzupeªnienie c00 wzgl¦dem jedynej normy ‖·‖T speªniaj¡cej
warunek

‖x‖T = max{||x||∞,
1
2

sup
m∑
j=1

||Ejx||T } dla x ∈ c00 (5)

Tutaj Ex = χEx, a supremum jest wzi¦te po wszystkich rodzinach sko«czonych
zbiorów Ei takich, »e m 6 E1 < . . . Em.

Trzeba uzasadni¢, »e taka norma w ogóle istnieje oraz jej jedyno±¢.

Uwaga 3.1.2. Istnieje jedyna norma speªniaj¡ca (5).

Dowód. Niech ||x||0 = ||x||∞ oraz dla n > 0 poªó»my

||x||n+1 = max{||x||n,
1
2

sup
n∑
j=1

||Ejx||n}

Wówczas
||x||∞ = ||x||0 6 ||x||1 6 . . . 6 ||x||n 6 . . . 6 ||x||l1 .

Ci¡g rosn¡cy i ograniczony ma granic¦, wi¦c mo»emy przyj¡¢ (formalnie trzeba
by sprawdzi¢, »e to dziaªa)

||x||T = lim
n→∞

||x||n.

Przechodzimy do dowodu jednoznaczno±ci. Zaªó»my, »e || · ||′ speªnia (5). Wów-
czas przez indukcj¦ otrzymujemy nierówno±¢ || · ||′ > || · ||n dla n ∈ N , wi¦c
|| · ||′ > || · ||T . Teraz, je±li dla pewnego x ∈ c00 mamy ||x||′ > ||x||T , to mogli-
by±my wybra¢ x o najmniejszym no±niku, co jest niemo»liwe.

Twierdzenie 3.1.3 (`1-Jamesa o dystorsji). Zaªó»my, »e X zawiera izomor�cz-
n¡ kopi¦ l1 i niech (xn)∞n=1 ⊂ X b¦dzie znormalizowanym ci¡giem równowa»nym
bazie kanonicznej (en)∞n=1 w l1. Wówczas

∀
ε>0
∃

(yn)
(1− ε)

n∑
j=1

|aj | 6 ‖
n∑
j=1

ajyj‖ 6
∑
|aj |,
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gdzie (yn)∞n=1 jest znormalizowanym blokowym ci¡giem bazowym utworzonym z
(en)∞n=1.

Dowód. Teza twierdzenia jest równowa»na nast¦puj¡cemu zdaniu: istnieje nor-
ma na ||| · ||| na l1 taka, »e

∃
M>0
∃
S⊂l1

(1− ε)M ||y|| 6 |||y||| 6M ||y||,

gdzie S jest niesko«czenie wymiarow¡ podprzestrzeni¡.
Okre±lmy

Mn = inf{m > 0 :
∞∑
k=1

|ak| 6 m‖
∞∑
k=1

akxk‖

dla wszystkich (an)∞n=1 ∈ c00, ak = 0 dla k < n+ 1}.

Wida¢ od razu, »e
M1 >M2 > . . . > 1.

Mo»emy wi¦c okre±li¢M jako granic¦ ci¡guMn. We¹my teraz p0 ∈ N speªniaj¡ce
Mp0 < (1 − ε)− 12M . Dla ka»dego n ∈ N istnieje blok {pn−1 + 1, . . . , pn} ⊂ N i
pewne skalary bj (pn−1 < j 6 pn) takie, »e

(1− ε) 12M‖
pn∑

j=pn−1+1

bjxj‖ 6
pn∑

j=pn−1+1

|bj | 6Mn‖
pn∑

j=pn−1+1

bjxj‖.

Przyjmujemy

yn =
pn∑

j=pn−1+1

bjxj .

Wówczas
N∑
j=1

|aj | 6 (1− ε)− 12M−1
N∑
j=1

|aj |
pj∑

i=pj−1+1

|bi|.

Teraz
N∑
j=1

|aj |
pj∑

i=pj−1+1

|bi| 6Mp0‖
N∑
j=1

ajyj‖,

a zatem
N∑
j=1

|aj | 6 (1− ε)−1‖
N∑
j=1

ajyj‖.

Twierdzenie 3.1.4. Przestrze« Tsirelsona nie zawiera izomor�cznej kopii c0 i
`p dla 1 6 p <∞.
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Dowód. 1. Zaªó»my, »e c0 ↪→ T lub `p ↪→ T dla pewnego p ∈ (1,∞). Z twierdze-
nia Bessagi i Peªczy«skiego mo»emy zaªo»y¢, »e istnieje (ξn)∞n=1 ⊂ T znormali-
zowany blokowy ci¡g bazowy, który jest podci¡giem bazy kanonicznej (en)∞n=1
w T równowa»ny z baz¡ kanoniczn¡ w c0 lub `p. Dla ka»dego m ∈ N mo»emy
dobra¢ n ∈ N takie, »e supp(ξm+1), . . . , supp(ξn+m) jest dopuszczalnym ci¡giem
zbiorów, wi¦c

m

2
6 ||ξm+1 . . . ξn+m||T .

Ostatnie wyra»enie mo»emy oszacowa¢ przez 1 w przypadku c0 oraz przez m
1
p

w przypadku `p, co jest oczywist¡ sprzeczno±ci¡.
2. Zaªó»my, »e `1 ↪→ T i ε ∈ (0, 1

4 ). Z twierdzenia Bessagi-Peªczy«skiego i `1-
twierdzenia o dystorsji mo»emy przyj¡¢, i» istnieje znormalizowany blokowy ci¡g
bazowy utworzony z (en) ⊂ T speªniaj¡cy

‖
n∑
j=1

ajξj‖ > (1− ε)
n∑
j=1

|aj |, (6)

dla ka»dego ci¡gu skalarów (an). Rozwa»my

ξ0 +
1
n

n∑
j=1

ξj dla n ∈ N.

We¹my r ∈ N takie, »e supp(ξ0) ⊂ [1, r]. Wówczas z (6) mamy

‖ξ0 +
1
n

n∑
j=1

ξj‖ > 2(1− ε).

Z faktu, »e (ξn) maj¡ rozª¡czne no±niki wynika

‖ξ0 +
1
n

n∑
j=1

ξj‖ > ||ξ0 +
1
n

n∑
j=1

ξj ||∞.

De�nicja normy daje ci¡g zbiorów k 6 E1 < . . . Ek speªniaj¡cy

‖ξ0 +
1
n

n∑
j=1

ξj‖ =
1
2

k∑
i=1

‖Ei(ξ0 +
1
n

n∑
j=1

ξj)‖.

Rozwa»my dwa przypadki.
a. Je±li wszystkie Ei s¡ rozª¡czne z supp(ξ0), to

‖ξ0 +
1
n

n∑
j=1

ξj‖ =
1
2

k∑
i=1

||Ei

 1
n

n∑
j=1

ξj

 || 6 || 1
n

n∑
j=1

ξj || 6 1,
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co jest wykluczone.
b. Eiξ0 6= 0 dla przynajmniej jednego i. Wówczas k 6 r. Liczymy

1
2

k∑
i=1

‖Ei(ξ0 +
1
n

n∑
j=1

ξj)‖ 6

6
1
2

k∑
i=1

||Eiξ0||+
1

2n

n∑
j=1

k∑
i=1

‖Eiξj‖.

Istnieje co najwy»ej k wektorów spo±ród ξj , których no±niki przecinaj¡ co naj-
mniej dwa przedziaªy Ei. W tym przypadku szacujemy brutalnie

1
2n

k∑
i=1

‖Eiξj‖ 6
1
n
||ξj || =

1
n
.

W drugim przypadku mamy n− k wektorów i dla ka»dego z nich prawd¡ jest

1
2n

k∑
i=1

||Eiξj || =
1

2n
||Esξj || 6

1
2n
||ξj || =

1
2n
.

Zatem

‖ξ0 +
1
n

n∑
j=1

ξj‖ 6 1 +
k

n
+
n− k

2n
6 1 +

r

n
+
n− r

2n
= 1 +

n+ r

2n
→ 3

2
< 2,

co równie» jest niemo»liwe.

Przechodzimy teraz do mieszanych przestrzeni Tsirelsona.

De�nicja 3.1.5. Niech M ⊂ [N]<∞ b¦dzie zwart¡ rodzin¡ zawieraj¡c¡ sin-
gletony i zamkni¦t¡ na branie podzbiorów oraz niech θ ∈ (0, 1). Przestrze«
Tsirelsona T (M, θ) okre±lamy jako uzupeªnienie c00 w normie

||x||T (M,θ) = max{||x||∞, θ sup
n∑
j=1

||Ejx||T (M,θ)},

gdzie supremum jest wzi¦te po wszystkichM-dopuszczalnych ci¡gach przedzia-
ªów {E1 < . . . < En}, czyli takich, dla których istnieje {m1, . . . ,mn} ∈ M,
m1 6 minE1 < m2 6 minE2 < . . . < mn 6 minEn.
Dla ci¡gu zwartych rodzin {Mn}∞n=1 speªniaj¡cych powy»sze warunki i zbie»ne-
go do zera ci¡gu {θn}∞n=1 okre±lamy mieszan¡ przestrze« Tsirelsona T [(Mn, θn)∞n=1]
jako uzupeªnienie c00 w normie

||x||∗ = {||x||∞, sup
n

sup
E1<...<Ek

θn

k∑
j=1

||Ejx||∗},

gdzie supremum jest dla ka»dego n brane poMn dopuszczalnych ci¡gach prze-
dziaªów.
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Przykªad 3.1.6. 1. T = T (S, 1
2 ), gdzie S = {A ⊂ N : #A 6 minA}.

2. Przyjmijmy An = {A ⊂ N : #A 6 n}. Wtedy dostajemy T (An, θ) '
c0 lub `p oraz

T [(An,
1

log2(n+ 1)
)∞n=1]− przestrze« Schlumprechta.

Uwaga 3.1.7. B¦dziemy u»ywa¢ zbiorów normuj¡cychW (M, θ) iW [(Mn, θn)∞n=1],
które s¡ scharakteryzowane przez nast¦puj¡ce dwie wªasno±ci.

1. Zawieraj¡ ±e∗k dla k ∈ N.

2. S¡ domkni¦te wzgl¦dem (M, θ) operacji (Mn, θn) dla n ∈ N, odpowied-
nio), czyli dla dowolnego ci¡gu f1, . . . , fk ∈ W (M, θ) z {suppf1 < . . . <
suppfk} b¦d¡cegoM-dopuszczalnymmamy f = θ(f1+. . .+fk) ∈W (M, θ).

Wówczas

||x||T (M,θ) = sup{f(x) : f ∈W (M, θ)}
||x||T [(Mn,θn)∞n=1]

= sup{f(x) : f ∈W [(Mn, θn)∞n=1]}.

Twierdzenie 3.1.8 (Argyros - Deliyanni,1991). Niech {Mn}∞n=1 i {θn}∞n=1
b¦d¡ takie jak wcze±niej. Zaªó»my, »e i(Mn) > ω lub i(Mn) = r < ω i θn >

1
r .

Wówczas mieszana przestrze« Tsirelsona X = T [(Mn, θn)∞n=1] jest re�eksywna.
Co wi¦cej, je±li zachodzi pierwszy przypadek, to `p nie zanurza si¦ izomor�cznie
w X dla p ∈ (1,∞).

Dowód. Z twierdzenia Jamesa wystarczy sprawdzi¢, »e (en)∞n=1 ⊂ X jest ogra-
niczenie zupeªna i kurcz¡ca.
Zaczynamy od tej pierwszej wªasno±ci. Zaªózmy, »e teza jest faªszywa. Wówczas
bez straty ogólno±ci, korzystaj¡c z twierdzenia Bessagi - Peªczy«skiego mo»emy
zaªo»y¢, i» istnieje blok (xn) utworzony z (en) speªniaj¡cy

∀
N∈N
‖

N∑
n=1

xn‖ 6 q oraz ∀
n∈N
||xn|| > ε.

Przyjmijmy i(Mn) = r i we¹my {n0} ∈ M(r)
n . Zaªo»enia o rodzinie Mn im-

plikuj¡ istnienie podci¡gu (xkj )
∞
j=1 oraz niesko«czonego zbioru {n0, n1, . . .} o

wªasno±ciach nj 6 suppxj < nj+1,

∀
l∈N
{n0, nlr+1, . . . , n(l+1)r−1 ∈Mn.

Zatem podci¡g (x′k)∞k=1 ci¡gu (xn)∞n=1 speªnia: dla ka»dego l ∈ N {x′lr+1, . . . , x
′
(l+1)r}

jestMn dopuszczalny. Okre±lmy

x
(1)
l =

r∑
j=1

x′lr+j .
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Wówczas

||x(1)
l || > θn

r∑
j=1

||x′lr+j || > θnrε.

Teraz zamieniaj¡c (x′k) na (x(1)
l ) mo»emy kontynuowa¢ procedur¦ otrzymuj¡c

kolejne elementy (x(k)
l ) i ||x(k)

l || > (θnr)kε. Dla dostatecznie du»ego k mamy

wi¦c ||x(k)
l || > 1, co w poª¡czeniu z 1-bezwarunkowo±ci¡ bazy (en) daje »¡dan¡

sprzeczno±¢.
Przechodzimy do drugiej cz¦±ci. Niech θ := max θn < 1. Niech W oznacza
zbiór normuj¡cy w X∗ taki, jak w uwadze poprzedzaj¡cej twierdzenie. Z ¢wicze«
wiemy, »e BX∗ = co(W ). Poka»emy, »e dla m ∈ N zachodzi Qmf ∈ θBX∗ , gdzie
Qmf jest ograniczeniem f do [en]n>m. We¹my na pocz¡tek f ∈W i spróbujmy

znale¹¢ m ∈ N takie, »e Qmf ∈ θco(W ). Niech (fn)∞n=1 ⊂ W oraz fn → f
punktowo.

1. Je±li fn = ±e∗kn dla niesko«czenie wielu n, to koniec (wtedy f = ±e∗k lub
f = 0).

2. Mo»emy zaªo»y¢, »e dla ka»dego n ∈ N zachodzi

fn = Qkn(fn1 + . . .+ fndn)

i mn
1 6 suppfn1 < mn

2 6 . . . < mn
dn

6 suppfnkn .

3. Je±li θkmj → θ, to {mn
1 < . . . < mn

dn
} ∈ Mkn i f = 0.

4. Mo»emy przyj¡¢, »e θkn = θk jest staªe i wszystkie zbiory {mn
1 < . . . <

mn
dn
} nale»¡ do pewnego Mk. Skoro Mk jest zwarte, to istnieje {m1 <

. . . < md} ∈ Mk i mo»emy przyj¡¢, i» mn
i = mi oraz

∀
n∈N

∀
i∈{1,...,d}

mn
d+1 →∞,mn

d+2 →∞.

5. Zaobserwujmy teraz, »e f jest postaci

f = θk(f1 + . . .+ fd−1 + . . .).

Z ostatniego punktu Qmdf = θkfd ∈ θBX∗ dla pewnych fd ∈W .

Rozwa»my teraz dowolne f ∈ c0(W ) = BX∗ . Z twierdzenia Choquetta

∃
µ∈M1(W )

∀
G

G(f) =
∫
W

G(h)dµ(h),

gdzie G jest funkcjonaªem liniowym sªabo∗-ci¡gªym. We¹my pod uwag¦ zbiory

Am = {h ∈W : Qmh ∈ θ2co(W )}, m ∈ N.
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Wówczas istnieje n0 ∈ N takie, »e µ(An0) > δ. Uzasadnimy teraz zdanie:
1
θQn0f ∈ co(W ). Zaªó»my, »e tak nie jest, istnieje wtedy liniowy sªabo∗ ci¡-
gªy funkcjonaª G speªniaj¡cy

sup{G(h) : h ∈ co(W )} = 1 oraz
1
θ
G(Qm0(f)) > 1.

Zatem

1
θ
G(Qm0f) =

1
θ

∫
W

G(Qm0h)dµ(h) =
1
θ

(∫
Am0

+
∫
W\Am0

)
6

6
1
θ
· θ2µ(Am0) +

1
θ
µ(W \Am0) 6 θ +

1
θ

(1− δ) < 1.

Twierdzenie 3.1.9 (Bellenot 1986,Argyros - Deliyanni, 1992). Niech n ∈ N i
rozwa»my przestrze« X = T (An, θ), gdzie An = {A ⊂ N : #A 6 n}. Wówczas

1. Je±li θ 6 1
n , to X ' c0.

2. Je±li θ > 1
n , θ = 1

n
1
q
, to X ' `p ( 1

p + 1
q = 1).

Dowód. Wpierwszym przypadku wystarczy udowodni¢, »e ||
∑
ajej || 6 maxj |aj |,

co jest równowa»ne

∀
f∈W

f(
∑

ajej) 6 max
j
|aj |.

B¦dziemy u»ywa¢ "analizy drzewkowej" f ∈W , czyli pewnego schematu (ft)t∈T ⊂
W w formie drzewa okre±lonego poprzez warunki

• jedynym korzeniem jest f0 = 1,

• dla ka»dego ko«cowego w¦zªa t ∈ T jest ft = ±e∗k,

• je±li t ∈ T nie jest w¦zªem ko«cowym, to

ft = θ
∑
s∈St

fs.

Przez indukcj¦ otrzymujemy f = θ(f1 + . . .+ fn). Teraz

f(
∑

ajej) = θ

n∑
j=1

fj(
∑

aiei) 6 θ · nmax
i
|ai| 6 max |ai|.

Przechodzimy do drugiego przypadku (wyra¹nie trudniejszego). Trzeba udowod-
ni¢, »e ||x|| 6 ||x||`p dla x ∈ c00. Ustalmy wi¦c f ∈W oraz drzewo f , czyli

∀
t∈T

ft = θ
∑
s∈St

fs.

24



Zauwa»my, »e

(#St)
1
q 6 ||x||p.

St¡d

ft(x) = θ
∑
s∈St

fs(x) = θ
∑
s∈S

fs(xs) 6

1

n
1
q

∑
s∈St

||xs||p 6
1

n
1
p

(∑
s∈St

||xs||pp

) 1
p

.

Poka»emy teraz, »e dla dowolnych skalarów aj zachodzi nierówno±¢

||
∑

ajej || >
1

2n

(∑
|aj |p

) 1
p

.

Oszacujemy najpierw

‖
l∑

j=1

r
1
p

j ej‖,

gdzie r1, . . . , rl s¡ nieujemnymi liczbami wymiernymi. Niech rj = kj
k , s0 = 0

oraz sj = k1 + . . .+ kj . Przyjmijmy równie»

uj =
sj∑

i=sj−1+1

ei.

Dostajemy

‖
l∑

j=1

r
1
p

j ej‖ =
1

k
1
p

‖
l∑

j=1

k
1
p

j ej‖ >

1

k
1
p

‖
l∑

j=1

||uj ||ej‖ >
θ

2
· 1

k
1
p

‖
l∑

j=1

||uj ||
uj
||uj ||

‖ =

θ

2
· 1

k
1
p

‖
sl∑
l=1

ei‖ >
θ

2
1

k
1
p

·
(sl
n

) 1
p

=
θ

2n
1
p

 l∑
j=1

rj

 1
p

.

W przedostatniej nierówno±ci skorzystali±my z nast¦puj¡cego faktu, którego do-
wód teraz przedstawimy.

∀
n∈N
‖
m∑
j=1

ej‖ >
(m
n

) 1
p

.

Wybierzmy zatem s ∈ N tak, aby ns 6 m < ns+1. Poªó»my

f =
1

n
1
q

ns∑
j=1

e∗j ∈W.
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Wówczas

‖
m∑
j=1

ej‖ >
1

n
s
q

 ns∑
j=1

e∗j

 ns∑
j=1

ej

 = =
ns

n
s
q

= n
s
p =

n
s+1
p

n
1
p

>
(m
n

) 1
p

.

Dalej, nale»aªoby wykaza¢ nierówno±¢

‖
l∑

j=1

ajxj‖ 6
2
θ
‖

l∑
j=1

ajej‖,

gdzie (xk)lk=1 jest znormalizowanym ci¡giem bazowym utworzonym z (ek)∞k=1.

3.2 Dystorsowalno±¢ przestrzeni Schlumprechta

Zaczniemy od de�nicji.

De�nicja 3.2.1. Niech (X, ‖ ·‖) b¦dzie przestrzeni¡ Banacha i niech λ > 1.
Powiemy, »e X jest λ-dystorsowalna, gdy istnieje równowa»ne przenormowanie
(X, | · |) speªniaj¡ce warunek:

inf
Y⊂X

dimY=∞

sup
{
|x|
|y|

: |||x||| = |||y|||, x, y ∈ Y
}

> δ.

Przypomnijmy, »e przestrze« Schlumprechta S to mieszana przestrze« Tsi-
relsona

T
[(
An,

1
log2(n+ 1)

)∞
n=1

]
.

Celem tego paragrafu jest udowodnienie, »e przestrze« S jest dowolnie dystor-
sowalna, tzn. jest λ-dystorsowalna przy ka»dym λ > 1. Kluczowe b¦dzie tu
wykazanie istnienia pewnych specjalnych ukªadów podzbiorów SS ×BS∗ o wªa-
sno±ciach wymienionych poni»ej.

De�nicja 3.2.2. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ unormowan¡ i niech An ⊂ SX
oraz A∗n ⊂ BX∗ dla n ∈ N. Par¦ ((An)∞n=1, (A

∗
n)∞n=1) nazwiemy asymptotycznym

ukªadem biortogonalnym ze staª¡ δ > 0, gdy speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki

1. Dla ka»dego n ∈ N zbiór An jest asymptotyczny, czyli An ∩ Y 6= ∅ dla
ka»dej niesko«czenie wymiarowej podprzestrzeni Y ⊂ X.

2. Dla wszelkich m,n ∈ N, m 6= n, oraz dowolnych x ∈ Am, x∗ ∈ A∗n, mamy
|x∗(x)| < δ.

3. Dla ka»dego n ∈ N i x ∈ An istnieje taki funkcjonaª x∗ ∈ A∗n, »e x∗(x) >
1− δ.
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Twierdzenie 3.2.3 (Gowers, Maurey, 1993). Niech 0 < δ < 1
36 . Je±li X jest

o±rodkow¡ przestrzeni¡ unormowan¡ z asymptotycznym ukªadem biortogonal-
nym ze staª¡ δ, to X mo»na równowa»nie przenormowa¢ tak, aby nie zawieraªa
ona »adnego 1√

36δ
-bezwarunkowego ci¡gu bazowego.

Dowód. Niech ((An)∞n=1, (A
∗
n)∞n=1) b¦dzie asymptotycznym ukªadem biortogo-

nalnym ze staª¡ δ tak¡, jak w tre±ci twierdzenia. Z o±rodkowo±ci X � dla ka»dego
n ∈ N istnieje taki zbiór przeliczalny Z∗n ⊂ A∗n, »e dla ka»dego x ∈ An istnieje
z∗ ∈ Z∗n speªniaj¡cy z∗(x) > 1− δ. Poªó»my

Z∗ =
∞⋃
n=1

Z∗n.

Niech

σ :
∞⋃
n=0

(Z∗)n → N

b¦dzie dowoln¡ injekcj¡ (dziedzin¡ jest tu zbiór wszystkich ci¡gów sko«czonych
o wyrazach ze zbioru Z∗). Funkcjonaª f ∈ X∗ b¦dziemy nazywa¢ funkcjonaªem
specjalnym dªugo±ci r ∈ N, je»eli da si¦ zapisa¢ w postaci f = z∗1 + . . . z∗r , przy
czym

z∗1 ∈ Z∗1 oraz z∗j+1 ∈ Z∗σ(z∗1 ,...,z
∗
j
) dla ka»dego j = 1, . . . , r − 1.

Niech Γr oznacza zbiór wszystkich funkcjonaªów specjalnych dªugo±ci r. Przyj-
mijmy r = bδ− 12 c i okre±lmy now¡ norm¦ na X za pomoc¡ wzoru

|||x||| = max

{
‖x‖, r · sup

f∈Γr
|f(x)|

}
.

Dla dowolnego liniowo niezale»nego ci¡gu (xn)∞n=1 ⊂ X liniowo niezale»nych
wektorrów chcemy skonstruowa¢ ci¡g (zj)∞j=1 wektorów blokowych (wzgl¦dem
ci¡gu (xn)∞n=1) tak, aby

(r − 1)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
r∑
j=1

(−1)jzj

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ < 4 ·

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
r∑
j=1

zj

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣.

Wynika¢ st¡d b¦dzie, »e (xn)∞n=1 nie jest
(
r−1

4

)
bezwarunkowy, co da nam tez¦,

poniewa» (r − 1)/4 > 1√
36δ

.

NiechX1 b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ rozpi¦t¡ przez wszystkie (xn)∞n=1. Wów-
czas istnieje z1 ∈ X1∩A1 oraz mo»emy wzi¡¢ z∗1 ∈ Z∗1 speªniaj¡ce z∗1(z1) > 1−δ.
Dalej, niech X2 b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ rozpiet¡ przez te xi, które nie by-
ªy potrzebne do wygenerowania z1. Znów, istnieje z2 ∈ X2 ∩ Aσ(z∗1 ) oraz taki
z∗2 ∈ Z∗σ(z∗1 ), »e z

∗
2(z2) > 1 − δ. Kontynnuj¡c t¦ procedur¦, otrzymamy ci¡-

gi z1, . . . , zr oraz z∗1 , . . . , z
∗
r speªniaj¡ce ‖zj‖ = 1, z∗j (zj) > 1 − δ dla ka»dego

27



j = 1, . . . , r, a tak»e z1 ∈ Z∗1 i z∗j+1 ∈ Z∗σ(z∗1 ,...,z
∗
j−1)

dla j = 1, . . . , r−1, a zatem

r∑
j=1

z∗j ∈ Γr.

Udowodnimy teraz dwa oszacowania.

1. |||
∑r
j=1 zj ||| & r2. Istotnie,∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
r∑
j=1

zj

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ > r

(
r∑
j=1

z∗j

)(
r∑
j=1

zj

)
> r(r(1− δ)− r(r − 1)δ) > r(r − 1).

2. |||
∑r
j=1(−1)jzj ||| . r. Zauwa»my wpierw, »e wprost z nierówno±ci trójk¡ta

mamy |||
∑r
j=1(−1)jzj ||| 6 r. Aby oszacowa¢ drugi skªadnik pod znakiem mak-

simum w de�nicji normy |||·|||, ustalmy dowolny funkcjonaª w∗ ∈ Γr i niech
w∗ = w∗1 + . . . + w∗r b¦dzie jego przedstawieniem jak w de�nicji zbioru Γr.
Okre±lmy

t = max
{
i ∈ {1, . . . , r} : w∗i = z∗i

}
Zauwa»my, »e |w∗i (zj)| < δ, gdy i 6= j, b¡d¹ gdy i = j > t+1; wynika to z faktu,
»e σ jest ró»nowarto±ciowa. Mamy te» 1− δ < w∗i (zi) 6 1 dla i 6 t. Zatem∣∣∣∣∣

r∑
j=1

(−1)jw∗j (zj)

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣
t∑

j=1

(−1)jz∗j (zj)

∣∣∣∣∣+ |w∗t+1(zt+1)|+
r∑

j=t+2

|w∗j (zj)|

∣∣∣∣∣ 6
6 1 +

δr

2
+ 1 + δr 6 2(1 + δr),

sk¡d

w∗

(
r∑
j=1

(−1)jzj

)
6

∣∣∣∣∣
r∑
j=1

(−1)jw∗j (zj)

∣∣∣∣∣+
∑
i 6=j

|w∗i (zj)| 6 2(1 + δr) + δr(r − 1).

W konsekwencji∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
r∑
j=1

(−1)jzj

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 6 max

{
r, r(2(1 + δr) + δr(r − 1))

}
< 4r,

co ko«czy dowód.

Aby udowodni¢ dystorsowalno±¢ przestrzeni Schlumprechta S wystarczy wi¦c
wykaza¢, »e dla dowolnego δ > 0 istnieje w niej asymptotyczny ukªad biortogo-
nalny ze staª¡ δ, a tak naprawd¦ � »e ukªady takie istniej¡ w samej przestrzeni
(c00, ‖·‖S), której uzupeªnieniem jest przestrze« S.

Dla dalszych celów, zwi¡zanych z konstrukcj¡ Gowersa�Maureya, któr¡ zaj-
miemy si¦ w nast¦pnej kolejno±ci, wygodnie b¦dzie posªugiwa¢ si¦ nie tyle sam¡
funkcj¡ log2(x+ 1), co caª¡ klas¡ pewnych specjalnych funkcji.
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De�nicja 3.2.4. Niech F b¦dzie klas¡ funkcji f : [1,∞)→ [1,∞) speªniaj¡cych
nast¦puj¡ce warunki:

1. f(1) = 1 oraz f(x) < x dla x > 1;

2. f ↗∞ przy x→∞;

3. limx→∞ x−pf(x) = 0 dla ka»dego p > 0;

4. x
f(x) jest wkl¦sªa i rosn¡ca;

5. f jest podmultiplikatywna, tzn. f(xy) 6 f(x)f(y) dla x, y ∈ [1,∞).

Niech X b¦dzie klas¡ wszystkich przestrzeni unormowanych X = (c00, ‖·‖), dla
których (en)∞n=1 jest znormalizowan¡ baz¡ monotoniczn¡ (jest to baza o staªej
bazowej równej 1). Dla X ∈ X oraz f ∈ F powiemy, »e X ∈ X speªnia dolne
f -oszacowanie, je»eli

‖x‖ > sup

{
1

f(N)

N∑
j=1

‖Ejx‖ : E1 < . . . < En s¡ przedziaªami w N

}
.

Zauwa»my, »e w tym przypadku (en)∞n=1 jest baz¡ bimonotoniczn¡, tzn. ‖Ex‖ 6
‖x‖ dla ka»dego x ∈ X i ka»dego (sko«czonego lub nie) przedziaªu E ⊂ N.

Wprowadzimy jeszcze jedn¡ de�nicj¦ (dla x, y ∈ c00 piszemy x < y, je»eli
supp(x) < supp(y)).

De�nicja 3.2.5. Niech X ∈ X. Wektor x ∈ X nazwiemy `k1+-±redni¡ ze staª¡
C > 0, je±li ‖x‖ = 1 oraz x = x1 + . . . + xk, przy czym x1 < . . . < xk oraz
‖xi‖ 6 Ck−1 dla 1 6 i 6 k. Podobnie, wektor x ∈ X nazwiemy `k1+-wektorem ze
staª¡ C, je±li jest wielokrotno±ci¡ pewnej `k1+-±redniej ze staª¡ C, a wi¦c wtedy,
gdy x = x1 + . . .+xk dla pewnych x1 < . . . < xk speªniaj¡cych ‖xi‖ 6 Ck−1‖x‖
dla 1 6 i 6 k.

Lemat 3.2.6. Niech f ∈ F oraz niech X ∈ X speªnia dolne f -oszacowanie.
Wówczas dla dowolnych n ∈ N i C > 1 ka»da podprzestrze« blokowa Y ⊂ X
zawiera `n1+-±redni¡ ze staª¡ C.

Dowód. We¹my k ∈ N tak du»e, aby Ck > f(nk) (istnienie k gwarantuje nam
warunek 3 z de�nicji rodziny F) i poªó»my N = nk. Rozwa»my dowolne wektory
jednostkowe x1 < . . . < xN w Y oraz ich sum¦ x = x1 + . . .+xN . Dla dowolnego
0 6 i 6 k podzielmy przedziaª {1, 2, . . . , nk} na nk−i kolejnych cz¦±ci dªugo±ci
ni i okre±lmy

x(i, j) =
jni∑

t=(j−1)ni+1

xt dla j = 1, . . . , nk−1.

Zaªó»my, »e dla ka»dej pary (i, j) jak wy»ej wektor x(i, j) nie jest `n1+-wektorem.
Wówczas

∀
16j6nk−1

1 > ‖x(1, j)‖ · Cn−1.
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Mamy tak»e

∀
16j6nk−1

∃
(j−1)n+16j1,26jn

‖x(1, j1,2)‖ > ‖x(2, j)‖ · Cn−1.

Przez prost¡ indukcj¦ otrzymujemy wi¦c:

∀
16i6k

∀
16j6nk−i

‖x(i, j)‖ < C−ini.

W szczególno±ci,
‖x‖ = ‖x(k, 1)‖ < C−knk = C−kN.

Poniewa» jednak X speªnia dolne f -oszacowanie, mamy ‖x‖ > Nf(N)−1, co
daje sprzeczno±¢ wobec wyboru liczby k.

Lemat 3.2.7. Niech M,N ∈ N oraz C > 1. Niech tak»e X ∈ X oraz x ∈ X
b¦dzie `N1+-wektorem ze staª¡ C. Wówczas, dla dowolnych przedziaªów E1 <
. . . < EM mamy

M∑
j=1

‖Ejx‖ 6 C
(

1 +
2M
N

)
‖x‖.

Dowód. Mo»emy zaªo»y¢, »e ‖x‖ = N . Niech x = x1 + . . . + xN , gdzie x1 <
. . . < xN oraz ‖xj‖ 6 C dla 1 6 j 6 N . Dla dowolnego j ∈ {1, . . . ,M} mamy

‖Ejx‖ 6

∥∥∥∥∥ ∑
Ej(xi)6=0

xi

∥∥∥∥∥ 6 C ·#{i : supp(xi) ⊂ Ej}+ 2C.

Zauwa»my te», »e
M∑
j=1

#{i : supp(xi) ⊂ Ej} 6 N,

a wi¦c po zsumowaniu poprzednich nierówno±ci stronami (dla j = 1, . . . ,M)
otrzymujemy tez¦.

Nast¦puj¡ca de�nicja ma kluczowe znaczenie dla dowodu twierdzenia

De�nicja 3.2.8. Powiemy, »e ci¡g x1 < . . . < xN wektorów przestrzeni X ∈ X
jest ci¡giem szybkorosn¡cym ze staª¡ 1+ε (o dªugo±ci N), je»eli dla ka»dego i ∈
{1, . . . , N} wektor xi jest `ni1+-±redni¡ ze staª¡ 1 + ε, przy czym liczby naturalne
ni speªniaj¡ nast¦puj¡ce warunki:

n1 > 2(1 + ε)
Mf (Nε′ )
ε′f ′+(1)

, (SR1)

ε′

2

√
f(nk) > #supp(xk−1), (SR2)
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przy czymMf (x) := f−1(36x2).Wektorem szybkorosn¡cym (ze staª¡ 1+ε o dªu-
go±ci N) nazywa¢ b¦dziemy sum¦ szybkorosn¡cego ci¡gu (ze staª¡ 1 + ε o dªu-
go±ci N).

Niech M ∈ N oraz g ∈ F . Funkcjonaª x∗ ∈ X∗ nazwiemy (M, g)-form¡, je±li
‖x∗‖ 6 1 oraz

x∗ =
M∑
j=1

x∗j

dla pewnego ci¡gu niezerowych funkcjonaªów x∗1 < . . . < x∗M speªniaj¡cych
‖x∗i ‖ 6 g(M)−1 dla 1 6 i 6M .

Lemat 3.2.9. Niech f, g ∈ F , g > f
1
2 i niech X ∈ X speªnia dolne f -

oszacowanie. Niech ε > 0, x1, . . . , xN - szybkorosn¡cy wektor ze staª¡ 1 + ε
i niech x =

∑
xi. Niech x

∗ b¦dzie (M, g) form¡ z M > Mf (Nε′ ). Wówczas, dla
dowolnego przedziaªu E mamy |x∗(Ex)| 6 1 + ε+ ε′.

Dowód. Na pocz¡tku dowodu zauwa»my, »e mo»emy opu±ci¢ przedziaª E w
dowodzonej tezie, jako »e x∗(Ex) = (Ex∗)(x), a funkcjonaª Ex∗ równie» ma
przedstawienie jako suma M skªadników o rosn¡cych no±nikach, których normy
nie przekraczaj¡ g(M)−1.

Dla i ∈ {1, . . . , N}, niech ni b¦dzie maksymalnym n takim, »e xi jest l
n
1+

sum¡ ze staª¡ 1 + ε. Poªó»my Ej = ran(x∗j ) (najmniejszy przedziaª zawieraj¡cy
suppx∗j ). Wówczas

|x∗(xi)| 6 1, bo ||x∗||, ||xi|| 6 1,

||x∗j || 6 g(M)−1 6 f(M)−
1
2 .

St¡d dla ka»dego i ∈ {1, . . . , N}

|x∗(xi)| 6 f(M)−
1
2

M∑
j=1

||Ejxi||. (7)

Niech t = max{i : ni 6M}. Mamy oczywi±cie

|x∗(x)| 6
t−1∑
i=1

|x∗(xi)|+ |x∗(xt)|+
N∑

i=t+1

|x∗(xi)|.

Powracaj¡c do (7) b¦dziemy szacowa¢ dwa ostatnie skªadniki. Z poprzedniego
lematu dostajemy

|x∗(xt)|+
N∑

i=t+1

|x∗(xi)| 6 1 + (1 + ε)(1 + 2Mn−1
i )f(M)−

1
2 6 3(1 + ε)f(M)−

1
2 .

Aby ograniczy¢ pierwsz¡ cz¦±¢ zauwa»my, »e z de�nicji ci¡gu szybkorosn¡cego

f(#supp(xt−1)) 6
ε′

2
f(nt)

1
2 6

ε′

2
f(M)

1
2 ,
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a tak»e

f(#supp(xt−1)) 6 2−i+1f(#supp(xt−1)) dla i = 2, 3 . . . , t− 1.

Z dolnego f oszacowania otrzymujemy wi¦c nierówno±¢

t−1∑
i=1

|x∗(xi)| 6
ε′

2
+
ε′

4
+ . . . < ε′.

Ostatecznie,

|x∗(x)| 6
N∑
i=1

|x∗(xi)| 6 ε′ + 1 + 3(1 + ε)(N − t)f(M)−
1
2 6

6 1 + ε′ + 3(1 + ε)N · ε
′

6N
6 1 + ε′ +

ε′(1 + ε)
2

6

6 1 + ε′ + ε.

Wniosek 3.2.10. Przy poprzednich zaªo»eniach, dla ka»dego ci¡gu przedziaªów
E1 < . . . < EM mamy

1
f(M)

M∑
j=1

||Ejx|| 6 1 + ε+ ε′.

Dowód. Niech x∗j b¦dzie funkcjonaªem podpieraj¡cym Ejx i okre±lmy

x∗ =
1

f(M)

M∑
j=1

x∗j .

Teraz wystarczy zauwa»y», »e jest to forma.

Wprowadzimy teraz troch¦ notacji. Niech x1 < . . . < xN b¦dzie szybko
rosn¡cym ci¡giem. Dla ka»dego i ∈ N okre±lamy ni jako najwi¦ksze n ∈ N takie,
»e xi jest l

n
1+ ±redni¡. Dla dowolnego przedziaªu E okre±lamy dªugo±¢ λ(E) za

pomoc¡ wzoru

λ(E) = jE − iE +
(
sE
njE
− rE
niE

)
, gdzie

iE = min{i : Exi 6= 0},
jE = max{j : Exj 6= 0},
rE = min{r : ExiE ,r 6= 0},
sE = max{s : ExjE ,s 6= 0}.
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Lemat 3.2.11. Niech f, g ∈ F , g > f
1
2 , X ∈ X speªnia dolne f -oszacowanie,

ε > 0 i niech x1 < . . . < xN b¦dzie szybko rosn¡cym ci¡giem ze staª¡ 1 + ε.
Zaªó»my, »e

||Ex|| 6 sup{|x∗(Ex)| : x∗ jest (M, g)-form¡ z M > 2}

dla ka»dego przedziaªu z λ(E) > 1. Wówczas ||x|| 6 (1 + ε+ ε′)Ng(N)−1.

Dowód. Okre±lmy funkcj¦ G : [0,∞) 7→ [0,∞) za pomoc¡ wzoru G(x) =
fracxg(x) dla x > 1 oraz G(x) = x dla x ∈ [0, 1). B¦dziemy d¡»yli do do-
wodu silniejszej tezy.
(1) ||Ex|| 6 (1 + ε + ε′)G(λ(E)), gdy λ(E) jest dostatecznie du»e (wtedy we¹-
miemy E speªniaj¡ce λ(E) = N).
Zatem, je±li

(1 + ε)(λ(E) + n−1
i ) 6 (1 + ε+ ε′)λ(E),

czyli je»eli
(2) λ(E) > 1+ε

ε′n1
,

to ||Ex|| 6 (1 + ε + ε′)λ(E). St¡d (1) zachodzi dla ka»dego E z λ(E) > 1+ε
ε′n1

i
λ(E) 6 1. Z (3.2.11) mamy ||Ex|| = |x∗(Ex)| dla pewnej (M, g) formy,

x∗ =
M∑
i=1

x∗i .

Okre±lmy Ei = ran(x∗i )∩E (pracujemy z E speªniaj¡cymi λ(E) > 1). Wówczas

||Ex|| 6 g(M)−1
M∑
i=1

||Eix||,

a z bimotoniczno±ci bazy (en) mo»emy zaªo»y¢, »e Ei pokrywaj¡ E. To jest
koniec, je±li M >Mf

(
N
ε′

)
. Przyjmijmy zatem, i» M < Mf

(
N
ε′

)
. Zaªó»my teraz,

»e teza lematu jest faªszywa i niech E b¦dzie minimalnym przedziaªem o λ-
dªugo±ci > 1, dla którego (3.2.11) nie zachodzi. Napiszmy

||Ex|| 6 G(M)
M

∑
i∈A
||Eix||+

∑
j∈B
||Ejx||

 , gdzie

A = {i : 1 6 i 6M oraz λ(Ei) <
1 + ε

ε′n1
,

B = {1, . . . ,M} \A.

Z minimalno±ci E dostajemy inkluzj¦

B ⊂ {i : ||Eix|| 6 (1 + ε+ ε′)G(λ(Ei))}.

Wprowad¹my parametr t = #A
M i zauwa»my, »e t < 1. W zwi¡zku z tym, mo»emy

przyj¡¢ M < Mf

(
N
ε′

)
. Z warunku de�niuj¡cego ci¡g szybko rosn¡cy,

n1 >
2(1 + ε)
ε′f ′(1)

Mf

(
N

ε′

)
>

2(1 + ε)M
ε′f ′(1)

.
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St¡d

1 >
1 + ε

ε′n1
· 2M
f ′(1)

> λ(Ei) · 2M.

Je±li A = {1, . . . ,M}, to mieliby±my λ(Ei) < 1
2M dla ka»dego i. Zatem

λ(E)− M

n1
6

M∑
i=1

λ(Ei) <
1
2
.

To daje

λ(E) <
1
2

+
M

n1
<

1
2

+
1
2

= 1,

co jest oczekiwan¡ sprzeczno±ci¡.
Powracaj¡c do naszego oszacowania na ||Ex|| otrzymujemy∑

i∈A
||Eix|| 6 (#A)(1 + ε)

(
1 + ε

ε′n1
+

1
n1

)
= (#A)(1 + ε+ ε′)

1 + ε

ε′n1
.

Tak»e, ∑
j∈B
||Ejx|| 6 (1 + ε+ ε′)

∑
j∈B

G(λ(Ej)) 6

(M −#A)(1 + ε+ ε′)G
(

λ(E)
M −#A

)
,

bo G jest wkl¦sªa i
M∑
j=1

λ(Ej) 6 λ(E).

Zatem,

||Ex|| 6 (1 + ε+ ε′)
(

(#A)(1 + ε)
ε′n1

+ (1− t)G(M) ·G
(

λ(t)
M −#A

))
6

(1 + ε+ ε′)
(

(#A)(1 + ε)
ε′n1

+ (1− t)G
(
λ(E)
1− t

))
.

Z warunku okre±lajacego ci¡g szybko rosn¡cy dostajemy

(#A)(1 + ε)
ε′n1

6 t ·
(1 + ε)Mf

(
N
ε′

)
ε′n1

6 t · f
′(1)
2

6 tg′(1).

Dalej,

tg′(1) + (1− t)G
(
λ(E)
1− t

)
= t(G(1)−G′(1)) + (1− t)G

(
λ(E)
1− t

)
6 G(λ(E))

z wkl¦sªo±ci G. Ostatecznie dostajemy ||Ex|| 6 1 + ε+ ε′, co ko«czy dowód.
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Mo»emy teraz powróci¢ do dowodu twierdzenia Schlumprechta o dystorso-
walno±ci. Niech δ ∈ (0, 1). W oparciu o poprzednie rozwa»ania wystarczy poka-
za¢, »e S zawiera asymptotyczny ukªad biortogonalny ze staª¡ δ.
Niech N1 < N2 < . . . b¦dzie ci¡giem skalarów speªniaj¡cych

f(N1)
N1

<
δ

2
, f(N1) >

8
δ
i Nj > Mf (2Nj−1) dla j > 2.

Zde�niujemy najpierw zbiory Ak i A∗k.

Ak = {x =
Nk∑
j=1

xj : ||x|| = 1 i x1 < . . . < xN

jest niewi¡ksz¡ ni»
f(Nk)
Nk

wielokrotno±ci¡ szybkorosn¡cego ci¡gu ze staª¡ 1 +
δ

2
}

A∗k = {x∗ = f(Nk)−1
Nk∑
j=1

x∗j : x∗1 < . . . < x∗Nk i ||x∗j || 6 1 dla 1 6 j 6 Nk}.

Wiemy ju», »e Ak jest asymptotyczne. Teraz, ustalmy k ∈ N i we¹my x ∈ Ak
oraz y∗ ∈ A∗j dla k 6= j (oczywi±cie y∗ jest (Nj , f) form¡). Rozwa»my dwa
przypadki.
1. Je±li j > k, to z Lematu 3.2.9 zastosowanego z ε = 1

2 oraz obserwacji Nj >

Mf (Nkε′ ) dostajemy

|y∗(x)| 6 2
f(Nk)
Nk

< δ.

2. W przypadku, gdy j < k w oparciu o Lemat 3.2.11 mamy dla ka»dego A ⊂
{1, . . . , Nk}

‖
∑
i∈A

xi‖ 6 2 · #A
f(#A)

· f(Nk)
Nk

.

Je±li #A >
√
Nk, to prawa strona jest niewi¦ksza ni» 4(#A)N−1

k . St¡d, gdy
podzielimy x na

√
Nk kolejnych cz¦±ci o dªugo±ci

√
Nk, to widzimy, »e x jest

l
√
Nk

1+ ±redni¡ ze staª¡ 4. Z Lematu 3.2.7 mamy

|y∗(x)| 6 f(Nj)−1 · 4(1 + 2NjN
− 12
k ) 6 8f(Nj) < δ.

Ostatecznie, dla ustalonego x ∈ Ak, x = x1 + . . .+ xNk z Lematu 3.2.9

||x|| 6 (1 + δ)Nkf(Nk)−1||xi|| dla ka»dego i.

Niech x∗i b¦dzie funkcjonaªem podpieraj¡cym dla xi i niech

x∗f(Nk)−1
Nk∑
i=1

x∗i ∈ A∗k,

co prowadzi do x∗(x) > (1 + δ)−1 > 1− δ i ko«czy dowód twierdzenia Schlum-
prechta.
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