Kombinatoryka w przestrzeniach Banacha
WYKLADY 1-8

wyktad dra Tomasza Kochanka
spisal Przemystaw Ohrysko

1 Wyklady 1-2

1.1 Klasyczne twierdzenie Ramseya i modele rozciggniete
Wprowadzimy na poczatek uzyteczne oznaczenia.

Oznaczenia 1.1.1. Niech M bedzie dowolnym zbiorem. Przez [M]~>, [M]>,
[M]" bedziemy oznaczaé rodzing wszystkich skorczonych, nieskoriczonych, r-
elementéw podzbioréw zbioru M (odpowiednio). coo bedzie oznaczaé przestrzen
lintowq ciggow rownych zero poza skoriczong liczbg indeksow.

Definicja 1.1.2. Niech r bedzie liczba naturalna oraz f : [N]” — R funkcja
ograniczona. Woéwczas

lim f(A)=aeV 3 VYV |f(A)-al<e
Ae[M] e>0NeN Ae[M]”
N<min A

Twierdzenie 1.1.3 (Klasyczne twierdzenie Ramseya). Niech r € N oraz niech
[ IN]" — R bedzie funkcjq ograniczong. Wowczas istnieje zbior M € [N|™ taki,
ze
li A) isnieje.
AEI[AH}]T f(A) isnieje
W szczegdlnosci, jesli A C [N]", to istnieje M € [N|™ takie, ze [M]" C A lub
[M]" N A = 0. Istotnie, wystarczy potozyé fa, € < 1 i wyrzucié ze zbioru M
liczby naturalne mniejsze od otrzymanego N .

Dowdd. Dlar = 1 jest to twierdzenie Bolzano - Weierstrassa (z ciagu ograniczo-
nego mozna wybraé¢ podciag zbiezny). Bedziemy dowodzi¢ przez indukcje, wiec
zaldézmy prawdziwo$é twierdzenia dla r — 1. Przyjmijmy

flmy,...,my) = f({m,...,my}).

Dla ustalonych my, ..., m,_; znajdziemy zbior M; € [N]* taki, Zze granica
g(m17 EI) mr—l) = m%léI]l\/fl f(m17 e ;m’r’—lam'r)



istnieje (zbiér twierdzenie Bolzano - Weierstrassa). Mozemy zalozy¢, ze zbiér
M jest taki, iz powyzsza granica istnieje dla wszystkich uktadéw r — 1 liczb na-
turalnych {my, ..., m,_1} (mamy przeliczalnie wiele ciagoéw i stosujemy metode
przekatniowa). Otrzymujemy w ten sposéb odwzorowanie g : [N}T_1 — R, ktore
jest ograniczone, bo funkcja f jest ograniczona. Korzystamy z zaltozenia induk-
cyjnego, aby znalezé zbior nieskoniczony Ms C M; taki, ze (tak naprawde tatwo
widaé, iz obecne sformulowanie twierdzenia jest réwnowazne sformutowaniu z
zastapieniem N przez dowolny zbiér nieskonczony i stosujemy te obserwacje)
lim g¢g(4) =a.
A€[Mo]" 1

Z definicji g dla dowolnego A € [Ms]" ™' i e > 0 istnieje N = N (A, ¢) € N takie,
z¢ dla n > N(A,e) mamy n ¢ A oraz

[f(AU{n}) —g(A)| <e

Przystepujemy teraz do okreslenia zbioru M. Niech m; bedzie dowolnym ele-
mentem zbioru M; i zalézmy, Zze mamy wybrane liczby naturalne my,...,m,.
Bierzemy my+1 > my, my1 € M; takie, ze

Mpg1 > max N(A,277).
AE[{ml,...,mn}]’"_1

Sprawdzimy, ze M = {my, ms,...} C M; spelnia teze twierdzenia, czyli uza-
sadnimy
li A) = a.
adm f(A)=a
Ustalmy € > 0 i dobierzmy n € N tak, aby spelnione byly warunki:
L. jesli A € [M]""!im, <min(A), to [g(4) —a| < §
2.27" <5
Woéwczas, jesli A € [M]" im, <min(A), A= {m; <...<mg}, B=A\{my},
to

Zatem,

F(4) = al < |F(4) = g(B)| +|9(B) —al < S + = ==

O

Nastepujacy przyktad pokazuje, ze klasyczne twierdzenie Ramseya nie prze-
nosi sie na przypadek funkeji okre§lonych na nieskoriczonych podzbiorach N.

Przyklad 1.1.4. Wezmy dowolny ultrafiltr niegtowny U C [N]™ i okreslmy
c:[N]> — {—1,1} za pomoca wzoru

¢(A) = lim(—1)M AN,

Wowczas ¢ nie jest stala na zadnym zbiorze [M]™ dla M C N nieskoriczonego.
Istotnie, dla dowolnego A mamy c¢(A) # c¢(A \ {min A}).



Definicja 1.1.5. Ciag (z,)52; w przestrzeni Banacha X nazywa sie spreading,

gdy
v [ ZaﬂpJII = | Zaﬂf]\l

0<p1<...<Pn a1,.. ,anE

Ciag (z,,)22, jest asymptotycznie spreadlng, jesli istnieje istnieje ciag spreading
(en)22, (by¢ moze w innej przestrzeni Banacha) o wlasnodci

IIZ a;y, || = IIZ%%II

Jesli ciag (x,)52, jest dodatkowo ciagiem bazowym, to powyzszy ciag (e,)5
nazywa sie spreading model ciagu (z,,)%2

LareK {P1<.. <Pn}6 [N]"

n=1-

Twierdzenie 1.1.6 (Brunel,Sucheston,1974). Niech (x,)52; C X bedzie unor-
mowanym ciggiem takim, ze {x,}>2 | nie jest relatywnie zwarty. Wowczas ist-
nieje podciag ()52, ktory jest asymptotycznie spreading.

Dowdd. Mozemy zalozy¢, ze zaden podciag (x, )2 1 nie jest zbiezny (wyrzucamy
zbiezne podciagi). Z twierdzenia Ramseya

}E () | Zajxpj |

istnieje dla ustalonego ciagu skalaréw (aq,...,a,). Stosujac standardowe me-
tody, mozna wybra¢ zbior M, € [N]> odpowiedni dla wszystkich wyboréw
(a1,...,a,) i dla kazdego r € N (najpierw robimy to dla a; wymiernych).

Dla ciagu & = (£(j)) en € coo okreslamy

Me[N]>® M, e[M]> {P1<-. <Pr

€Ny = \|Z§ Jzp,llx, gdy & = (£(1), ..., £(r),0,0,...).

{m<.. < n} [Moo]”
Nietrudno sprawdzié¢, ze jest to polnorma o wlasnosci spreading (to znaczy, ze

ciag kanonicznych wektorow bazowych (e,)52 ; ma wlasnosé spreading). Poka-
zemy teraz, iz w istocie jest to norma. Niech [|£]ly = 0, gdzie

&= Zajej, ar # 0.
j=1

Woéwczas
n—1
| Z aje;j + arer|y = 0.
j=1
7 wtasnoéci spreading
n—1
| Z ajej + areryally = 0.
j=1



Z nieréwnosci trojkata dostajemy |le, — ery1|ly = 0, co z wlasnosci spreading
daje |ley — ez2|ly =0, ale

0=lle1 —es] = lim Ty, — &
lev—eall=_m e

Oznacza to jednak, ze pewien podciag ciagu (z,)52; spelnia warunek Cau-
chy’ego, co przeczy zalozeniu. W zwiazku z tym mozemy przyjacé za przestrzen
Y uzupelnienie cogp w podanej normie i wtedy ciag (e,)>2; jest spreding, czyli
odpowiedni podciag (x,)52 , jest asymptotycznie spreading (doktadniej, jest to
(zn)nEMoo)- D

1.2 Nieskoriczone twierdzenie Ramseya. Topologia Ellen-
tucka.

Oznaczenia 1.2.1. Skoriczone podzbiory N bedziemy oznaczaé przez a,b, ...,
a nieskonczone przez A, B, .... Dodatkowo, dla dwdch podzbiorow a i A liczb
naturalnych bedziemy pisaé a < A dla wyrazenia, iz wszystkie elementy zbioru
a sq mniejsze niz wszystkie elementy zbioru A.

Definicja 1.2.2. Przyjmijmy
s, M]|={N €[N :sC NCsUM,s <N\ s}

Topologia Ellentucka na [N]* bedziemy nazywa¢ topologie, w ktérej zbiory po-
staci [s, M] sa baza.

Odnotujmy najpierw prosty fakt dotyczacy topologii Ellentucka. Przede wszyst-
kim, zauwazmy, ze na [N]° mamy topologie produktows dziedziczona z {0, 1}
(utozsamiamy zbior A € [N]™ z funkcja f: N — {0,1}, f(n) = xa(n).

Fakt 1.2.3. Topologia Ellentucka jest bogatsza niz topologia produktowa.
Topologie Ellentucka mozna takze wprowadzié za pomocqg bazy sktadajgcej sie
zbiorow

[s, M]" ={N € [N|*:sCNCsUM}

Definicja 1.2.4. Rodzing V C [N] bedziemy nazywaé catkowicie Ramseyow-
ska (dobrym kolorowaniem), gdy

3 (s,N]CVlub[s, NNV =10).
s€[N]<° M€[N]>*® Ne[M]*>

Przypomnimy jeszcze definicje topologiczna.

Definicja 1.2.5. Niech V bedzie podzbiorem pewnej przestrzeni topologiczne;j.
Powiemy, ze V' ma wtasnoéé¢ Baire’a, gdy istnieje zbiér otwarty O oraz zbiér
pierwszej kategorii M takie, ze

V =0AM = (0\ M)U(M\O).



Twierdzenie 1.2.6 (Ellentuck,1974). Rodzina V C [N]™ jest catkowicie Ram-
seyowska wtedy i tylko wtedy, gdy V ma wltasnosé Baire’a w topologii Ellentucka.

Dowdd. Dowdd podzielimy na kilka czesci.

0. Jesli V jest catkowicie Ramseyowski, to V ma wlasnos¢ Baire’a (to jest zadanie
na ¢wiczenia).

1. (Nash - Williams, 1965). Kazdy zbior otwarty w topologii Ellentucka jest
catkowicie Ramseyowski. Ustalmy U C [N]>°, U - otwarty. Wprowadzimy na
poczatek pewng konwencje: dla a € [N]*° i E € [N]> powiemy, ze para (a, E)
jest "dobra", gdy istnieje M € [F]™ o wlasnosci [a, M|~ C U. W przeciwnym
razie powiemy, ze para (a, F) jest "zia".

Dazymy do stwierdzenia:

Jesli para (a, E) jest zla, to istnieje M € [E]™ takie, ze [a, M|~ NU = 0. (1)
Zalozmy, 7e wykazaliSmy nastepujace zdanie.

Jesli (a, E) jest zla, to 4 Y (b, M) tez jest zla. (2)
MEe[E]>™ aCbCaUM

Chcac wywnioskowaé (1) zal6zmy, ze para (a, F) jest zta oraz dla kazdego M €
[E]”™ mamy [a, M|~ NU # 0. Wowczas dla dowolnego M € [E]™ znajdziemy
zbior 0 # G € [a, M]” NU i w szezegdlnosci, a C G. Skoro U jest otwarty, to
istnieje ¢ € [N]~* oraz H € [N]™ takie, 7e G € [¢, H]™ C U. Teraz [c,G]™ C
[e, H™, bodla X € [N]* jeslicC X C GUc,to X C HU¢, gdyz G C HUc (to
wynika z G € [¢, H]™). Przyjmijmy teraz b = a U ¢. Wéwcezas [b, G|~ C [¢, G]™.
Istotnie, jezelib=aUcC X CGUb=GUaUc, toc C X oraz X C G Ucg,
bo a C G. W ten sposéb znalezlismy zbior skonczony b taki, ze a C b oraz
[b,G]™ C U. Zwroémy jeszeze uwage, iz G N M jest zbiorem nieskoriczonym
(wynika to z G C M U a) oraz [b, M NG|~ C [b,G]™. Zatem para (b, M) jest
dobra, co jest zaprzeczeniem (2).

Przechodzimy do dowodu (2). Wykazemy najpierw fakt pomocniczy:

jesli (a;)jL; sa zbiorami skoficzonymi takimi, ze (a;, E) sa zle, to

= = Y (a; U{v},F) sy zte.

vEE\UYL a; FE[E]>® 1<j<m
Zalozmy przeciwnie. Wowczas

\vd 4 (a; U{v}, E) jest dobra,

vEE\UTL  a; 1<5<m

czyli
9 [ap U{v}, E4]™ CU.
p€{l,...,m} E1€[E]|>
Niech vy € E'\ UJL,a; bedzie ustalone i dobierzmy do niego indeks p(1) oraz
zbiér Ey jak wyzej. Wezmy teraz dowolne v > vy spelniajace vy € E1 \ UL a;



otrzymujac indeks p(2) oraz zbior Ey € [E1]™ taki, ze [ay2) U {va}, Ea]™ C U.
Kontynuujemy nasza konstrukcje otrzymujac rosnacy ciag nieskoniczony vy. Za-
kres wartosci, ktore przebiega p(k) jest jednak skoriczony, wiec pewna liczba
po € {1,...,m} pojawi sie nieskoriczenie wiele razy. Niech M = {v; : k €
N takich, ze p(k) = po}. Teraz zauwazmy, ze [ap,, M|~ C U, co przeczy zaloze-
niu, iz wszystkie pary (aj, E) sa zte. Istotnie, niech X € [a,,, M]~. Wowczas
ap, C X C ap, UM iniech k bedzie minimalnym indeksem, dla ktérego vi, € X.
Teraz ap, U {vg} C X C ap, U {vx} U Ej, ostatnie zawieranie wynika stad, ze
G Cap, UM, a wiec

G\ ap, = {Uk}U{Um tUp, € M}y >k dlaleN.
=1

Jednakze v, € E,, oraz E,, C Ej dlal € N, bo zbiory ciag zbioréw (FE;)$2,
jest zstepujacy. Pamietajac, ze po = p(k) otrzymujemy G € [aym), Ex]™~ C U.
Zakonczymy teraz dowod (2). Niech wiec para (a, F) bedzie zta i potézmy Ey =
E. Korzystajac z faktu pomocniczego znajdujemy vy € Ey oraz zbior Ey € [Eg]™
taki, ze para (a U {v1}, E1) jest zla. Zauwazmy, ze rowniez para (a, 1) jest
zta (w przeciwnym razie para (a, E) bylaby dobra). Kontynuujac, wybierzmy
vy € Fy, vy > vy oraz Ey € [E7]™ tak, ze (a U {v2}, Es) oraz (a U {vi,v2}, Es)
sa zle. Zwroémy uwage, iz réwniez pary (a U {v1}, E2), (a, Es) sa zle (inaczej
(aU{v1}, E1) lub (a, 1) bylaby zla), czyli dla kazdego b spelniajacego a C b C
a U {v1,ve} para (b, E) jest zta. W konicu dostaniemy ciag rosnacy (vg)52, 0
wlasnosciach vy, € Eyx_1, Ex € [Ex-1]> i (b, Ex) sa wszystkie zle dla zbiorow
b speliajacych a C b C a U {vy,...,v;}. Przyjecie M = {vy,vs,...} korniczy
dowod (2) i jednoczesnie calego punktu 1..

2. Jesli V jest pierwszej kategorii w topologii Ellentucka, to

9 [a, BNV =40.

la,A] B€[a,A]

W szczegblnosci kazdy zbiér pierwszej kategorii w topologii Ellentucka jest ni-
gdzie gesty. To jest zadanie na ¢wiczenia.

3. Niech y C [N]>® ma wlasnos¢ Baire’a. Istnieja wtedy zbior otwarty O oraz
zbiér pierwszej kategorii M takie, ze xAO = M (sztuczka z teorii mnogosci).
Ustalmy zbior [s, A]. Z punktu 2. istnieje N € [s, A] takie, ze [s, N|N M = 0. Z
czesel 1. zbide O jest catkowicie Ramseyowski, wiec istnieje P € [s, N] takie, ze

[s,P] C Olub [s, PN O = 0.

Dalej, jesli [s, P] C O, to [s,P] N M = (. Istotnie, jest to rozwazana juz przy
dowodzie (2) sytuacja, a mianowicie: gdy P € [s, N|i[s, N[N M =0, to [s, P] C
[s, N], w szczegblnosei [s, Pl N M = 0. Zatem [s, P) C O\ M C x.

Gdy za$ [s, PN O = (0, to pamietajac, ze [s, P] C [s, N]| mamy [s, PN M =0, a
wiec [s, PN (OUM) = (. Ostatecznie x C OUM, co prowadzi do [s, P|Nx =0
i koniczy dowod twierdzenia Ellentucka. O



1.3 Twierdzenie ¢;-Rosenthala.

Zanim przejdziemy do tematu tej czesci wyktadu podamy twierdzenie i definicje
uzywane w dowodzie twierdzenia Rosenthala.

Twierdzenie 1.3.1 (Kadec-Petczyiiski). Dla ograniczonego zbioru S C X ta-
kiego, ze 0 ¢ S nastepujgce warunki sq réwnowazne.

1. S nie zawiera Zadnego ciggu bazowego.
2. S jest warunkowo stabo zwarty i 0 € 5.

Definicja 1.3.2. Niech (z,,) ; bedzie ciagiem w przestrzeni Banacha X oraz
niech M € [N]*°. Okreslamy oscylacje ciagu (x,)52; na zbiorze M za pomoca
wzoru

osc(M)= sup lim sup |2%(2n)— 2" (z,)].
T*EBx* k—o0 m,n>k
m,neM

Definicja 1.3.3. Powiemy, ze ciag (x,)%2,; w przestrzeni Banacha X jest sta-
bym ciagiem Cauchy’ego, gdy dla kazdego =* € X* istnieje granica

lim x*(x,).

n—oo
Definicja 1.3.4. Niech (2,)5%;, (yn)o, beda ciagami bazowymi w przestrze-

niach Banacha X oraz Y (odpowiednio). Powiemy, ze ciagi (£,,)22 1, (yn)22, sa
rownowazne (x,) ~ (yn), gdy dla dowolnego uktadu skalaréw a;

o0 o0
szereg Zanxn zbiega & szereg Zanyn zbiega.

n=1 n=1

Z twierdzenia o wykresie domknietym jest to rownowazne istnieniu odwracalne-
go operatora liniowego T : [x,]5% 1 — [yn]52, takiego, ze Tz, =y, dlan € N

Mozemy juz przej$¢ do sformutowania i dowodu twierdzenia ¢; Rosenthala.

Twierdzenie 1.3.5 (Rosenthal 1974, Dor 1975). Niech (x,)52, bedzie unormo-
wanym ciggiem w nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Banacha X. Wéwczas
zachodzi doktadnie jedna z dwoch mozliwosci:

1. (z,)$2, zawiera staby podcigg Cauchy’ego.
2. (,)22, zawiera podcigg bazowy réwnowazny bazie kanonicznej w ¢;.

Dowdd. Zatozmy, ze (x,)5; nie zawiera zadnego stabego podciagu Cauchy’ego.
Rozumowanie podzielimy na kilka etapow.
1. Zbior {z,, : n € N} oczywiscie nie jest warunkowo stabo zwarty, wiec przecho-
dzac do podciagu i korzystajac z twierdzenia Kadeca - Pelczyriskiego mozemy
przyjac, iz (x,)22 , jest ciagiem bazowym.
2. Z zalozenia, iz (z,)52; nie zawiera zadnego stabego podciagu Cauchy’ego



wynika osc(M) > 0. Zauwazmy, ze dla M C N mamy osc(M) < oscN. Dazymy
do dowodu istnienia M € [N]*° spekiajacego

osc(M) = M/g[l]{[]oo osc(M'"), czyli M/,MZ[M]& osc(M') = osc(M").

Potézmy My = N. Krok po kroku znajdziemy $cisle zstepujacy ciag nieskoniczo-
nych podzbioréow (My)72, o wlasnosci

1
0 < osc(My) < inf +—dlakeN.
M,G[Mk_l]oo k
Dla kazdego k € N zbior My,_1 \ M}, jest niepusty, wiec wezmy zy € My_1 \ M.
Sa to zbiory parami roztaczne, zatem okreslajac M = {zy, : k € N} otrzymujemy
zbioér nieskoézony. Ponadto dla kazdego k € N mamy M\ My = {x1,..., 51}

Oscylacja nie zmienia sie przy zamianie skoriczenie wielu elementéw, co prowadzi
do

1 1
cSose(M) Sosc(M) < | nf 4L mf ike
Zatem
osc(M)= inf .
M’ e[M]=>

Przechodzac do podciagu mozemy zalozy¢, ze M = N. Niech osc(M') = 4§ > 0.
Co wiecej, wybierajac kolejny podciag mozemy przyjac, iz dla pewnego u* €
Bx - istnieje ponizsza granica

lim u*(x,) =: 0, 0] >4,

n—0o0

gdzie ostatnia nier6wno$¢ wynika z definicji oscylacji, nieréwnosci trojkata oraz
okreslenia liczby 4.

3. Niech (z,,,2})52, bedzie ukladem biortogonalnym. Wowczas dla kazdego
n € N mamy

9]
n=1-

|zn] - |z || < 2K, gdzie K jest stala bazowa ciagu (z,,)

Zbior {x,,n € N} jest oczywiscie oddzielony od zera, a wiec istnieje stala B
taka, ze dla kazdego n € N mamy

2]l < B.
Wprowadzmy rodzine zbioréw
V={M € |[N]*: M ={m; <mgy <...}1istnieje z* € X*, ||2*|| < C
takie, 7e 2*(2,,,) = (—1)7 dla j € N}

Uzasadnimy, ze V jest domkniete w topologii produktowej na [N]*°. Wezmy
wiec ciag (M,)32, C V (mozna ograniczy¢ sie do ciaggéw przeliczalnych, bo ta
topologia jest metryzowalna) i zat6zmy, ze

M, — My € [N]*® przy v — o0



w topologii produktowej. Z definicji oznacza to, ze

VN X, (n) — X, (n) przy v — oo. (3)
ne

Niech My = {m; < mg < ...}. Uzasadnimy, iz

V d V mj =min(M, \ {ma,...,mj_1}).
JENN v>N
Ograniczymy si¢ do j = 1 (dalsze rozumowanie jest analogiczne). Wezmy n <
my. Wowcezas z (3)
3 V néM,

Ni1eNv>N;

Liczb spelniajacych warunek n < mj jest jednak skonczenie wiele, a wiec w

istocie
4 V V n¢M.

NoeNn<mi v>No
7 drugiej strony
3 v mi € Mv.
N3eNv>N3

Ktadac N = max{N3, N3} otrzymujemy zadana wlasnos¢. Z definicji zbioréow
M, mozemy napisac

V 3V ali(am,) = (1) (4)

jENNENv>N
Niech (23)%2, € CBx+ beda funkcjonatami wystepujacymi w definicji zbioréow
M,. Z twierdzenia Banacha-Alaoglu zbiér {z7 : v € N} ma slaby* punkt skupie-
nia, ktéry oznaczymy przez xj. Ustalmy j € N oraz € > 0. Woéwczas w zbiorze

{2 € X* : |zg(2m;) — 2" (zm,)|} < ¢

znajdziemy podciag (7, )72, (to jest definicja punktu skupienia). Z (4) istnieje
k € N takie , ze ‘
Loy (Tm;) = (=1)7.
Stad ‘
lzg(my) — (=1)’] <e,
a poniewaz € > 0 oraz j € N byly dowolne dostajemy
V zg(my) = (-1,
JjEN
Zatem M, € V i pamietajac, ze topologia Ellentuka jest bogatsza niz topologia
produktowa udowodniliémy domknietos¢ V w topologii Ellentucka. Z twierdze-
nia Nasha - Williamsa wynika catkowita Ramseyowsko$¢ V' (dopelnienie zbioru

domknietego jest otwarte, a klasa zbioréw catkowicie Ramseyowskich jest za-
mknieta na dopelnienia). Z definicji,

3 (M) NV =0)lub ([M]>® C V).
Me|[N]=®



Wykluczymy teraz pierwsza mozliwos¢. Ustalmy wiec M € [N]*°. Chcemy zna-
lez¢ M' € [M]> speliajace M’ € V. Z czesci 2. wiemy, ze osylacja ciagu
(25,)22; na dowolnym nieskonczonym podzbiorze jest réwna 44. Niech M =
{m < ng < ...} Ciagi (y"(z2n,))521, (Y (720;41))72; sa dla dowolnego y* €
Bx+ ograniczonymi ciggami liczbowymi, wiec mozemy wybraé¢ wspélny podciag
(vj)52, taki, ze (przyjmujemy mo; = 2v; oraz maj—1 = 2v; + 1)

lim y* (0ny,) = @i lim y* (2m,,,) = 5
J—00 J—00
Ponadto mozemy tak dobra¢ funkcjonal y* € Bx- 1 podciagi, aby |a — 3] > 20.
Istotnie, mamy osc(N) = 46, a wiec z definicji oscylacji istnieje funkcjonat
y* € Bx~ taki, ze
3 |y (@n) =y (2m)] > 26.
k>K mn>k
m,neN

dla k > K oznaczmy przez t; € N oraz [ € N indeksy, dla ktérych zachodzi
powyzsza nieréwnos¢. W ten sposob otrzymujemy

YV ly (ze) —y*(a,)| > 26.
k>K

Wybierjac wspoélnie podciagi zbiezne mozemy zatozy¢, iz (z4,)72 1, (21,)52, sa
zbiezne do « i f (odpowiednio). Nadto, usuwajac stosownie elementy mozemy
przyjq(:, ze maj; = lj oraz mgj41 = tj.

Uzyjemy teraz znalezionego w punkcie 2. funkcjonatu u*. Rozwazmy funkcjonal

v* = 2 y* _ Oé+5
a—p3 0(a —B)
Teraz
. 20 a+p .
1 (T, ) = - =1 dob
ji)nolcv(a: 2) o 7 o 5 oraz podobnie
lim v*(Xmy,,,) = —1,
j—oo
czyli

¢j = 0" (Tm,;) — (1) = 0 przy j — oo

Przechodzac do podciggu mozemy zalozyé |c;| < 277B~! dla j € N. Szacujac
norme v* dostajemy

1
NP4+ — <ot +672
o7l €870 4 g <67+

Okres$lmy teraz z* € X* za pomoca wzoru
o0
* ok ok
x* =" — E CjTy, -
Jj=1
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Korzystajac z poprzednich wyliczel otrzymujemy
o] < 1+071 +672
Kladac w definicji rodziny V stata C réwna 14+6-1 +672 dla j € N uzyskujemy
" (my) = v*(my) — ¢j = (=1),

a wiec M' = {m; : j € N} € [M]> spelia M’ € V.
4. Niech M bedzie zbiorem nieskonczonym otrzymanym w poprzedniej czesci
i niech (sj)jo.ozl bedzie dowolnym ustalonym ciggiem znakéw. Wybierzemy te-
raz zbior nieskoniczony M’ C M tak, aby dla ciaggu bazowego (z2, )72, istnial
funkcjonat x* € CBx~ o wlasnosci

Y 2" (m,,;) = €.

JjEN
Procedura jest prosta: jesli &, = 1, to zaczynamy od dotozenia do M’ elementow
my oraz ms, gdy zas £ = —1, to zaczynamy od ms i kontynuujemy analogicznie
dla kolejnych j € N. Sprawdzimy, ze (zm,;)52, ~ (€)%, gdzie (e;)52; jest
baza kanoniczng w £1. WeZmy dowolny skoriczony ciag liczbowy a, ..., ay. Jesli
jestesmy w przypadku rzeczywistym, to wybierzmy znaki ¢; tak, aby aje; = |a;|.
Wowczas

N N
. 1 1
@)l > ||Zajxm%u &% () = & 3l = Gll@)le
Jj=1 Jj=1

W przypadku, gdy a; sa zespolone bierzemy ciagi znakow e;, ¢’ dlaj € {1,..., N}
spelniajace

ajej = |[Rea;| + ilmaje; oraz aje; = Reaje; + i[lmay|.
Istnieja wowczas funkcjonaly z1,zo € C'Bx« takie, ze
* * /-
T (Tiny, ) = €5, T5(Tmy,) =€5 7 =1,...,N.

Zatem

al 1
” Zajl‘m%H > 2C l‘l +.’E2 ZaJxWMJ
j=1

N N N N
1
Y6l (D IRea;)? + (D Ima;)? + | (3 Rea;)? + (3 [Imay|)? | >
J j=1 J j=1
N N LN
Z|Reaj|+Z|Imaj| > %Z,/Rea?—i—lma? >
=1 j=1 j=1

1 Y 1
702 = 2C||(aj)Hll
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Zanim przejdziemy do zastosowan przypomnimy pewne fakty o przestrzeni
4.

Fakt 1.3.6. Przestrzen {1 ma nastepujgce wtasnosci.
1. Ma wtasno$é Schura (tzn. kazdy stabo zbiezny cigg jest silnie zbieiny).

2. Jest stabo ciggowo zupetna (tzn. kazdy staby cigg Cauchy’ego jest stabo
zbiezny).

Whiosek 1.3.7. Jesli X jest przestrzenia Banacha takq, Ze istnieje niezwarty
operator T : X — {1, to X zawiera izomorficzng kopie {1.

Dowdd. Z zatozenia T'(Bx) nie jest zbiorem catkowicie ograniczonym, a wiec

3 3V IT@n) = T(z)l

e>0 (z,)CBx m#n

WV

E.

Stad ciag (T'(x,))52, nie jest stabo zwarty i kazdy jego podciag tez nie jest sla-
bo zwarty (wlasno$¢ Schura). Ponadto, zaden podciag wymienionego wczedniej
ciggu nie moze by¢ stabym ciagiem Cauchy’ego (staba ciagowa zupelnosc). Wy-
nika stad rowniez, ze ciag (z,)52 ; nie ma stabego podciagu Cauchy’ego. Istotnie,
gdyby (zn,)52, byl takim podciagiem, to dla kazdego y* € (7 pamietajac, ze
y* oT € X* istnialaby granica

lim (y* o T)(xp,) = lim y*(Tzy,),

k—oo k—o0
a wiec (T'zp, )52, bytby stabym ciggiem Cauchy’ego, co przeczy wczesniejszym
wynikom. Wystarczy teraz zastosowa¢ twierdzenie Rosenthala. O

Zanim przejdziemy do nastepnego wniosku udowodnimy ciezki lemat topo-
logiczny.

Lemat 1.3.8. Niech P bedzie przestrzenig polskq (zupetng i osrodkowq prze-
strzeniq metryczng). Niech 1, oznacza topologie zbieznosci punktowej na C'(P,R)
i niech {fn}nen C C(P,R) oraz przyjmijmy

K={f,:neN}".
Wowczas nastepujgce warunki sq réwnowazne.

1. Kazdy f € K\ {f, : n € N} jest granicg punktowq pewnego podciggu
(fn)azr-

2. Kazdy podcigg (f,)32, ma podcigg punktowo zbiezny.

3. Kazda funkcja f € K jest borelowska (tzn. przeciwobrazy zbiordw otwar-
tych sq borelowskie).

Wniosek 1.3.9 (Odell&Rosenthal,1975). Niech X bedzie osrodkowq przestrze-
nig Banacha. Nastepujgce warunki sqg rownowazne.
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1. X nie zawiera izomorficznej kopii £1.
2. Kazdy element x** € Bx«~ jest stabg® granicq ciggu elementéow z Bx.
3. card(X**) = card(X) = c.

Dowdd. Implikacja 2. = 3. jest oczywista, gdyz ¢™ = ¢ (kazdy element z Bx«-
jest wyznaczony przez ciag elementéw z Bx).

Roéwniez nietrudno jest wykazaé¢ 3. = 1. wystarczy zauwazy¢, ze drugi operator
sprzezony jest réznowartoSciowy, o ile wyjsciowy operator jest réznowartoscio-
wy (w naszym przypadku jest to zanurzenie {1 w X), a wiec I*, C X**. Teraz
I, = M(PN), a ta ostatnia przestrzen jest oczywiscie mocy 2¢ (mamy tam delty
Diraca we wszystkich punktach SN, ktore ma moc 2¢). Mozna réwniez postepo-
wac inaczej (sprawdzimy to na ¢wiczeniach): £1(¢) — loo, co dowodzi iz I’ ma
loo(¢) jako ilorazows, a ta ostatnia ma moc 2, czyli card(X**) > 2°.
Przechodzimy do dowodu implikacji 1. = 2.. Rozwazmy przestrzen topologiczna
(B%,w"). Z osrodkowosci X wiemy, ze jest to przestrzen metryczna. Ponadto
jest to przestrzen zwarta (twierdzenie Banacha-Alaoglu), a wiec réwniez zupeina
i osrodkowa. Wezmy zbior przeliczalny {z,, : n € N} gesty w Bx. Z twierdzenia
Goldstina (utozsamiamy tutaj elementy x € X z elementami w X** otrzyma-
nymi przez kanoniczne wilozenie)

{zn:n€ N}w = Bx-«-.

Myslac o elementach z,, jako o rzeczywistych funkcjach ciagltych na (B%,w*) i
zauwazajac, ze w takim ujeciu staba* topologia odpowiada zbieznosci punktowej
bedziemy mogli zastosowaé ostatni lemat. Istotnie, gdyby punkt 2. nie zachodzit,
to z poprzedniego lematu istniatby podciag (z,, )%, bez podciagu punktowo
zbieznego. Oznacza to, ze dla kazdego podciagu (zn,, )72, ciagu (2,, )32, istnieje
x* € By~ taki, ze nie istnieje granica

lim zy, (2*) := limz*(xy,).

l—o0 l
To jednak dowodzi, iz ciag (x,, )72, nie ma zadnego stabego podciggu Cau-
chy’ego, a wiec z twierdzenia Rosenthala w X znajdziemy izomorficzna kopie
ly. O

2 Wyklad 3
2.1 Wlasnosci baz

Bedziemy zajmowac sie teraz ciagami bazowymi. Staty bazowa bedziemy ozna-
czacé przez K.

Definicja 2.1.1. Niech (z,)32, C X oraz (y,)52,; C Y beda ciagami bazo-
wymi. Powiemy, 7e sa one kongruentne w odniesieniu do (X,Y), gdy istnieje
liniowy izomorfizm T : X — Y taki, ze Tz, = y, (to jest silniejsza wlasnosé niz
réwnowaznosc).
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Twierdzenie 2.1.2 (Zasada malych zaburzen). Niech (z,) C X bedzie ciggiem
bazowym ze statq bazowq K oraz niech (y,) C X bedzie ciggiem takim, ze

0 .=2K < 1.
Z IIan

Wowezas (yy) jest ciggiem bazowym oraz () i (yn) sq kongruentne. Co wiecej
statq bazowq dla ciggu (y,) mozna dobraé < (1+6)(1 —0)"'K.

Dowdd. Mamy ||z3]| - ||z1|] < K oraz [|z]| - ||zn|] < 2K dla n > 2. Niech
A : X — X bedzie okreslony wzorem

) =2+ ) (@) (Yn — zn),

gdzie Ei jest dowolnym rozszerzeniem x;, do elementu z X*. Otrzymujemy

|0 =yl
|| Az]] < |I$H+§ ] - [l - ﬁ H” :
’I’L

Zatem ||A|| < 1+ 6, astad ||[A—1I|]| < 0 < 1, a wiec A jest operatorem
odwracalnym, co koriczy dowod (oczyw1501e Az, = yp). O

Definicja 2.1.3. Niech (e,) C X bedzie ciggiem bazowym i niech 0 = py <
p1 < p2 < .... Wowczas kazdy ciag niezerowych wektoréw (u,) postaci

Pn

Up = E a;€;

J=Pn-1+1
bedziemy nazywaé¢ blokowym ciggiem bazowym.

Twierdzenie 2.1.4 (Bessaga-Pelczyniski). Niech (e,,) bedzie bazq w przestrzeni
Banacha X oraz niech cigg (x,) spetnia warunki:

1. inf||zy,|| >0
2. lim,, o €} (z,) = 0 dla kazdego k € N.

Wowczas istnieje podciqg (t,,) kongruentny do pewnego blokowego ciggu bazo-
wego utworzonego z (e,) (mozna tutaj powickszyé statq bazowgq jedynie o dowolne
e>0).

Dowdd. Niech a = inf||z,|| > 0 i niech v € (0, ). Konstruujemy wedrujacy
garb otrzymujac podciag (z,,) C X oraz ciag (ry) C N tak, aby
vk
k\g’NHST 1%, || < ﬁ oraz ||zn, — Sr.Tn, || < CTa
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Kladziemy ro = 0 oraz n; = 1 i wybieramy r; € N tak, aby ||S,, 1 — z1|| bylo

odpowiednio mate. Z zalozenia

lim S, z, =0,

n—oo

wiec mozemy wybraé ny > ny tak, aby ||Sy, 2, || bylo dostatecznie mate i bie-
rzemy ro € N, aby zapewni¢ sobie stosowna nieréwnos¢ na ||

tynuujac te procedure otrzymamy ciag yi := Sr, Tn, —
trojkata mamy
vFa : v

o = o | < 22§ e [l > o= o >

Ponadto,
llyr = n,ll _ CINS kL
2K Z T 2(1 —v) Z v
Yk
=1

a wiec (x,, ) jest kongruentny z (yy).

) —JJ2|| Kon-

Sry_1Tn,,- £ nieréwnosci
(1 —-v)a>0.

<1,
(1- v)2

Wprowadzimy teraz pewne ograniczenia na rozwazane bazy.

Definicja 2.1.5. Baze (e,)52; bedziemy nazywaé kurczaca, jesli (e} )22, jest

baza X*, czyli [eX] = X*.

n

Uwaga 2.1.6. Ciag (e}) jest bazowy dla H := [e}] C X*. Ponadto H = {z* €

L |ShEt — || — 0},

Na wszelki wypadek sprawdzimy jeszcze posta¢ Sy

) N
<z, Syrt >=< Sy Y _er(w)en,at >=< > eila

k=1
wiec

o0
Syr® = Z x*(eg)er
k=1

Zauwazmy jeszcze, ze

ek, x* >,

sup [|SN||g—m < sup [|SN|[x+—x+ = sup |[Sn|| = K
N N N

Stwierdzenie 2.1.7. Niech (e,) C X bedzie ciagiem bazowym ze statq K.
Wowczas H = [ef] C X* jest K—! normujgcy dla X, czyli

|||z = sup{[h(z)| : h € H,|[h]| <

1}

spetnia 7=||z|| < ||z||m < ||#||. W szczegdlnosci, odwzorowanie x — j(x)|g € H*

jest izomorficznym wtozZeniem.
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Dowdd. Niech z € X oraz wezmy z* € Sx- takie, ze z*(x) = ||z||. Wowczas

[(Sxa™)z| _ [(Sxa™)z]
K 157zl

< sup{[h(z)]: h € H,||n]] <1} = [lz|[a.

Z drugiej strony,

Nastepne stwierdzenie wyjasni nazwe "baza kurczaca".

Stwierdzenie 2.1.8. Baza (€,)5% C X jest kurczqca wtedy i tylko wtedy, gdy

Nlim 2" (en]nsn || = O dla kazdego x* € X™.

Dowdd. Jesli (e,,) jest kurczaca, to piszemy z* = (z* — Sya*) + Sya* i mamy

[|z* < " = Syat)| I = [l" = Sya*|| — 0.

|[en}n>N|| [en]n>N

W druga strone, niech z* € X*. Pokazemy, ze Sy x* — z*. Istotnie, dla dowol-
nego z € X mamy

(@ = Sk )] = |e* (Ix- — Sw)(@)] = e[, 1, (T = Sn)(@)] <

< fe”

[En]n>NH : HI - SN” — 0.
O

Definicja 2.1.9. Baza (e,) C X jest ograniczenie zupelna, gdy dla dowolnego
ciagu skalarow (a,,), jesli

N

g ap€k

k=1

sup
N

< 00,

to szereg > ayey, zbiega w X.

Przyklad 2.1.10. (e,) C {,, 1 < p < o0 sa ograniczenie zupetne i kurczace.
(en) C £1 jest ograniczenie zupelna, ale nie jest kurczaca.

(en) C co nie jest ani kurczaca, ani ograniczenie zupelna.

(fn) Cco, fn =e€1+...e, jest kurczaca, ale nie ograniczenie zupelna.

Twierdzenie 2.1.11. Niech (e, e)) bedzie bazq w X. Wowczas nastepujace
warunki sqg réwnowazne.

1. e, jest ograniczenie zupetna.
2. ey, jest kurczgca.

3. Odwzorowanie j : X — H™* jest izomorfizmem "na”, czyli X ~ H*.
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Dowdd. 1 = 3. Wystarczy pokazaé, ze j jest "na". W tym celu wezmy h* € H*

oraz rozwazmy ciag
oo
{Z h*(x})jz; } .
n=1

Korzystajac z tego, ze (jrn,x))52, jest uktadem biortogonalnym otrzymujemy

IIZh* i)zl z- = [|h*]] sup HZJ% )il =

[1z]|<1 =1
\|h*|||SU‘lP ||Z Jzi || < KI[h*]].
Z <1

Poniewaz j jest izomorfizmem ciag

{Z h*(xék)xi}
i=1 n=1

jest takze ograniczony, wiec korzystajac z ograniczonej zupetnosci jst on zbiezny
do pewnego elementu xz € X. Latwo sprawdzi¢, ze j(z) = h*.

3 = 2. To jest oczywiste, bo (e}, je,)>2; jest ukladem biortogonalnym oraz
[i(en)] = H*, co 7 definicji oznacza, iz (e) jest kurczaca.

2. = 1 Zalézmy, ze

sup I Z anenl| < oo.

n=1

Normy w H* oraz w X sg rownowazne, wiec z twierdzenia Banacha - Alaoglu
istnieje staby™ punkt skupienia h* € H* zbioru

N o0
{Z an](en)} .
n=1 N=1

Z drugiej strony, skoro (e}) jest kurczaca, to

Zh* * jen

Teraz otrzymujemy h*(e’) = a,, a wiec przypominajac sobie raz jeszcze, iz
normy w X oraz w H* s rGwnowazne otrzymujemy zbieznosé szeregu

oo
g Anén.

n=1
O

Przechodzimy do twierdzenia charakteryzujacego przestrzenie refleksywne w
jezyku wtasnoéci baz.
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Twierdzenie 2.1.12 (James,1951). Niech X bedzie przestrzeniq Banacha z
bazg (en). Wowczas X jest refleksywna wtedy i tylko wtedy, gdy (e,) jest ogra-
niczenie zupetna i kurczgca.

Dowdd. = Pozostawione jako ¢wiczenie.
< Latwe - skoro (e,,) jest kurczaca, to H = [e}] = X* 1z ograniczonej zupelnosci
j: X — H* = X" jest "na". O

3 Wyktady 4-8

3.1 Przestrzenie Tsirelsona zwykle i mieszane

Definicja 3.1.1 (Tsirelson 1974, Figiel-Johnson 1974). Przestrzenia Tsirelsona
T bedziemy nazywaé uzupelnienie cgg wzgledem jedynej normy ||-||r spelniajacej
warunek

1 m
lzll7 = max{[[]|e0, 5 sup || Ejz||r} dla @ € coo (5)
j=1
Tutaj E, = xgx, a supremum jest wziete po wszystkich rodzinach skornczonych
zbiorow FE; takich, ze m < Fy < ... E,,.
Trzeba uzasadnié¢, ze taka norma w ogoéle istnieje oraz jej jedynosé.

Uwaga 3.1.2. Istnieje jedyna norma spekiajaca (5).

Dowdd. Niech ||z]|o = ||z||co oraz dla n > 0 polézmy

1 n
[[2]ln+1 = max{|z][s, 5 sup Y || Ejalln}
j=1

Wowczas
l2lloe = llzllo < [zl < - .. < [[2lln < - < ll2]ln.

Ciag rosnacy i ograniczony ma granice, wiec mozemy przyjaé (formalnie trzeba
by sprawdzi¢, ze to dziala)

lellr = lim_[fz]],.

Przechodzimy do dowodu jednoznacznosci. Zatézmy, ze || - || spelnia (5). Wow-
czas przez indukcje otrzymujemy nieréwnosc || - ||" = || - ||, dla n € N | wiec
[|-1I" = || - ||7- Teraz, jesli dla pewnego = € ¢op mamy ||z||" > ||z||T, to mogli-
bySmy wybraé¢ x o najmniejszym nosniku, co jest niemozliwe. O

Twierdzenie 3.1.3 (¢1-Jamesa o dystorsji). Zatdzmy, ze X zawiera izomorficz-
ng kopie I* i niech (1,)°°, C X bedzie znormalizowanym ciagiem réwnowaznym
bazie kanonicznej (e,)°%, w l'. Wowczas

n n
V 3= lal <1 aguil <3 lagl,
j=1 Jj=1

€>0 (yn)
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gdzie (yn)S% jest znormalizowanym blokowym ciggiem bazowym utworzonym z
(e’ﬂ)n 1

Dowdd. Teza twierdzenia jest réwnowazna nastepujacemu zdaniu: istnieje nor-
ma na ||| - ||| na I! taka, ze

3 3 (@ —e)Mllyll < llylll < Mllyll,
M>0Scit

gdzie S jest nieskoriczenie wymiarowa podprzestrzenia.
Okreslmy

=inf{m >0: Z lag| < m|| Zakmkﬂ
dla wszystkich (an)ne; € coo,ar =0 dla k<n+1}.

Wida¢ od razu, ze
My >My,>...>21.

Mozemy wiec okresli¢ M jako granice ciagu M,,. Wezmy teraz po € N spelniajace
1

M,, < (1 —¢e)"2M. Dla kazdego n € N istnieje blok {p,—1 +1,...,p,} C Ni

pewne skalary b; (p,—1 < j < pp) takie, ze

Dn DPn Pn

1
(T—ezM| > bzll< D Il <M > byl
Jj=pn-1+1 J=Pn-1+1 J=pn-1t+1
Przyjmujemy
Dn
Yn = Z bj:cj.
Jj=pn-1+1

Woéwecezas

N . D;

IEIEEREID oD St

j=1 i=pj_1+1
Teraz

Pj
lagl D (bl < Myl agy;ll
i=pj-1+1

a zatem

O

Twierdzenie 3.1.4. Przestrzen Tsirelsona nie zawiera izomorficznej kopii co i
Ly dlal < p<oo.
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Dowdd. 1. Zalézmy, ze ¢y — T lub ¢, — T dla pewnego p € (1,00). Z twierdze-
nia Bessagi i Pelczyniskiego mozemy zalozy¢, ze istnieje (£,)22, C T znormali-
zowany blokowy ciag bazowy, ktory jest podciagiem bazy kanonicznej (e,)22
w T réwnowazny z bazg kanoniczng w ¢y lub £,. Dla kazdego m € N mozemy
dobraé¢ n € N takie, ze supp(&mnt1), - - -, SUPP(Entm) jest dopuszezalnym ciggiem

zbioréw, wiec
m

5 < ||§m+1 . --£n+m||T'

Ostatnie wyrazenie mozemy oszacowac przez 1 w przypadku ¢y oraz przez mv
w przypadku £, co jest oczywistg sprzecznoscia.

2. Zaloimy, ze ¢, — T ice € (0, %) 7 twierdzenia Bessagi-Pelczynskiego i ¢;-
twierdzenia o dystorsji mozemy przyjac, iz istnieje znormalizowany blokowy ciag
bazowy utworzony z (e,,) C T spelniajacy

1Y aigll = (1—2)> lal, (6)
j=1 j=1

dla kazdego ciagu skalaréow (a,,). Rozwazmy

1 n
- Al )
€0+n253dan€N

Jj=1

Wezmy r € N takie, ze supp(&y) C [1,r]. Wowczas z (6) mamy
1 n
[0+ =D &l >2(1 - ).
j=1

Z faktu, ze (&,) maja rozlaczne nosniki wynika

1 n 1 n
6o+ = &l > lléo + = 3 €loo:
j=1 j=1

Definicja normy daje ciag zbioréw k < E; < ... Ey speliajacy

1< 1 1<
HfoJrEZEjH:§ZHE¢(50+EZQ)H-
Jj=1 j=1

i=1

Rozwazmy dwa przypadki.
a. Jesli wszystkie E; sa rozlaczne z supp(&p), to

n k n n
1 1 1 1
leo+ =D &l=5D lIE | =D & | I<I-D &ll<1,
7j=1 =1 J=1 j=1
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co jest wykluczone.
b. E;§y # 0 dla przynajmniej jednego i. Wowczas k < r. Liczymy

k n
%ZnEi@w%Z&jm <
k
[ ZZ 1Bl

=1 glzl

Istnieje co najwyzej k wektorow sposérod &;, ktérych noéniki przecinajg co naj-
mniej dwa przedzialy E;. W tym przypadku szacujemy brutalnie

k
1 1 1
%Z”Ezfj” < ﬁ||§j|| =
i=1
W drugim przypadku mamy n — k wektoréw i dla kazdego z nich prawda jest

k
1 1 1 1
E; B < —1g]| = —
n LB = 5Bl < 5l = 5

Zatem

—k r o nm-—r n—+r 3
1 — <1+ - =1 - <2
o+ Zﬁ]“ + = 2n +n+ 2n * o 27

co réwniez jest niemozliwe. O
Przechodzimy teraz do mieszanych przestrzeni Tsirelsona.

Definicja 3.1.5. Niech M C [N]<* bedzie zwarta rodzing zawierajaca sin-
gletony i zamknieta na branie podzbioréw oraz niech 8 € (0,1). Przestrzen
Tsirelsona T'(M, 0) okreslamy jako uzupelnienie cop w normie

n
1]l 7(a,0) = max{||z]|oc, O 5up Y | Bjllran,0)}
j=1
gdzie supremum jest wziete po wszystkich M-dopuszczalnych ciagach przedzia-
tow {E; < ... < E,}, czyli takich, dla ktorych istnieje {mq,...,m,} € M,
mi <minF| <ms <minFs < ... <m, <mink,.
Dla ciagu zwartych rodzin { M}, spelniajacych powyzsze warunki i zbiezne-
go do zera ciagu {0, }°2 ; okreslamy mieszana przestrzen Tsirelsona T[(M.,,, 6,,)22 4]
jako uzupetnienie cgp w normie

k
[l = {[l#lloc, sup_~ sup 00 Y I1Ejzll.},

1<...< By,

gdzie supremum jest dla kazdego n brane po M,, dopuszczalnych ciaggach prze-
dziatow.
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Przyklad 3.1.6. 1. T =T(S, 1), gdzie S = {A C N: #A4 < min 4}.

2. Przyjmijmy A, = {A C N : #A4 < n}. Wtedy dostajemy T(A,,0) ~
co lub ¢, oraz

1

A o

)o2 1] — przestrzen Schlumprechta.

Uwaga 3.1.7. Bedziemy uzywac zbior6w normujacych W (M, 0) i W[(M.,,, 6,,)52 4],
ktore sa scharakteryzowane przez nastepujace dwie wlasnosci.

1. Zawieraja *ej dla k € N.

2. Sg domkniegte wzgledem (M, 0) operacji (My,60,) dla n € N, odpowied-
nio), czyli dla dowolnego ciagu f1,..., fk € W(M,0) z {suppf1 < ... <
suppfi } bedacego M-dopuszczalnym mamy f = 0(f1+...+fr) € W(M,0).

Wowczas

l|||7a,0) = sup{f(z) : f € W(M,0)}
[zl 7((My00)2 ) = sup{f(z) : f € W[(My,00)724]}

n=1

Twierdzenie 3.1.8 (Argyros - Deliyanni,1991). Niech {M,,}2, i {0,}52,
bedq takie jak wezesniej. Zatozimy, ze i(M,) > w lub i(M,) =r <w i 6, > L.
Wowczas mieszana przestrzen Tsirelsona X = T[(My,, 0,,)22 ] jest refleksywna.
Co wiecej, jesli zachodzi pierwszy przypadek, to €, nie zanurza sie izomorficznie
w X dlape(1,00).

Dowdd. Z twierdzenia Jamesa wystarczy sprawdzi¢, ze (e,)52; C X jest ogra-
niczenie zupelna i kurczaca.

Zaczynamy od tej pierwszej wlasnosci. Zaloézmy, ze teza jest falszywa. Wowczas
bez straty ogoélnosci, korzystajac z twierdzenia Bessagi - Pelczyniskiego mozemy
zaltozy¢, iz istnieje blok (z,) utworzony z (e,) spelniajacy

N
VoY zall <qoraz Y [laall > e
NeN T neN

Przyjmijmy i(M,,) = r i wezmy {ng} € M. Zalozenia o rodzinie M,, im-
plikuja istnienie podciagu (xx;)32; oraz nieskoriczonego zbioru {ng,n1,...} o
wlasnodciach n; < suppz; < nj41,

Y {no, nirt1, - N 1yr—1 € Mo
IEN

Zatem podciag (z},)3; ciagu (z,, )52, spetnia: dla kazdegol € N {z7,,{,... ,x’(lﬂ)r}
jest M,, dopuszczalny. Okreslmy

s
(1) _ 2 : /
Il = le_j.
Jj=1

22



Wowczas

1
V|| > HZHxMH Ore.

Teraz zamieniajac () na (331(1)) mozemy kontynuowaé¢ procedure otrzymujac

kolejne elementy (ml(k)) i Hxl(k)” > (0,7r)*c. Dla dostatecznie duzego k mamy

wiec ||xl(k)|| > 1, co w polaczeniu z 1-bezwarunkowoscia bazy (e,) daje zadana
sprzecznosc.

Przechodzimy do drugiej czeéci. Niech 6 := max#6, < 1. Niech W oznacza
zbiér normujacy w X * taki, jak w uwadze poprzedzajacej twierdzenie. Z ¢wiczen
wiemy, ze Bx+ = co(W). Pokazemy, ze dla m € N zachodzi Q,, f € 0Bx+, gdzie
Qm f jest ograniczeniem f do [e,]n>m. Wezmy na poczatek f € W i sprobujmy
znalez¢ m € N takie, ze Q[ € Oco(W). Niech (f™)52, € W oraz f* — f
punktowo.

L. Jesli f* = +ej dla nieskoriczenie wielu n, to koniec (wtedy f = +ej lub

f=0).
2. Mozemy zalozy¢, ze dla kazdego n € N zachodzi
f"=Qk, (I +. .+ f2)
imf <suppfi' <my <...<mg <suppfy .
3. Jesli kaj — 0, to {m? <. < mgn} € Mg, 1 f=0.

4. Mozemy przyjac, ze 0k, = 0j jest stale i wszystkie zbiory {m} < ... <
mgn} nalezag do pewnego My. Skoro My, jest zwarte, to istnieje {m; <
. <mg} € My, i mozemy przyjaé, iz m}* = m; oraz

n n
Y  mgy, — 00,mg g — 00.
neNiefl,...,d}

5. Zaobserwujmy teraz, ze f jest postaci
f=0(fi+...4+ faer1 +...).

Z ostatniego punktu Q,,,f = 0xfs € 0Bx- dla pewnych f; € W.
Rozwazmy teraz dowolne f € co(W) = Bx~. Z twierdzenia Choquetta

EVG /Gdu

peM (W

gdzie G jest funkcjonatem liniowym stabo*-cigglym. Wezmy pod uwage zbiory

Ap ={h €W :Quh € 0*co(W)}, m € N.
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Wowczas istnieje ng € N takie, ze u(A,,) > 0. Uzasadnimy teraz zdanie:
5Qnof € co(W). Zalézmy, ze tak nie jest, istnieje wtedy liniowy stabo* cia-
gly funkcjonal G speliajacy

sup{G(h) : h € co(W)} =1 oraz %G(Qmo(f)) > 1.

5@t = 5 [ G(@uduth ;(/ /W\Am><
1

: QZH(Amo)

Zatem

< (W\Amo) (175)<1'

S

e 9

O

Twierdzenie 3.1.9 (Bellenot 1986,Argyros - Deliyanni, 1992). Niech n € N ¢
rozwazmy przestrzenn X = T(A,,0), gdzie A, = {A C N: #A < n}. Wowczas

1. Jesli 0 < %, to X ~ cg.

|~

2. Jeslif > 5, 0=, to X =0, (; +5=1).

Y=

n

Dowdd. W pierwszym przypadku wystarczy udowodnic, ze || Y aje;|| < max; |a;],
co jest rOwnowazne

Zaje] max|aj|
fEW

Bedziemy uzywaé "analizy drzewkowej" f € W, czyli pewnego schematu (f;)ier C
W w formie drzewa okre§lonego poprzez warunki

e jedynym korzeniem jest fo =1,
o dla kazdego konicowego wezta t € T jest f; = *ej,

e jedli ¢ € T nie jest wezlem koricowym, to

fr=0>" fs

SES:

Przez indukcje otrzymujemy f = 60(f1 + ...+ f,). Teraz

f(z aje;) = Hij(Z a;e;) <0- nmax|al| max |a;|.
j=1

Przechodzimy do drugiego przypadku (wyraznie trudniejszego). Trzeba udowod-
ni¢, ze ||z|| < |[|z||,, dla z € coo. Ustalmy wiec f € W oraz drzewo f, czyli

YV =0 f.

teT SES}
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Zauwazmy, ze

(#S)7 < |2l

Stad
2 =03 f@) =03 fula,) <
seS seS
*Z\Ixel\p (ZIIMI”)
ni ges, sES

Pokazemy teraz, ze dla dowolnych skalaréw a; zachodzi nier6wnosé

1 1
iy — qp)*
1> asell > o= (X lasl)
Oszacujemy najpierw
! 1
Po.
1D rrell,
=1

gdzie rq,...,r; sa nieujemnymi liczbami wymiernymi. Niech r; = 2, sg = 0

oraz s; = ki + ...+ k;. Przyjmijmy réwniez

Sj

Dostajemy

l
0 1 U
IIIZHuJIIGJII >3 T”ZHUJ'H ||
ke o |
0 1, 01 /sin: 0 [ ’
5 T €i 2*7'(*)1): ;i T
5 ;”; 1255 (5) =57 [ 2m

W przedostatniej nieréwnosci skorzystalisémy z nastepujacego faktu, ktérego do-
wod teraz przedstawimy.

m m 1
P
VY el = (%)
neN T n

Wybierzmy zatem s € N tak, aby n® < m < n*t!. Polézmy
e; € W.
o1 Z
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Wowczas

m 1 n*® n’® s s+1 )
n’ E3 n r m\ p»
* 7 j—
1D el == | D e | | 2| ==—==n" =" >(E> '
i=1 \i= =1 n nr

Dalej, nalezatoby wykazaé nieréwnosé

l l
2
1D ajus] < gl > azell,
j=1 j=1

gdzie (‘/I’.k)§c=1 jest znormalizowanym ciagiem bazowym utworzonym z (ey)72 .
O
3.2 Dystorsowalno$é przestrzeni Schlumprechta

Zaczniemy od definicji.

Definicja 3.2.1. Niech (X, | -||) bedzie przestrzenia Banacha i niech A > 1.
Powiemy, ze X jest A-dystorsowalna, gdy istnieje réwnowazne przenormowanie
(X,]|-]) speliajace warunek:

. o

: Tl = Y >4
ot s {2l = ol 2y e v} 50
dimY =oco

Przypomnijmy, ze przestrzen Schlumprechta S to mieszana przestrzen Tsi-

relsona oo
1
T\ Any 7 :
(4 o),

Celem tego paragrafu jest udowodnienie, ze przestrzen S jest dowolnie dystor-
sowalna, tzn. jest A-dystorsowalna przy kazdym A > 1. Kluczowe bedzie tu
wykazanie istnienia pewnych specjalnych uktadéw podzbioréw Ss x Bs+ o wla-
sno$ciach wymienionych ponizej.

Definicja 3.2.2. Niech X bedzie przestrzenia unormowana i niech 4, C Sx
oraz A C Bx~ dlan € N. Pare ((4,,)2%, (A%)%2 ;) nazwiemy asymptotycznym
uktadem biortogonalnym ze statg § > 0, gdy spelnione sa nastepujace warunki

1. Dla kazdego n € N zbiér A,, jest asymptotyczny, czyli 4, NY # 0 dla
kazdej nieskoniczenie wymiarowej podprzestrzeni Y C X.

2. Dla wszelkich m,n € N, m # n, oraz dowolnych =z € A,,, z* € A}, mamy
|z*(x)] < 4.

3. Dla kazdego n € N iz € A, istnieje taki funkcjonal z* € A%, ze z*(x) >
1-94.
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Twierdzenie 3.2.3 (Gowers, Maurey, 1993). Niech 0 < § < % Jesli X jest
oSrodkowq przestrzeniq unormowang z asymptotycznym ukltadem biortogonal-
nym ze statqg §, to X mozna rownowaznie przenormowaé tak, aby nie zawierata

. 1 .
ona zZadnego 7355 bezwarunkowego ciggu bazowego.

Dowdd. Niech ((An)$2q, (A%)22,) bedzie asymptotycznym ukladem biortogo-
nalnym ze stalg § taka, jak w tresci twierdzenia. Z osrodkowosci X — dla kazdego
n € N istnieje taki zbidr przeliczalny Z¥ C A%, ze dla kazdego = € A, istnieje

z* € Z} speliajacy z*(z) > 1 — §. Polézmy

o0
7=z,
n=1

Niech

o: D (Z*)" - N
n=0

bedzie dowolna injekcja, (dziedzing jest tu zbiér wszystkich ciagéw skonczonych
o wyrazach ze zbioru Z*). Funkcjonal f € X* bedziemy nazywa¢ funkcjonatem
specjalnym dlugosci r € N, jezeli da si¢ zapisa¢ w postaci f = 27 + ...z}, przy
czym

2] € Zy oraz 27,4 € Z;(z;...,z;) dla kazdego j =1,...,r — 1.

Niech I',. oznacza zbioér wszystkich funkcjonaléw specjalnych dtugosci r. Przyj-
. 1 . .
mijmy r = [0~ 2] i okre§lmy nowa norme na X za pomoca wzoru

llll = maX{IIwI, T sup If(ff)} :
fers

Dla dowolnego liniowo niezaleznego ciagu (z,,)22; C X liniowo niezaleznych
wektorréw chcemy skonstruowac ciag (z;)32; wektoréw blokowych (wzgledem
ciagu (x,)%2 ) tak, aby

I

Z(—l)jz]

Jj=1

<4-

(r—1)

T
2%
Jj=1

Wynikac stad bedzie, ze (z,,)5; nie jest (“31) bezwarunkowy, co da nam teze,
poniewa (r —1)/4 > ——.

Niech X bedzie przestrzenia liniowa rozpieta przez wszystkie (z,)52 ;. Wow-
czas istnieje z; € XN A; oraz mozemy wziac z; € Z; spelniajace 27 (z1) > 1-94.
Dalej, niech X5 bedzie przestrzenia liniowa rozpieta przez te x;, ktére nie by-
ly potrzebne do wygenerowania z;. Znéw, istnieje zo € Xo N Aa(z;) oraz taki
z5 € Z;(ZI), 7e z3(z2) > 1 — 4. Kontynnujac te procedure, otrzymamy cia-

gi z1,...,2 Oraz 27,...,z; spemiajace [|z;]| = 1, 27(2;) > 1 —§ dla kazdego
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7=1,. ratakzezlelezHEZ( . )dlajzl,...w—l,azatem

[ARE L

T
Z z; €Ty
i=1

Udowodnimy teraz dwa oszacowania.

L 13752 2illl 2 2. Tstotnie,

sz 27“(2,2;‘) (sz>/ r(1—=298)—r(r—1)0) =r(r—1).

2. || Z;zl(—l)jzjm < r. Zauwazmy wpierw, ze wprost z nierdwnosci trojkata

mamy || Z;Zl(fl)jzjm < r. Aby oszacowa¢ drugi sktadnik pod znakiem mak-
simum w definicji normy ||-|||, ustalmy dowolny funkcjonal w* € T', i niech
w* = wi 4+ ...+ w’ bedzie jego przedstawieniem jak w definicji zbioru I',.
Okreslmy

t=max{i € {1,...,r}: w; =z}

Zauwazmy, ze |w](z;)| < 6, gdy @ # j, badz gdy i = j > t+1; wynika to z faktu,
ze o jest roznowartosciowa. Mamy tez 1 — 0 < wj(z;) < 1 dla ¢ < ¢. Zatem

t
Z 7 (25)

r

D (Dw

+ |wiyq (ze1)] + Z [wj (2;)]] <

j=1 Jj=t+2
<1+%+1+57’§2(1+5T),
skad
w” (Z(—U%) <D Wi (z)] + Y Jwi(z)] < 2(1+ 6r) + br(r — 1).
Jj=1 Jj=1 1#]

W konsekwencji

T

D (=1)z

Jj=1

< max{r, r(2(140r) 4+ or(r — 1))} < 4r,

co koniczy dowdd. O

Aby udowodni¢ dystorsowalno$¢ przestrzeni Schlumprechta S wystarczy wiec
wykazac, ze dla dowolnego § > 0 istnieje w niej asymptotyczny uktad biortogo-
nalny ze stalg d, a tak naprawde — ze uktady takie istnieja w samej przestrzeni
(coo, ||-]|s), ktorej uzupelnieniem jest przestrzen S.

Dla dalszych celéow, zwiazanych z konstrukcja Gowersa—Maureya, ktora zaj-
miemy sie w nastepnej kolejnosci, wygodnie bedzie postugiwaé sie nie tyle sama
funkcja log, (2 + 1), co cala klasa pewnych specjalnych funkcji.
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Definicja 3.2.4. Niech F bedzie klasg funkcji f: [1,00) — [1, 00) speliajacych
nastepujace warunki:

1. f(1) =1oraz f(x) <z dla z > 1;

2. f /" oo przy x — oo;

3. lim,; oo 2P f(x) = 0 dla kazdego p > 0;
4. % jest wklesta i rosnaca;

5. f jest podmultiplikatywna, tzn. f(zy) < f(x)f(y) dla z,y € [1, c0).

Niech X bedzie klasa wszystkich przestrzeni unormowanych X = (cqo, ||-||), dla
ktorych (e)S2; jest znormalizowana baza monotoniczna (jest to baza o stalej
bazowej rownej 1). Dla X € X oraz f € F powiemy, ze X € X spetnia dolne
f-oszacowanie, jezeli

N
1
||| = sup{f(N) g |Ejz||: By < ...< E, sa przedziatami w N}.
i=1

Zauwazmy, ze w tym przypadku (e, )2, jest baza bimonotoniczna, tzn. ||Ex| <
lz|| dla kazdego x € X i kazdego (skoniczonego lub nie) przedziatu E C N.

Wprowadzimy jeszcze jedna definicje (dla z,y € coo piszemy z < y, jezeli
supp(xz) < supp(y)).

Definicja 3.2.5. Niech X € X. Wektor x € X nazwiemy E’f+—§redniq ze statq
C > 0,jesli ||| =1 oraz © = x1 + ... + xk, przy czym 1 < ... < I oraz
||| < Ck~' dla1 < i < k. Podobnie, wektor « € X nazwiemy ¢} -wektorem ze
statq C, jedli jest wielokrotnoscia pewnej /% | -fredniej ze staly C, a wiec wtedy,
gdy © = 21 +...+ 1z dla pewnych 21 < ... <z, spehiajacych ||x;|| < Ck~1|z||
dla1<i<k.

Lemat 3.2.6. Niech f € F oraz niech X € X spetnia dolne f-oszacowanie.
Wowczas dla dowolnych n € N i C > 1 kazda podprzestrzen blokowa Y C X
zawiera (7, -Sredniq ze statq C.

Dowdd. Wezmy k € N tak duze, aby C* > f(n*) (istnienie k gwarantuje nam
warunek 3 z definicji rodziny F) i potézmy N = n*. Rozwazmy dowolne wektory
jednostkowe 1 < ... < xzy w Y orazich sume x = x1 +...+ 2. Dla dowolnego
0 < i < k podzielmy przedzial {1,2,...,n*} na n*~% kolejnych czesci dtugosci
n® i okreglmy
jn'
x(i,j) = Z z, dlaj=1,...,nFL
t=(j—1)n*+1

Zatozmy, ze dla kazdej pary (i,7) jak wyzej wektor x(i, j) nie jest £, -wektorem.

Wowczas
V1> =1, Cnt

1< <nk—1
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Mamy takze

(1, jr2)ll > [=(2,5)] - Cn~t.
1<nb=1 (—Dnt1<i12<in

Przez prosta indukcje otrzymujemy wiec:

Vo =)l < Ot

I N A
W szczegolnosci,

lz]| = lz(k, )| < C~*n* = C7N.
Poniewaz jednak X spelnia dolne f-oszacowanie, mamy ||z| > Nf(N)~!, co
daje sprzeczno$¢ wobec wyboru liczby k. 0

Lemat 3.2.7. Niech M, N € N oraz C > 1. Niech takie X € X oraz x € X
bedzie Zﬁ_—wektorem ze statq C. Wowczas, dla dowolnych przedziatow E; <
... < Epr mamy

M
oM
E. <0(1 —) .
;H | t [l

Dowdd. Mozemy zaltozyé, ze ||x|| = N. Niech x = z1 + ... + ay, gdzie 1 <
...<xy oraz ||z;|| < C dla1 < j < N. Dla dowolnego j € {1,..., M} mamy

>, =

Ej(zi)#0

|E,x| < < C-#{i : supp(z;) C E;} +2C.

Zauwazmy tez, ze

M

> #{i:supp(z;) C E;} <N,

j=1
a wiec po zsumowaniu poprzednich nieréwnosci stronami (dla j = 1,..., M)
otrzymujemy teze. O

Nastepujaca definicja ma kluczowe znaczenie dla dowodu twierdzenia

Definicja 3.2.8. Powiemy, ze ciag z1 < ... < xny wektoréw przestrzeni X € X
jest ciggiem szybkorosngcym ze statg 1+ ¢ (o diugosci N), jezeli dla kazdego i €
{1,..., N} wektor z; jest (]’ -Srednig ze stalg 1+ ¢, przy czym liczby naturalne
n; spelniaja nastepujace warunki:

My (%)
ny > 2(1+¢) S0 (SR1)
%/ f(ng) = #supp(zx_1), (SR2)
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przy czym My (z) := f~1(362?%). Wektorem szybkorosngcym (ze statq 1+¢ o dtu-
gosci N) nazywac bedziemy sume szybkorosnacego ciagu (ze stala 1+ ¢ o dlu-
gosci N).

Niech M € N oraz g € F. Funkcjonal x* € X* nazwiemy (M, g)-formg, jesli
lz*|| < 1 oraz

‘Plﬂi

.
Zj
Jj=1

dla pewnego ciagu niezerowych funkcjonatéw zi < ... < 3, spelniajacych
lz| < g(M)~tdlal<i< M.

Lemat 3.2.9. Niech f,g € F, g > f% 1 niech X € X spetnia dolne f-
oszacowanie. Niech ¢ > 0, x1,...,xn - szybkorosngcy wektor ze stalg 1 + ¢
i niech x = " x;. Niech x* bedzie (M, g) formg z M > My (%). Wowczas, dla
dowolnego przedziatu E mamy |z*(Fz)| < 14+e+¢'.

Dowdd. Na poczatku dowodu zauwazmy, ze mozemy opudci¢ przedziat E w
dowodzone]j tezie, jako ze z*(Ex) = (Ez*)(x), a funkcjonal Ex* réwniez ma
przedstawienie jako suma M skladnikéw o rosnacych nosnikach, ktérych normy
nie przekraczaja g(M)~1L.

Dla i € {1,..., N}, niech n; bedzie maksymalnym n takim, ze z; jest I7,
sumg ze stala 1 + . Polézmy E; = ran(z}) (najmniejszy przedzial zawierajacy
suppz}). Wowczas

L, bo [[z7|], [l < 1,

()] <
| < g(M)™" < f(M)~3,

|51

Stad dla kazdego i € {1,..., N}

|2* ()| < *%ZHE zill. (7)

Niech ¢t = max{i : n; < M }. Mamy oczywiscie

Z\x* ()] + |z*(x)| + Z |x* (2;)]

1=t+1

Powracajac do (7) bedziemy szacowa¢ dwa ostatnie sktadniki. Z poprzedniego
lematu dostajemy

Nl

*(z4)] + Z 2% ()] <14 (14 )(1+2Mn; ) f(M)"2 < 3(1+¢e)f(M)" 2.
i=t+1

Aby ograniczyé pierwszg czes$é zauwazmy, ze z definicji ciagu szybkorosngcego

™
~
~

FE#supp(ai_1)) < = f(ny)? <

[\
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a takze

f(#supp(zi—1)) < 27 f(#supp(ws—1)) dlai = 2,3... ¢t — 1.

Z dolnego f oszacowania otrzymujemy wiec nieréwnosé

S ,
Z|x (z4)] \5 Z+...<5.

Ostatecznie,
N
< |t (ma)| <€+ 143(1+e) (N —t)f(M)72 <
i=1
e g(1+¢)
<14¢ 1 N — <14+ ~—2K
+e +3(1+¢) N +e&' + 5
<14¢€ +e.

O

‘Whniosek 3.2.10. Przy poprzednich zatozeniach, dla kazdego ciggu przedziatow
FEi < ... < Ey mamy

M
1
WZHijH <l+e+e
j=1
Dowdd. Niech z7 bedzie funkcjonalem podpierajacym Ejz i okreslmy
| M
M) 2.7
j=1

Teraz wystarczy zauwazyz, ze jest to forma. O

Wprowadzimy teraz troche notacji. Niech z; < ... < xy bedzie szybko
rosnacym ciggiem. Dla kazdego i € N okres§lamy n; jako najwieksze n € N takie,
ze x; jest 17, $rednig. Dla dowolnego przedziatu E okreslamy dtugos¢ A\(E) za
pomoca wzoru

MNE)=jg —ip+ (SE - e ) gdzie

je Mg
ig = min{i : Ex; # 0},
Jjp =max{j : Ex; # 0},
rg =min{r : Ex;, , # 0},
sp = max{s: Fxj, s # 0}.
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Lemat 3.2.11. Niech f,ge F, g > f%, X € X spetnia dolne f-oszacowanie,
e > 01 niech xr1 < ... < xn bedzie szybko rosngcym ciggiem ze statg 1 + €.
Zatozmy, zZe

[|Ex|| < sup{|z*(Ex)| : z* jest (M, g)-formq z M > 2}
dla kazdego przedziatu z \(E) > 1. Wowczas ||z|| < (1+¢+ €& )Ng(N)~L.

Dowdd. Okreslmy funkcje G : [0,00) +— [0,00) za pomoca wzoru G(z) =
fraczg(z) dla © > 1 oraz G(z) = x dla = € [0,1). Bedziemy dazyli do do-
wodu silniejszej tezy.
(1) ||Ez|]| £ 1+ e+ €)GA(E)), gdy A(E) jest dostatecznie duze (wtedy wez-
miemy FE spelniajace A(E) = N).
Zatem, jesli

(L +e)ME) +n771) < (1+e+e)AE),
czyli jezeli
(2) ME) = 72,
to ||[Bz|| < (1+e+&)A(E). Stad (1) zachodzi dla kazdego E z \(E) > = i
AME) < 1.7Z (3.2.11) mamy ||Ez|| = |x*(Ex)| dla pewnej (M, g) formy,

Okres§lmy E; = ran(z}) N E (pracujemy z E speliajacymi A(E) > 1). Wowczas

M
1Bz|| < g(M)™" ) || Bz,
i=1

a z bimotonicznosci bazy (e,) mozemy zalozy¢, ze E; pokrywaja E. To jest
koniec, jesli M > My (s—]\,’) Przyjmijmy zatem, iz M < My (g) Zalézmy teraz,
ze teza lematu jest falszywa i niech F bedzie minimalnym przedzialem o A-
dtugosci > 1, dla ktérego (3.2.11) nie zachodzi. Napiszmy

G(M) .
|1Ez]] < —7 SOlEwl|+ > [|Ezl| |, edzie

icA jEB
1+e

€’n1 ’

A={i:1< i< M oraz A\(E;) <
B={1,...,M}\ A.
Z minimalnosci E dostajemy inkluzje

B {it||Eax| < (1+e+)GAE))}

Wprowadzmy parametr ¢t = #Tf i zauwazmy, ze t < 1. W zwiazku z tym, mozemy

przyja¢ M < M; (g) Z warunku definiujacego ciag szybko rosnacy,
2(1+¢) N 20 +e)M
ny 2 —— — | > —F
T\e e f1(1)

e'f'(1)
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Stad
1+e 2M

1>
E/Tll f/(l)
Jesli A ={1,..., M}, to mieliby§my \(E;) < 37 dla kazdego i. Zatem

N | =

M
ME)— L < S AE) <
nq —1

To daje
1 M 1 1
AME)< =4+ —<=-4=-=1
(E) < 2 + ni < 2 + 2 ’
co jest oczekiwang sprzecznoscia.

Powracajac do naszego oszacowania na ||Ez|| otrzymujemy

D lIEwl < (#A)(1 +e) (”E v 1)

e'n n
icA 1 1

_ (#A)(1+e+a’)1€%f.

Takze,
DBz < (1+e+) Y GAE)) <

JjeB JjeB
/ A(E)
bo G jest wklesta i
> ME)) < AE).
j=1

Zatem,

|Ez|| < (14+e+¢€) (W +(1-t)GM)- -G <MA_(1A>) <
1+e+¢) (Wﬂl—t)a (i(_ED) :

Z warunku okreslajacego ciag szybko rosnacy dostajemy

N /
(#“3(;“) <. (1+52/Zf(5') <1 fél) < td(D).
Dalej,
W+ (=06 ($5) =60 - ¢ ) + 106 (35 ) < 6OE)

z wklestosci G. Ostatecznie dostajemy ||Ez|| < 14+e+¢’, co koniczy dowod. [
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Mozemy teraz powrdci¢ do dowodu twierdzenia Schlumprechta o dystorso-
walnosci. Niech 6 € (0,1). W oparciu o poprzednie rozwazania wystarczy poka-
zaé, ze S zawiera asymptotyczny uktad biortogonalny ze stata é.

Niech N; < Nj < ... bedzie ciagiem skalaréw spelniajacych
f(N1) 8

5 , _
N, <3 F(N) > =i Nj > My(2N;-q) dla j > 2.

Zdefiniujemy najpierw zbiory Ay i Aj.

Ny,
Ak:{m=Zajj:Hm||:lix1<...<xN

j=1
jest niewiaksza niz N wielokrotnoscig szybkorosnacego ciggu ze stala 1 + 5}
k
Ny,
Ay ={a" = f(Ne) ") Jaja) <. <ahy, ill2)]] < 1dlal<j< Ny}
j=1

Wiemy juz, ze Ay jest asymptotyczne. Teraz, ustalmy k € N i wezmy x € Ay
oraz y* € Aj dla k # j (oczywiscie y* jest (N, f) forma). Rozwazmy dwa
przypadki.

1. Jesli j > k, to z Lematu 3.2.9 zastosowanego z ¢ = % oraz obserwacji N; >
My (k) dostajemy

e/

J(Ng)
Ni

2. W przypadku, gdy j < k w oparciu o Lemat 3.2.11 mamy dla kazdego A C
{1, Ne}

y (@) <28 <5,

_ C#A (Vi)
12 =02 0

icA
Jesli #A > /Ny, to prawa strona jest niewieksza niz 4(#A)Nl;1. Stad, gdy
podzielimy x na /Ny kolejnych czesci o dtugosci v/ N, to widzimy, ze x jest

l{/J:T’“' $rednig ze stalg 4. Z Lematu 3.2.7 mamy

v @) < SON) A0+ 2NN ) <BF(N) <
Ostatecznie, dla ustalonego x € A, x =21 + ...+ xn, z Lematu 3.2.9
]l < (14 6)Nef (Ni) ™[] dla kaidego i.
Niech z} bedzie funkcjonalem podpierajacym dla z; i niech

N
2" f(Ne) ™) af € Aj,
=1

co prowadzi do z*(x) > (1 +6)~! > 1 —§ i koriczy dow6d twierdzenia Schlum-
prechta.
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