5 Wyklady 12-13: PROBLEM SCHROEDERA-BERNSTEINA
DLA PRZESTRZENI BANACHA

5.1 Konstrukcja i przygotowanie

Zajmiemy sie teraz podanym w 1996 roku przez Gowersa kontrprzyktadem do
wlasnosci Schroedera-Bernsteina dla przestrzeni Banacha. Chodzi o skonstru-
owanie takich dwoch przestrzeni Banacha X 1Y, ze X jest izomorficzna z pewna
komplementarng podprzestrzenia Y, Y jest izomorficzna z pewng komplemen-
tarng podprzestrzeniag X, a mimo to, X i Y nie sa izomorficzne. Zauwazmy, ze
wystarczy w tym celu okresli¢ przestrzen Banacha Z, ktéra bytaby izomorficzna
ze swoim sze§cianem, ale nie ze swoim kwadratem, a nastepnie przyja¢ X = Z
iY=ZaZ.

Przypomnijmy tu twierdzenie o wspoélnym ciagu przyblizonych wektoréw
wtasnych.

Twierdzenie 5.1.1. Niech Y bedzie dowolng podprzestrzeniqg blokowg przestrze-
ni Xgu i niech (yn)52, C Y bedzie takim ciggiem, ze dla kazdego n € N wektor
Yn jest L7, -Sredniq ze stalq 1 + c/4, przy czym € = %. Wowczas dla kazdego
operatora T' € B(Xanr) istnieje taka liczba A € R, Ze

T(yn) — Ayn P 0.

Co wiecej, liczba ta zalezy wytacznie od T (tj. nie zalezy od wyboru blokowego
ciggu (yn)pzy {1 -$rednich). Ponadto wystarczy, aby T byt okreslony tylko na
Y.

Twierdzenie 5.1.2 (Gowers, 1996). Istnieje taka przestrzeri Banacha Z, Ze
127D Z orazZ FZGZ.

Na poczatek opiszemy definicje przestrzeni Z oraz omowimy ogdlng strate-
gie dowodu twierdzenia 5.1.2. Gléwnym sktadnikiem konstrukcji jest przestrzen
Gowersa-Maureya; od tej pory symbolem X oznaczamy wlasnie przestrzen Xgm
rozwazang nad ciatem R. Przypomnijmy tu dwie kluczowe wlasnosci tej prze-
strzeni, ktére beda dalej wykorzystywane:

(a) Jesli 1 < ... < zp jest ciagiem wektorow blokowych w X, to
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(jest to po prostu dolne f-oszacowanie dla przestrzeni X).
(b) Dla kazdego operatora T' € #(X) istnieje taka liczba A € R, ze

T(xy) — Ax,, —— 0
n—oo
dla kazdego ciggu (7, -$rednich z,, ze stalg 14+-¢/4, gdzie ¢ = %, wybranych
z dowolnej podprzestrzeni blokowej przestrzeni X (jest to tre$¢ twierdzenia
5.1.1, ktore jest konsekwencja lematu o przesunieciu).



Niech W = X @, X i niech Wy, W5, ... bedzie ciagiem izometrycznych kopii
przestrzeni W:

przy czym X,, (n € N) sg izometrycznymi kopiami przestrzeni X. Zdefiniujemy
najpierw pewng przestrzen Banacha W o bezwarunkowym rozkltadzie Schaudera
postaci

W=w,eWyod... (W)

czyli tez postaci
W=(X1X2)d(Xs2Xs)D.... (X)

(W przysztosci bedziemy kilkukrotnie méwili o roztacznosci, czy tez monotonicz-
nosci, nosnikow wektorow z przestrzeni W; mozna te roztacznosé¢/monotonicznosé
rozumieé zarowno wzgledem rozktadu (W), jak i (V), co bedziemy sie starali za
kazdym razem stosownie zaznaczac.)

Niech V bedzie przestrzenig liniowa tych ciagow w = (wy,)52, € [[,7; W,
dla ktoérych w,, # 0 dla skoriczenie wielu n € N. Aby zdefiniowaé¢ norme na V,
ustalmy jakikolwiek znormalizowany ciag wektoréw blokowych 7 < xo < ...
w X spelniajacy powyzszy warunek (b) pochodzacy z lematu o przesunieciu.
Dla kazdego n € N wybierzmy takze dowolnie funkcjonat x} € X* spelniajacy
warunki: ||z%] = 1, z(x,) = 1 oraz ran(z}) = ran(z, ). Podkreslmy, ze od tej
chwili ciagi (2,)52 ¢ 1 (2})5, sa ustalone az do korica rozdziatu.

W przestrzeni W = X ¢, X, dla kazdego n € N, mozemy rozwazaé¢ wektory:
(Tny @), (€4,0)1 (0, z,), a takze dzialajace na niej funkcjonaty: (a7, z2), (25, 0)
i (0,%). Mozemy wiec rozwazaé kopie tych wektorow /funkcjonaléw na kazdej
z przestrzeni Wy, Wy, ...; dla dowolnych i,57 € N wprowadzamy nastepujace
oznaczenia:

e u;;: kopia wektora (z;, ;) w Wj, uj;: kopia funkcjonatu (z7,z7) w W7,
e v;; : kopia wektora (z;,0) w Wj, o;;: kopia funkcjonatu (z7,0) w W,

e w;; : kopia wektora (0, ;) w W, wj;: kopia funkcjonatu (0,z7) w W,

Oczywiscie, w naturalny sposob, kazdy z tych wektoréow (funkcjonaléw) mozemy
traktowaé jako element przestrzeni V (odpowiednio — funkcjonal liniowy na V).
Ustalmy dowolny podzial

zbioru liczb naturalnych na nieskonczone, parami roztaczne zbiory Ny, Nj, Ny,
N3, Ny. Dla dowolnego wektora w = (wy, )52, € V okreslamy jego norme wedlug



wzoru:

1/2
lw]| = Su10||wn|| v sup (Zluz] |2> v

J=1
1/2 1/2
V sup vl ( 2 V sup wii( V
1€Ny <Z / > 1€Ng <Z| ! )
1/4
V sup (Z |4+|w (w )|4)> .
1€Na \ "5

Przestrzenn Banacha W definiujemy zas jako uzupelnienie przestrzeni V wzgle-
dem wyzej okreslonej normy.
Przestrzenia, o ktorej mowa w twierdzeniu 5.1.2, bedzie przestrzenn Banacha

Z=XaeW.
Zauwazmy, ze jest ona izomorficzna z podprzestrzenia U C W zdefiniowang jako
U=X,® (Xs® X4)®

(pomijamy pierwszy sktadnik z rozktadu Schaudera (X)). Jest oczywiste, ze tak
okreslona przestrzeri Z jest izomorficzna ze swoim szedcianem, jej kwadrat jest
za$ izomorficzny z W. Aby wiec udowodnié¢ twierdzenie 5.1.2, pozostaje wykazaé
nastepujace zdanie:

Przestrzenn W nie jest izomorficzna ze swojg podprzestrzenig U. (1)

Omowimy teraz strategie dowodu powyzszego stwierdzenia.

Przypu$émy nie wprost, ze istnieje pewien izomorfizm T: W — U i niech
P: W — U bedzie naturalnym rzutowaniem ignorujacym wspoétrzedna pocho-
dzaca od sktadnika X; w rozktadzie (X). Niech takze S = T~!P. Operator ten
jest lewostronng odwrotnoscia operatora T, tj. ST = Iyw; mamy takze T'S = P.
Uzyjemy specyfiki przestrzeni Gowersa-Maureya w tym celu, aby przettuma-
czy¢ powyzsza sytuacje na algebre operatoréw ograniczonych na cy. Méwiac
doktadniej, uzyjemy wtasnosci (b), aby zdefiniowa¢ homomorfizm algebr Bana-
cha ®: B(W) — %B(cp). Powyzsze dwie réwnosci dadza wowczas:

(I)(S)(I)(T) = CI)(ST) = CI)(IW) = I,

oraz

O(T)P(S) =D(TS) =d(P) =:Q,

przy czym (co, jak sie okaze, wynika¢ bedzie wprost z definicji ®) operator Q) jest
projekcja okreslong na cg, zerujaca pierwsza wspotrzedng. Wynikaloby stad, ze
®(T) jest operatorem roznowartosciowym, ktorego obraz jest podprzestrzenia
przestrzeni ¢y o kowymiarze 1. W szczegblnosci bytby to operator Fredholma



o nieparzystym indeksie. Kluczowy lemat, ktéry wykazemy w nastepnej sekcji,
mowi jednak, ze kazdy operator postaci ®(T') (dla dowolnego T € B(W)), je-
§li jest operatorem Fredholma, to ma indeks parzysty. Zastanéwmy sie teraz,
dlaczego miataby to by¢ prawda.

Operatory dzialajace na ¢y mozemy zapisa¢ w postaci macierzy klatkowej
przez utozsamienie co = ¢y @ cg. Dokladniej, niech odwzorowanie ¢: ¢y — ¢y @ co
bedzie dane jako

i((zn)nly) = (1,23, ), (02, 24,..)),

a dla dowolnego operatora A € ®(ZB(W)) C %(co) niech A = iAi~'. Operator
ten dziala z co ® ¢y do ¢y ® ¢y, ma wiec posta¢ macierzy klatkowej

~ A B
(e o)
dla odpowiednich A, B,C,D € %(cy). Aby wykaza¢ zapowiedziang teze, wy-

starczy udowodnié¢, ze nastepujace operatory: B, C'i A — D sg Scifle singularne.
Wowczas bowiem A bylby $cisle singularnag perturbacja operatora

(0 %)

ktory oczywidcie — o ile jest operatorem Fredholma — ma indeks parzysty. Nor-
ma na przestrzeni V zostala skonstruowana wlasnie w taki sposéb, aby zagwa-
rantowag $cista singularno§¢ wymienionych operatoréw. Przykladowo, operator
B: ¢y — c¢o (rozumowanie dla C bedzie zupelnie analogiczne, za$ dla A — D wy-
niknie tatwo z tego, co pokazemy o B i C') koduje to, jak na wspoétrzednych o in-
deksach nieparzystych wygladaja obrazy wektoréw skupionych na wspotrzed-
nych o indeksach parzystych. Powiedzmy, ze A = ®(T") dla pewnego T' € B(W).
Moéwigce w jezyku operatora T': singularno$é¢ B mowi co$ o ,zanikaniu" dzialania
operatora T pomiedzy sktadnikami Xo; a Xs;41 rozkladu (X). Gdyby takiego
zanikania nie bylo, skonstruowaliby$my wektory z W §wiadczace o nieograniczo-
nosci operatora 7. Wzér na norme w przestrzeni V jest wymyslony witasnie tak,
aby taki argument przeforsowaé¢. Jak zobaczymy, przy pokazywaniu $cistej sin-
gularnosci kolejnych operatoréw: B, C'i A — D, za kazdym razem skorzystamy
z innego sktadnika operacji V uzytej w definicji naszej normy.

To, co w tym momencie warto podkresli¢, to to, ze specyfika przestrzeni
Gowersa-Maureya X zostanie wyeksploatowana wylacznie w celu zdefiniowa-
nia homomorfizmu ® (bez lematu o przesunieciu nie mamy dobrze okreslonego
przyporzadkowania 7' — A i nie bardzo wiadomo, czym miataby byé¢ macierz
®(T')). Cala reszta dowodu oparta jest tylko na sposobie unormowania rozktadu
Schaudera przestrzeni W.

5.2 Dowdd twierdzenia 5.1.2

Zacznijmy od prostego oszacowania normy w przestrzeni W.



Lemat 5.2.1. Dia dowolnych wektorow w1 < ... < wy (uporzgdkowanie ze
wzgledu na rozktad (W)) przestrzeni W mamy

N 1/2
< (Z ||wk||2> .
k=1

Dowdd. Oczywiscie norma kazdej ze wspotrzednych (w rozkladzie (W)) wektora

N

S

k=1

Zszl wy, nie przekracza prawej strony nieréwnosci, a wiec mamy zadane oszaco-
wanie dla pierwszego sktadnika operacji maksimum w definicji normy przestrzeni
W. Dla skladnikéw odpowiadajacych zbiorom Ny, Ny i N3 wystarczy skorzystaé
7 0szacowania

[e%S) N
Z u;j Wk
j k=1

Jj=1
(w pierwszym przejsciu korzystamy z roztacznosci nosnikéw wektorow wy,) i ana-
logicznych oszacowan dla funkcjonatow vj; 1wy;. W koricu, aby oszacowa¢ sklad-
nik odpowiadajacy Ny, postepujemy podobnie, przy czym korzystamy z oczy-
wistej nieréwnosci
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