
5 Wykªady 12-13: Problem Schroedera-Bernsteina

dla przestrzeni Banacha

5.1 Konstrukcja i przygotowanie

Zajmiemy si¦ teraz podanym w 1996 roku przez Gowersa kontrprzykªadem do
wªasno±ci Schroedera-Bernsteina dla przestrzeni Banacha. Chodzi o skonstru-
owanie takich dwóch przestrzeni Banacha X i Y , »e X jest izomor�czna z pewn¡
komplementarn¡ podprzestrzeni¡ Y , Y jest izomor�czna z pewn¡ komplemen-
tarn¡ podprzestrzeni¡ X, a mimo to, X i Y nie s¡ izomor�czne. Zauwa»my, »e
wystarczy w tym celu okre±li¢ przestrze« Banacha Z, która byªaby izomor�czna
ze swoim sze±cianem, ale nie ze swoim kwadratem, a nast¦pnie przyj¡¢ X = Z
i Y = Z ⊕ Z.

Przypomnijmy tu twierdzenie o wspólnym ci¡gu przybli»onych wektorów
wªasnych.

Twierdzenie 5.1.1. Niech Y b¦dzie dowoln¡ podprzestrzeni¡ blokow¡ przestrze-
ni XGM i niech (yn)∞n=1 ⊂ Y b¦dzie takim ci¡giem, »e dla ka»dego n ∈ N wektor
yn jest `n1+-±redni¡ ze staª¡ 1 + ε/4, przy czym ε = 1

10 . Wówczas dla ka»dego
operatora T ∈ B(XGM ) istnieje taka liczba λ ∈ R, »e

T (yn)− λyn −−−−→
n→∞

0.

Co wi¦cej, liczba ta zale»y wyª¡cznie od T (tj. nie zale»y od wyboru blokowego
ci¡gu (yn)∞n=1 `

n
1+-±rednich). Ponadto wystarczy, aby T byª okre±lony tylko na

Y .

Twierdzenie 5.1.2 (Gowers, 1996). Istnieje taka przestrze« Banacha Z, »e
Z ∼= Z ⊕ Z ⊕ Z oraz Z 6∼= Z ⊕ Z.

Na pocz¡tek opiszemy de�nicj¦ przestrzeni Z oraz omówimy ogóln¡ strate-
gi¦ dowodu twierdzenia 5.1.2. Gªównym skªadnikiem konstrukcji jest przestrze«
Gowersa-Maureya; od tej pory symbolem X oznaczamy wªa±nie przestrze« XGM
rozwa»an¡ nad ciaªem R. Przypomnijmy tu dwie kluczowe wªasno±ci tej prze-
strzeni, które b¦d¡ dalej wykorzystywane:

(a) Je±li x1 < . . . < xN jest ci¡giem wektorów blokowych w X, to

‖x1 + . . .+ xN‖ >
1

log2(N + 1)

(
‖x1‖+ . . .+ ‖xN‖

)
(jest to po prostu dolne f -oszacowanie dla przestrzeni X).

(b) Dla ka»dego operatora T ∈ B(X) istnieje taka liczba λ ∈ R, »e

T (xn)− λxn −−−−→
n→∞

0

dla ka»dego ci¡gu `n1+-±rednich xn ze staª¡ 1+ε/4, gdzie ε = 1
10 , wybranych

z dowolnej podprzestrzeni blokowej przestrzeniX (jest to tre±¢ twierdzenia
5.1.1, które jest konsekwencj¡ lematu o przesuni¦ciu).
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Niech W = X ⊕∞X i niech W1,W2, . . . b¦dzie ci¡giem izometrycznych kopii
przestrzeni W :

W1 = X1 ⊕∞X2, W2 = X3 ⊕∞X4, . . . ,

przy czym Xn (n ∈ N) s¡ izometrycznymi kopiami przestrzeni X. Zde�niujemy
najpierw pewn¡ przestrze« Banacha W o bezwarunkowym rozkªadzie Schaudera
postaci

W = W1 ⊕W2 ⊕ . . . (W)

czyli te» postaci
W = (X1 ⊕X2)⊕ (X3 ⊕X4)⊕ . . . . (X)

(W przyszªo±ci b¦dziemy kilkukrotnie mówili o rozª¡czno±ci, czy te» monotonicz-
no±ci, no±ników wektorów z przestrzeniW; mo»na t¦ rozª¡czno±¢/monotoniczno±¢
rozumie¢ zarówno wzgl¦dem rozkªadu (W), jak i (V), co b¦dziemy si¦ starali za
ka»dym razem stosownie zaznacza¢.)

Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ tych ci¡gów w = (wn)∞n=1 ∈
∏∞
n=1Wn,

dla których wn 6= 0 dla sko«czenie wielu n ∈ N. Aby zde�niowa¢ norm¦ na V,
ustalmy jakikolwiek znormalizowany ci¡g wektorów blokowych x1 < x2 < . . .
w X speªniaj¡cy powy»szy warunek (b) pochodz¡cy z lematu o przesuni¦ciu.
Dla ka»dego n ∈ N wybierzmy tak»e dowolnie funkcjonaª x∗n ∈ X∗ speªniaj¡cy
warunki: ‖x∗n‖ = 1, x∗n(xn) = 1 oraz ran(x∗n) = ran(xn). Podkre±lmy, »e od tej
chwili ci¡gi (xn)∞n=1 i (x∗n)

∞
n=1 s¡ ustalone a» do ko«ca rozdziaªu.

W przestrzeni W = X ⊕∞X, dla ka»dego n ∈ N, mo»emy rozwa»a¢ wektory:
(xn, xn), (xn, 0) i (0, xn), a tak»e dziaªaj¡ce na niej funkcjonaªy: (x∗n, x

∗
n), (x∗n, 0)

i (0, x∗n). Mo»emy wi¦c rozwa»a¢ kopie tych wektorów/funkcjonaªów na ka»dej
z przestrzeni W1,W2, . . .; dla dowolnych i, j ∈ N wprowadzamy nast¦puj¡ce
oznaczenia:

• uij : kopia wektora (xi, xi) w Wj , u
∗
ij : kopia funkcjonaªu (x∗i , x

∗
i ) w W ∗j ,

• vij : kopia wektora (xi, 0) w Wj , v∗ij : kopia funkcjonaªu (x∗i , 0) w W ∗j ,
• wij : kopia wektora (0, xi) w Wj , w

∗
ij : kopia funkcjonaªu (0, x∗i ) w W ∗j .

Oczywi±cie, w naturalny sposób, ka»dy z tych wektorów (funkcjonaªów) mo»emy
traktowa¢ jako element przestrzeni V (odpowiednio � funkcjonaª liniowy na V).

Ustalmy dowolny podziaª

N =
4⋃
i=0

Ni

zbioru liczb naturalnych na niesko«czone, parami rozª¡czne zbiory N0, N1, N2,
N3, N4. Dla dowolnego wektora w = (wn)∞n=1 ∈ V okre±lamy jego norm¦ wedªug
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wzoru:

‖w‖ = sup
n∈N
‖wn‖ ∨ sup

i∈N1

( ∞∑
j=1

|u∗ij(w)|2
)1/2
∨

∨ sup
i∈N2

( ∞∑
j=1

|v∗ij(w)|2
)1/2
∨ sup
i∈N3

( ∞∑
j=1

|w∗ij(w)|2
)1/2
∨

∨ sup
i∈N4

( ∞∑
j=1

(
|v∗ij(w)|4 + |w∗ij(w)|4

))1/4
.

Przestrze« Banacha W de�niujemy za± jako uzupeªnienie przestrzeni V wzgl¦-
dem wy»ej okre±lonej normy.

Przestrzeni¡, o której mowa w twierdzeniu 5.1.2, b¦dzie przestrze« Banacha

Z = X ⊕W.

Zauwa»my, »e jest ona izomor�czna z podprzestrzeni¡ U ⊂W zde�niowan¡ jako

U = X2 ⊕ (X3 ⊕X4)⊕ . . .

(pomijamy pierwszy skªadnik z rozkªadu Schaudera (X)). Jest oczywiste, »e tak
okre±lona przestrze« Z jest izomor�czna ze swoim sze±cianem, jej kwadrat jest
za± izomor�czny z W. Aby wi¦c udowodni¢ twierdzenie 5.1.2, pozostaje wykaza¢
nast¦puj¡ce zdanie:

Przestrze« W nie jest izomor�czna ze swoj¡ podprzestrzeni¡ U. (1)

Omówimy teraz strategi¦ dowodu powy»szego stwierdzenia.

Przypu±¢my nie wprost, »e istnieje pewien izomor�zm T : W → U i niech
P : W → U b¦dzie naturalnym rzutowaniem ignoruj¡cym wspóªrz¦dn¡ pocho-
dz¡c¡ od skªadnika X1 w rozkªadzie (X). Niech tak»e S = T−1P . Operator ten
jest lewostronn¡ odwrotno±ci¡ operatora T , tj. ST = IW; mamy tak»e TS = P .
U»yjemy specy�ki przestrzeni Gowersa-Maureya w tym celu, aby przetªuma-
czy¢ powy»sz¡ sytuacj¦ na algebr¦ operatorów ograniczonych na c0. Mówi¡c
dokªadniej, u»yjemy wªasno±ci (b), aby zde�niowa¢ homomor�zm algebr Bana-
cha Φ: B(W)→ B(c0). Powy»sze dwie równo±ci dadz¡ wówczas:

Φ(S)Φ(T ) = Φ(ST ) = Φ(IW) = Ic0

oraz
Φ(T )Φ(S) = Φ(TS) = Φ(P ) =: Q,

przy czym (co, jak si¦ oka»e, wynika¢ b¦dzie wprost z de�nicji Φ) operator Q jest
projekcj¡ okre±lon¡ na c0, zeruj¡c¡ pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡. Wynikaªoby st¡d, »e
Φ(T ) jest operatorem ró»nowarto±ciowym, którego obraz jest podprzestrzeni¡
przestrzeni c0 o kowymiarze 1. W szczególno±ci byªby to operator Fredholma
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o nieparzystym indeksie. Kluczowy lemat, który wyka»emy w nast¦pnej sekcji,
mówi jednak, »e ka»dy operator postaci Φ(T ) (dla dowolnego T ∈ B(W)), je-
±li jest operatorem Fredholma, to ma indeks parzysty. Zastanówmy si¦ teraz,
dlaczego miaªaby to by¢ prawda.

Operatory dziaª¡j¡ce na c0 mo»emy zapisa¢ w postaci macierzy klatkowej
przez uto»samienie c0 ∼= c0⊕c0. Dokªadniej, niech odwzorowanie i : c0 → c0⊕c0
b¦dzie dane jako

i
(
(xn)∞n=1

)
=
(
(x1, x3, . . .), (x2, x4, . . .)

)
,

a dla dowolnego operatora Λ ∈ Φ(B(W)) ⊆ B(c0) niech Λ̃ = iΛi−1. Operator
ten dziaªa z c0 ⊕ c0 do c0 ⊕ c0, ma wi¦c posta¢ macierzy klatkowej

Λ̃ =
(
A B
C D

)
dla odpowiednich A,B,C,D ∈ B(c0). Aby wykaza¢ zapowiedzian¡ tez¦, wy-
starczy udowodni¢, »e nast¦puj¡ce operatory: B, C i A−D s¡ ±ci±le singularne.
Wówczas bowiem Λ̃ byªby ±ci±le singularn¡ perturbacj¡ operatora(

A 0
0 A

)
,

który oczywi±cie � o ile jest operatorem Fredholma � ma indeks parzysty. Nor-
ma na przestrzeni V zostaªa skonstruowana wªa±nie w taki sposób, aby zagwa-
rantowa¢ ±cisª¡ singularno±¢ wymienionych operatorów. Przykªadowo, operator
B : c0 → c0 (rozumowanie dla C b¦dzie zupeªnie analogiczne, za± dla A−D wy-
niknie ªatwo z tego, co poka»emy o B i C) koduje to, jak na wspóªrz¦dnych o in-
deksach nieparzystych wygl¡daj¡ obrazy wektorów skupionych na wspóªrz¦d-
nych o indeksach parzystych. Powiedzmy, »e Λ = Φ(T ) dla pewnego T ∈ B(W).
Mówi¡c w j¦zyku operatora T : singularno±¢ B mówi co± o �zanikaniu" dziaªania
operatora T pomi¦dzy skªadnikami X2i a X2j+1 rozkªadu (X). Gdyby takiego
zanikania nie byªo, skonstruowaliby±my wektory z W ±wiadcz¡ce o nieograniczo-
no±ci operatora T . Wzór na norm¦ w przestrzeni V jest wymy±lony wªa±nie tak,
aby taki argument przeforsowa¢. Jak zobaczymy, przy pokazywaniu ±cisªej sin-
gularno±ci kolejnych operatorów: B, C i A−D, za ka»dym razem skorzystamy
z innego skªadnika operacji ∨ u»ytej w de�nicji naszej normy.

To, co w tym momencie warto podkre±li¢, to to, »e specy�ka przestrzeni
Gowersa-Maureya X zostanie wyeksploatowana wyª¡cznie w celu zde�niowa-
nia homomor�zmu Φ (bez lematu o przesuni¦ciu nie mamy dobrze okre±lonego
przyporz¡dkowania T 7→ λ i nie bardzo wiadomo, czym miaªaby by¢ macierz
Φ(T )). Caªa reszta dowodu oparta jest tylko na sposobie unormowania rozkªadu
Schaudera przestrzeni W.

5.2 Dowód twierdzenia 5.1.2

Zacznijmy od prostego oszacowania normy w przestrzeni W.
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Lemat 5.2.1. Dla dowolnych wektorów w1 < . . . < wN (uporz¡dkowanie ze
wzgl¦du na rozkªad (W)) przestrzeni W mamy∥∥∥∥∥

N∑
k=1

wk

∥∥∥∥∥ 6

(
N∑
k=1

‖wk‖2
)1/2

.

Dowód. Oczywi±cie norma ka»dej ze wspóªrz¦dnych (w rozkªadzie (W)) wektora∑N
k=1wk nie przekracza prawej strony nierówno±ci, a wi¦c mamy »¡dane oszaco-

wanie dla pierwszego skªadnika operacji maksimum w de�nicji normy przestrzeni
W. Dla skªadników odpowiadaj¡cych zbiorom N1, N2 i N3 wystarczy skorzysta¢
z oszacowania

∞∑
j=1

∣∣∣∣∣u∗ij
(
N∑
k=1

wk

)∣∣∣∣∣
2

=
N∑
k=1

∞∑
j=1

|u∗ij(wk)|2 6
N∑
k=1

‖wk‖2 dla i ∈ N

(w pierwszym przej±ciu korzystamy z rozª¡czno±ci nosników wektorówwk) i ana-
logicznych oszacowa« dla funkcjonaªów v∗ij i w

∗
ij . W ko«cu, aby oszacowa¢ skªad-

nik odpowiadaj¡cy N4, post¦pujemy podobnie, przy czym korzystamy z oczy-
wistej nierówno±ci √√√√ ∞∑

j=1

(
α4j + β4j

)
6
∞∑
j=1

√
α4j + β4j .

TBC...
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