4 Wyklady 9-11: PRZESTRZEN GOWERSA-MAUREYA

4.1 Konstrukcja przestrzeni Gowersa-Maureya
Przypomnijmy na poczatek jedna definicje i dwa lematy.

Definicja 4.1.1. Powiemy, ze ciag z1 < ... < xn wektoréw przestrzeni X € X
jest ciggiem szybkorosngcym ze statg 1+ ¢ (o diugosci N), jezeli dla kazdego i €
{1,..., N} wektor z; jest {1} -Srednia ze staly 1 +¢, przy czym liczby naturalne
n; spelniaja nastepujace warunki:

My ()
m > 21+ 5, (SR1)
= VIO > #hsupp(ai ), (5R2)

przy czym My (z) := f~1(362%). Wektorem szybkorosngcym (ze statq 1+¢ o dtu-
gosci N) nazywac bedziemy sume szybkorosnacego ciagu (ze stala 1+ ¢ o dlu-
gosci N).

Niech M € N oraz g € F. Funkcjonal x* € X* nazwiemy (M, g)-formg, jesli
lz*|| < 1 oraz

M
* *
Tt = E x5
Jj=1

dla pewnego ciaggu niezerowych funkcjonatéw zi < ... < zx}, spelniajacych
zf]| < g(M)~'dlal<i< M.

Lemat 4.1.2. Niech f,g € F, g > f% i niech X € X spetnia dolne f-
oszacowanie. Niech ¢ > 0, x1,...,xn - szybkorosngcy wektor ze stalg 1 + ¢
i niech x = Y x;. Niech x* bedzie (M, g) formg z M > M (%). Wowczas, dla
dowolnego przedziatu E mamy |z*(Ez)| < 14+e+¢'.

Lemat 4.1.3. Niech f,g € F, g > f%, X € X spetnia dolne f-oszacowanie,
e > 01 niech xr1 < ... < xn bedzie szybko rosngcym ciggiem ze statg 1 + €.
Zatozmy, ze

[|Ex|| < sup{|z™(Ex)| : z* jest (M, g)-formg z M > 2}
dla kazdego przedziatu z \(E) > 1. Wowczas ||z|| < (1+¢e+ € )Ng(N)~ L.

Aby zdefiniowa¢ przestrzen Gowersa-Maureya, wprowadzimy pewne ozna-
czenia. Od tego momentu symbol f oznacza zawsze funkcje f(z) = logy(z + 1).
Niech Q oznacza zbiér wszystkich ciggoéw o skonczonych nosnikach, wyrazach
wymiernych i ograniczonych w normie supremum przez 1. Niech J bedzie usta-
lonym, odpowiednio ,rzadkim" podzbiorem zbioru N; doktadniej — zaktadamy,
7€

f(minj) > 256 oraz VY logloglogm > 4n. (1)

m,neJ
m>n



Niech J = {j1, jo, ...} bedzie rosnacym ponumerowaniem elementéw zbioru J;
definiujemy

Kz{jl,jg,jg,,...} oraz Lz{jg,j4,j6,...}.

Potrzebna nam bedzie takze injekcja o: Q — L ze zbioru Q wszystkich takich

skoriczonych ciagow (zi,...,z;) o wyrazach ze zbioru Q, 7e z3 < ... < 2.
Zakladamy dodatkowo, ze ¢ spelnia warunek:

1 1/2

?O(f(o-(zla cey Zk))1/40) / > #Supp(Z1 +...+ Zk) (2)

(71 < ...<z) € QO (jest dosé oczywiste, 7e taka funkcja o istnieje).

W dowolnej przestrzeni unormowanej postaci X = (coo, ||-||) okreslamy funk-
cjonaty specjalne w sposéb podobny do tego, jak zrobilismy to w dowodzie twier-
dzenia 3.2.3 (mowimy tutaj tylko o funkcjonatach, ktore maja skoniczone nosniki,
a wiec sa elementami przestrzeni cqog). Dla m € N definiujemy najpierw

1 m
Af(X) = {f(m)zsz xy < ... <al, oraz ||zf]| < 1dlal gigm}.
=1

Niech dalej I'y(X) oznacza zbior wszystkich ciggow specjalnych dtugosci k, tj.
takich ciagow (27 < ... < z}) elementow Q, ze

21 €A (X) oraz z7, €A (X) dlal<i<k.

J2k U(zf;m%f)

Dla dowolnego k € N definiujemy teraz

1
VI(k)

elementy tego zbioru nazywac¢ bedziemy funkcjonatami specjalnymi dtugosci k.
Mozemy w kornicu przejsé¢ do definicji przestrzeni Gowersa-Maureya. (Symbol V
oznacza¢ bedzie funkcje maksimum.)

k
B;(X):{ Zz;;(z;<...<z;)erk()()};
i=1

Definicja 4.1.4. Wprowadzamy indukcyjnie ciag norm ||-|| 5 (dla N =0,1,2,...)
na cop wzorami: ||z||o = ||#]|« oraz

M
1
Izl Ng1 = ||z]|o V Sup{f(]w) Z |Ejz||n: E1 < ...< Epy sa przedzialami}
=1

v sup{|z*(Ex)|: ke K, z* € Bi(Xn), F jest przedzialem}7
gdzie Xn = (coo, ||-||n). Okreslamy norme ||-||gm na cop wzorem
I-lem = Jim _|-[|n,

natomiast przestrzen Gowersa-Maureya, oznaczang w dalszym ciggu symbolem
Xewm, definiujemy jako uzupetnienie przestrzeni (coo, | - [lem)-



Uwaga 4.1.5. Ze wzgledu na fakt, ze dopuszczamy w powyzszych wyrazeniach
dowolne przedzialy, ciag (e,)S2; jest baza bimonotoniczna przestrzeni Xgm.
Oczywiscie, gdyby zamiast przedzialow dopusci¢ dowolne (skoriczone) podzbio-
ry N, otrzymana przestrzen miataby baze 1-bezwarunkows (ciag (e,)52 ), czego
rzecz jasna nie chcemy — przestrzenn Gowersa-Maureya jest przykladem prze-
strzeni niezawierajacej zadnego bezwarunkowego ciagu bazowego.

Norme w przestrzeni X¢gy mozemy tez okresli¢ na nastepujace dwa, réwno-
wazne sposoby:

e ||lz|lem = sup{¢(x): ¢ € D}, gdzie D C cyg jest najmniejszym symetrycznym,
wypuklym zbiorem, ktory zawiera wszystkie funkcjonaly e (n € N), jest
zamkniety na wszystkie (A,,, f(m)~!)-operacje, dla m € N, oraz wszystkie
(A, f(k)~/?)-operacje, dla k € K;

o ||-|lcm jest jedyna norma na przestrzeni cgp spelniajaca rownanie uwiklane

M

1 . .

lz]lem =]z]l 0o V sup{f(]\/[) E |Ejz|lem: E1 < ...< Eu sa przedmalaml}
Jj=1

Y sup{|z*(Ex)|: ke K, z* € Bi(coo,||-llem), E jest przedzialem}.

4.2 Oszacowanie normy wektoréw szybkorosngcych
W XGM

Zasadniczym krokiem w dowodzie faktu, ze przestrzen Xgm nie zawiera bez-
warunkowego ciagu bazowego (a nawet jest dziedzicznie nierozkladalna) jest
podanie gérnego oszacowania na norme sumy szybkorosnacego ciagu wektorow.
Glownym narzedziem bedzie tu (ponownie) lemat 4.1.3, tyle ze z powodu trze-
ciego argumentu funkcji maksimum w definicji normy ||-||gm nie mozemy juz
opiera¢ sie wylacznie na (M, f)-formach, jak to mialo miejsce w przypadku
przestrzeni Schlumprechta. Jesli jednak dlugos¢ danego ciagu szybkorosnace-
go jest dosy¢ ,niekompatybilna" (lezy niezbyt daleko od elementu zbioru L)
z dlugoscia ciagéw definiujacych funkcjonaly specjalne (ktore naleza do K), to
zmiana (M, f)-form na odpowiednie (M, g)-formy nie wplynie na oszacowanie,
ktore uzyskaliSmy w lemacie 4.1.3.

Lemat 4.2.1. Jesliz, < ... < x, jest ciggiem szybkorosngcym w Xgm dtugosci
n € [log N,exp N| dla pewnego N € L ze statg 1+ ¢, to

n
D i
i=1

Dowdd. Oznaczmy x = x1 + ...+ x,. Sprawdzimy zalozenia lematu 4.1.3 (bu-
dujac przy okazji odpowiednia funkcje g € F). Po pierwsze, jest oczywiste, ze
Xem € X oraz ze Xgm spelnia dolne f-oszacowanie.

< (1+e+e’)—n .

f(n)

GM



Dla dowolnego zbioru Ky C K definiujemy funkcje ¢x,: [1,00) — [1,00)

wzorem
| Vlogy(x+1) dlax e Ky
Prcq (x) =

logy(z+1) dlax ¢ K.

Opiszemy teraz procedure, ktéra dla kazdej takiej funkcji daje funkcje gx, € F
spelniajaca nieréwnosci

logy(x +1) < gk, (7) < ¢reo () <logy(w +1) dlawe[l,00).  (3)

1. Dla dowolnej funkcji h: [1,00) — [1,00) okreslamy jej podmultiplikatywng
otoczke H: [1,00) — [1,00) wzorem

H(x)= inf{h(xl) covcch(@g) iy 2 1 oraz @ 2 1};
jest to najwieksza funkcja podmultiplikatywna majoryzowana przez h.

2. Dla dowolnej funkcji ograniczonej g: [1,00) — [1,00) okreslamy jej wklestq
obwiednie G: [1,00) — [1,00) wzorem

G(z) =sup{Ag(y) + (1 = N)g(2): 0 <A< 1, 2=y + (1 —A)z};
jest to najmniejsza funkcja wklesta majoryzujaca funkcje g.

3. Mozemy teraz przystapi¢ do opisu naszej procedury (dla uproszczenia pisze-
my ¢ zamiast ¢,). Najpierw funkcji ¢ przyporzadkowujemy jej podmulit-
plikatywna otoczke h, nastepnie rozwazamy funkcje H(x) := zh(z)~!, ktorej
przyporzadkowujemy jej wklesty obwiednie G. Na koniec definiujemy funkcje
g wzorem g(x) = zG(x) L.

Aby wykazac, ze tak zdefiniowana funkcja g nalezy do klasy F, nalezy je-
dynie sprawdzi¢ nadmultiplikatywnos$é¢ funkcji G (pozostate wlasnosci sa albo
oczywiste, albo — jak w przypadku monotonicznosci funkcji g(z) i xg(x)~! -
wynikaja z pozostalych). Wynika ona z nastepujacego lematu, ktérego elemen-
tarny dowod pominiemy: wklesta obwiednia dowolnej funkcji nadmultiplikatyw-
nej [1,00) — [1,00) jest nadmultiplikatywna. Nieréwnosci (3) wynikaja wprost
z konstrukeji.

Zauwazmy teraz, ze wprost z definicji normy w przestrzeni Xgy wynika, ze
norma kazdego wektora z € Xgm jest albo rowna ||z, albo dana przez wartosé
pewnej (M, ¢)-formy na x (gdzie ¢ = ¢ ). Poniewaz zas g < ¢ (gdzie g = gk),
kazda (M, ¢)-forma jest takze (M, g)-forma. ZnalezliSmy zatem funkcje g € F
spelniajaca warunek g > f1/2 i o tej wlasnosci, ze dla kazdego = € Xgm mamy

lzllem = ||Z]|co lub ||z|lem = sup{|z*(x)|: z* jest (M, g)—forma, gdzie M > 2}.
Ponadto, dla dowolnego przedziatu E C N, dla ktorego A\(E) > 1 (dtugosé ro-

zumiana wzgledem ciagu =7 < ... < z,,), mamy oczywiscie ||Ez|gm > || Ex 0o,
a zatem dla kazdego tego typu wektora Ex zachodzi drugi czlon powyzszej



alternatywy (z Ez w miejscu z). Z lematu 4.1.3 otrzymujemy w takim razie

oszacowanie n

g(n)’

pozostaje wiec wykazaé, ze g(n) = f(n) dla kazdego n € [log N, exp N].
Wykazemy wiec, ze dla kazdego Ko C K'i N € J\ Ky mamy gk, (z) = f(z)

dla kazdego x € [log N,exp N]. W tym celu pokazemy najpierw, ze na nieco

wiekszym przedziale rownaja sie funkcje h i f, gdzie h to podmultiplikatywna

otoczka ¢k, (poréwnaj punkt 3 wyzej); doktadniej — wykazemy, ze

el < (1 +e+¢)

h(z) = f(x) dla kazdego = € [loglog N, exp exp N]J. (4)
Okreslmy liczby k i | wzorami
k=max{m € KoU{l}: m <N} oraz [=min{m € Ky: N <m}.
Rozwazaé bedziemy teraz liczby z spelniajace nieréwnosci
(k) <z < f7HFDY),

a zatem nalezace do przedzialu zawierajacego [loglog N, exp exp N] i zawartego
w [logloglog N, exp exp exp N]. Wezmy takie liczby x1,..., 2, > 1, Ze

Ty T zax oraz  h(x) = ok, (T1) .. dro (Tm)- (5)
Zauwazmy, ze:

e mozemy zalozy¢, ze istnieje co najwyzej jeden indeks i, dla ktorego z; € Ky
(wynika to z podmultiplikatywnosci f i tego, ze ¢x, = f poza Ky, a wiec
gdyby np. z1,x2 € Ko, moglibySmy zastapié¢ te dwie liczby w warunku (5)
przez iloczyn xqxo;

o jezeli x; € Ko, to x; < k (gdyby tak nie bylo, to mielibySmy z; > I, co jest
niemozliwe, bo f(I)'/? > f(x), skad wynikaloby, ze h(z) > f(z));

e nie istniejg trzy rozne indeksy r, s,t € {1,...,m}, dla ktorych x, =, = z; €
K, (wynika to z tego, ze f(p)*/? > f(p®), a wiec moglibysmy w warunku (5)
zastapié ., xs, x4 przez iloczyn x,xsx4);

e dla przynajmniej jednego (a zatem — dla dokladnie jednego) indeksu ¢ ma-
my z; ¢ Ko (wynika to z nieréwnosci (k!)* < 2 oraz dwoch poprzednich
obserwacji).

Przypuéémy, ze m > 1. Z powyzszych uwag wiemy, ze 2ox3 - ... T, < (k)2 <
/2, a wiec 21 > x'/2. Wtedy jednak mielibysmy

o (1) -+ G (2m) = f(&!?) f(min )12,

co przekracza f(z) z uwagi na postaé funkeji f i warunek (1). Mamy wiec m = 1,
co dowodzi réwnosci (4).



Mamy pokazaé, ze wklesta obwiednia G funkcji H spetnia G(x) = xf(x)~!
dlaz € [log N, exp N], wiedzac, ze H(x) = zf(x)~! dlax € [loglog N, exp exp N].
Wynika to z faktu, ze styczna y(z) do wykresu funkcji zf(z)~! w dowolnym
punkcie z € [log N, exp N] lezy powyzej = f(x)~'/? wszedzie poza przedzialem
[loglog N, exp exp N], co mozna uzasadnié¢ bezposrednim rachunkiem. O

Whniosek 4.2.2. Niech x1 < ... < zy bedzie szybko rosngcym ciggiem wektoréw
w przestrzeni Gowersa-Maureya dtugosci N € L ze statg 1 + ¢, gdzie € € (0, i)

i niech M = | N¢|. Wowczas Zil x; jest )% -wektorem ze statq 1+ 4e.

Dowdd. Podzielmy zbior {1,..., N} na M kolejnych czesci dtugosci m ~ N17¢;
doktadniej — niech m bedzie najmniejsza liczba naturalng niemniejsza niz N/M,

tzn.
| N
m= e |-
Potozmy
jm
yi= >, a dlal<j<M,
i=(j—1)m+1

przy czym przyjmujemy, ze x;, jeSli ktory$ z rozwazanych wyzej indekséw i
przekracza N. Woéwczas y; jest szybko rosngcym ciggiem dlugosci co najwyzej
m ze stala 1 + €. Z lematu 4.2.1 otrzymujemy wiec

ly;ll < (1+ 2€)fz?n) dla kazdego 1 < j < M.
Mamy takze
M n
N
Yi|| = Ti|| 2 Fos
P ey

skad wynika, ze 31 | @; jest £} -wektorem ze stata

m|N°JF(N)

C=(1+2¢) NTm)

Teza wynika teraz z oszacowania

F(N) _
f(m) ™~
Lemat 4.2.3. Niech k € K i niech dany bedzie cigg specjalny (x < ... <
x}) € Tw(Xam), gdzie kazdy z funkcjonatow x jest (us, f)-forma, a takze cigg
1 < ... <z wprzestrzeni Xgm, gdzie kazdy z wektorow x; jest sumgq szybko
rosngcego ciggu diugosci u; ze statq 1+ /4, przy czym e = 1—10. Jezeli

() (27)

(1+ 2¢) (1+2e)(1—e)t < 1+4e. O

< 2 dla kazdego przedziatu E C N, (6)




to

k
<(1+2)—.

;x F (k)

Dowdd. Strategia dowodu sktada sie z dwoch gltéwnych krokow:

Krok 1. Wykazemy, ze dla kazdego ciagu specjalnego (27 < ... < zf) €
I'v(Xem) oraz kazdego przedzialu E C N wartos¢ |z*(Ex)| jest mata (doktadniej
k *

mowigc, niewieksza niz 1), gdzie z = Zle zi, a2t = f(k)"Y2Y0 2k

Krok 2. Nastepnie, w celu oszacowania normy ||z||, zastosujemy ogolny le-
mat 4.1.3 dla pewnej funkcji ¢ € F wyprodukowanej przez opisana wczesniej
procedure, ale tak, aby uniknaé brania pierwiastka z f(z) dla argumentu xz = k.

1. SprawdZzmy najpierw, ze x1 < ... < xj jest ciagiem szybko rosnacym ze
stala 1 + e. Istotnie, na mocy wniosku 4.2.2 kazdy x; jest Eﬁ—éredniat ze stala
1+¢ o dlugosci N; = Luf/4j. Aby sprawdzi¢ warunki (SR1) i (SR2) wystepujace
w definicji 4.1.1, zauwazmy, ze:

o 1 = jop € L;

e wobec postaci funkcji My (z) = f~1(3622) oraz warunkow na szybko$é wzro-
stu indeksow jo; € L,zachodzi nierownosé

AM; (k/<') 201 +2)M;(k/e)

_ |, g/4
M=) —apm ST

co daje warunek (SR1);

e wobec warunku (2), gwarantujacego odpowiednio szybki przyrost parametrow
Hi; Mamy

1 1/2 * . ;
%(f(ﬂi)l/w) / > #supp(zy + ...+ 2] 1) > #supp(z;—1) dla2 <i <k,
co daje nam warunek (SR2).

Ustalmy dowolny ciag specjalny (2 < ... < z}) € T'y(Xgum) 1 rozwazmy
odpowiadajacy mu funkcjonal specjalny

* 1 a *
VT ;

ktory oczywiscie jest (k,+/f) forma. Ustalmy tez dowolnie przedzial £ C N.
Naszym celem jest teraz wykazanie nieréwnosci

2" (Ex)| <

| =



Niech ¢ bedzie najmniejszym indeksem ze zbioru {1,...,k} spelniajacym
2] = 2{,...,x; = z{, przy czym kladziemy ¢t = 0 w przypadku, gdy takiego
indeksu nie ma, czyli gdy x} # 27. Mamy wiec

1

xt = (] + ... Fay+wi +.. )
f(k)
oraz, )
= (.t g2,
f (k)

przy czym w powyzszych sumach sktadniki odpowiadajace indeksom i < ¢ sa
odpowiednio rowne, podczas gdy wszystkie pozostale sy formami o zupelnie
roznych dlugosciach — wynika to z faktu, ze x* i 2* sg funkcjonatami specjalnymi
i z wlasnosci injekcji o.

Chcemy najpierw pokazaé, ze wartosci |z](Ex;)| sa mate (niewigksze niz
k=2),0ilei # j lubi = j > t+ 1. W obydwu tych przypadkach istnieja liczby
l1,lo € L, {1 # 1o, dla ktorych:

o 2 jest ({1, f)-forma;
e z; jest znormalizowang sumg szybkorosnacego ciggu dtugosci lo.

Co wiecej:

e 7z wniosku 4.2.2 wiemy, ze x; jest sam €llé+—wektorem ze staly 1 + ¢, gdzie
/ e/4
ly =[]

e mamy ponadto ¢; > joi, jako ze z; jest skladnikiem ciagu specjalnego
dhugosci k.

Rozwazymy dwa przypadki.

1° Gdy ¢ < lo: Mamy wtedy takze ¢; < I} z uwagi na tempo wzrostu elemen-
tow zbioru L (zauwazmy, ze dokladnie w tym momencie potrzebujemy jakiej$
restrykcji na warto$¢ e; dla dalszych celéow w zupelnoSci wystarcza zalozona
przez nas warto§¢ ¢ = ;5). Z lematu ?? otrzymujemy:

|2 (Baj)| = [(B2))z;] < 3(1+€)f(jar) ™ < K72

2° Gdy ¢4 > ly: Wtedy takze ¢4 > M(l2) i mozemy zastosowa¢ lemat 4.1.2 z
e = &' =1 otrzymujac [z (Ex})| < 3, gdzie z) jest nieznormalizowana wersja
, tj. sumg odpowiedniego ciagu szybkorosnacego. Oczywiscie ||| > l2/ f(l2),
skad znow otrzymujemy |2} (Ex;)| < k=2,



Korzystajac z wykazanych wtlasnie oszacowan, dostajemy

() ()< () (=)

k
) e (Bro)l + ) _l= (Bay)| <

i=t+2 i#]

() (3)

bowiem pierwszy sktadnik jest postaci

(59) (5 -[(5) (27)

dla odpowiedniego przedzialu F' C N, co na mocy zalozenia nie przekracza 2.
W konsekwencji

< + 271 (Teg1) [+

< +14+k%- k72 <4,

b

4
fk)

co oznacza, ze zrealizowaliSmy pierwszy krok dowodu.

|z*(Ex)| < <

)

NG

2. Rozwazmy funkcje ¢\ (x}; przypomnijmy, ze zgodnie z definicja mamy

¢K\{k}(x):{ Vi) dlaze K\ {k},

f(z) dla pozostalych z € [1, c0).

To, co wykazaliSmy w pierwszym kroku oznacza, ze szacujac norme wektora Ex
mozemy zapomnie¢ o funkcjonatach specjalnych dlugosci k. Dokladniej méwiac
—jezeli gr\(xy € F jest funkcjg odpowiadajaca funkeji ¢ g\ (1} (poprzez opisana
wczesdniej procedure), to

1
1< |Ex| < sup{|z*(Ex)|: 2" jest (M, gi\ qry)-forma, gdzie M > 2}

dla kazdego przedzialu E C N spelniajacego A(E) > 1. Z lematu 4.1.3 (przypo-
mnijmy, ze x jest szybkorosnacym wektorem dlugosci k ze staly 1+¢) otrzymu-
jemy wiec oszacowanie

k
lzll < 1+ 28) ————— = (1 + 2¢)—,
g\ (k3 (k) f(k)
bowiem zgodnie z dowodem lematu 4.2.1 mamy g\ (x}(7) = f(x) dla kazdego
x € [logk,exp k], w szczegdlnosci dla x = k. O



4.3 Daziedziczna nierozkladalno$§é przestrzeni Xgm

Definicja 4.3.1. Przestrzen Banacha X nazwiemy dziedzicznie nierozktadal-
ng, jezeli zadna jej nieskoniczenie wymiarowa podprzestrzenn domknieta Y nie
dopuszcza rozkladu Y = W @ Z na topologiczng sume prosta dwoch (domknie-
tych) nieskoriczenie wymiarowych podprzestrzeni Wi Z.

Zauwazmy, ze przestrzen dziedzicznie nierozktadalna nie moze zawieraé¢ bezwa-
runkowego ciagu bazowego, gdyby bowiem (z,,)52; byl takim ciagiem, to mieli-
bysmy rozklad [x,]02 ; = [x2,—1]0201 D [22,]52 . Przestrzen Xgm jest pierwszym
w historii przykladem przestrzeni dziedzicznie nierozktadalnej. Aby wykazac te
wlasnosé, postuzymy sie jej charakteryzacja zawarta w ponizszym twierdzeniu,
ktorego dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 4.3.2. Niech X bedzie przestrzeniq Banacha. Nastepujgce warun-
ki sq réwnowazne:

1. X jest dziedzicznie nierozktadalna.

2. Dla kazdych dwdch nieskoniczenie wymiarowych podprzestrzeni Y, Z C X spet-
niajgeych Y N Z = {0} mamy dist(Sy, Sz) = 0.

3. Dla kazdych dwoch nieskoriczenie wymiarowych podprzestrzent Y, Z C X spet-
niajgeych Y N Z = {0} i kazdego 6 > 0 istniejq takie wektoryy €Y iz € Z,
ze

Slly + 2l > lly — =l

Twierdzenie 4.3.3 (Gowers, Maurey, 1993). Przestrzeri Gowersa-Maureya jest
dziedzicznie nierozktadalna.

Dowdd. Ustalmy dwie nieskoriczenie wymiarowe podprzestrzeni Y,Z C Xgm
spelniajace Y NZ = {0} oraz dowolna liczbe § > 0; wobec twierdzenia 4.3.2 ma-
my pokazaé, ze istnieja wektory y € Y i z € Z, dla ktorych dljy + z|| > ||y — z||-
Na mocy twierdzenia Bessagi-Petczyniskiego (a dokladniej: jego wersji wypowie-
dzianej w tresci zadania 3.2) mozemy tez zatozy¢, ze Y i Z sa podprzestrzeniami
blokowymi.

Wybierzmy odpowiednio duza liczbe k € K (jak wyniknie z rachunkéw,
wystarczy wziaé takie k, ze f(k)~/? < §/4). Chcemy skonstruowaé znormalizo-
wany ciag wektorow z; < ... < xx w Xgm, przy czym z; € Y dla ¢ nieparzystych
ix; € Z dla ¢ parzystych, dla ktérego norma sumy Zle(—l)ixi bedzie istotnie
muiejsza od normy sumy Zle x; (pierwsza z nich bedzie rzedu co najwyzej
kf(k)~', druga — rzedu co najmniej kf(k)~'/2). W naszej konstrukeji bedziemy
ciagle milczaco korzystaé z lematu 3.2.6.

Przyjmijmy ¢ = %0. Niech z; € Y bedzie dowolnym wektorem szybkoro-
snacym ze stata 1 4 /4 o dlugosci M7 = jor 1 normie réwnej 1. Jak wiemy
z lematu 4.2.2, x1 jest ﬁﬂ—éredni@ ze stalg 1 4 ¢, przy czym

AM;(k/<')

_ e/4
Ny = LMl J> a’f_"_(l)
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Niech ¢ = gk € F bedzie funkcja wyprodukowang z funkeji ¢x za pomocy
opisanej wczeéniej procedury. Chcemy teraz wybraé¢ taki funkcjonal zj € Q,
ktory bytby (Mi, g)-forma i spelnial przy tym warunek

(7)

e

1
zi(x1) — 2| <
o) - 5
Aby to zrobié, wystarczy zauwazy¢, ze istnieja (M, g)-formy, ktérych wartosci
na z; s bliskie ||z1]| = 1 i nastepnie skorzystac z gestosci zbioru Q. Zauwazmy

wiec, ze z lematu 4.1.3 mamy

My
|| £ T +¢e)——=lz1,1],
1] < ( )g(Ml)H |

gdzie 1 = x11 + ... + @1, N, jest przedstawieniem x; w postaci Eﬂ—éredniej
(oczywiscie normy wszystkich x4 ; sg jednakowe). Dla kazdego 1 < ¢ < Ny niech
z7 ; bedzie funkcjonalem normujacym dla z; ;. Okreslmy (M, g)-forme

;M
Ty = T3 3
L g(Mn) ; b

mamy wowcezas 2] (x1) = (
x] € Q speliajaca warunek
ran(zy).

Niech teraz Mo = o(x7) € L. Wybierzmy wektor jednostkowy zs € Z beda-
cy wektorem szybkorosnacym diugosci My ze stala 1 + /4. Znéow zauwazamy,

1+ &) Yz1], a zatem musi istnie¢ (M, g)-forma
(7). Oczywiscie mozemy tez zazadac, aby ran(x}) =

Ze Ty jest Eivj—éredniad ze stala 1+ ¢, gdzie Ny = LMSMJ jest odpowiednio wiek-
sze od N; (pomijamy precyzyjne uzasadnienie, jako ze de facto chodzi tylko
o to, aby tempo wzrostu liczb M; gwarantowalo spelnienie warunkow (SR1)
i (SR2) dla uzyskanego ciggu z1 < ... < z} — spotkaliSmy sie juz z tym ar-
gumentem wczesniej; patrz: dowod lematu 4.2.3). Rozumujac jak wyzej, wy-
bieramy (Ms,g)-forme =5 € Q speliajaca warunki: ran(zj) = ran(zg) oraz
|x3(22) —1/2] < 1/k. Odnotujmy, ze wszystkie w ten sposéb otrzymane (M;, g)-
formy sa w istocie (M;, f)-formami, jako ze wartosci funkcji g i f zgadzaja sie
na zbiorze L (zobacz: dowdd lematu 4.2.1).

Kontynuujac opisane postepowanie, otrzymujemy ciag wektoréw jednostko-
wych 1 < ... <z, w Xgm oraz ciag funkcjonatow z7 < ... <z} w Q spelnia-

jacych

1 1
x;(x;) — 2’ <z dla kazdego 1 < i < k. (8)
Ponadto (27, ...,2}) € I't(Xom), a zatem warunek (8) daje:
k k
1 k/2—1
dowil| === wj(x) > 2-1 (9)
Pt fk) = f(k)
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Jeszcze raz korzystajac z (8), widzimy, ze dla dowolnego przedzialu E C N

mamy
k k
() (235w <2
i=1 i=1
a zatem z lematu 4.2.3 otrzymujemy
& k
—1)ia|| < (14 28)—~. (10)
;( ) (1+20) 5

Definiujac teraz y jako sume wszystkich x; o indeksach nieparzystych, a z jako
sume wszystkich x; o indeksach parzystych, dostajemy wektory y € Y i z € Z,
ktore — na mocy nieréwnosci (9) i (10) i doboru liczby k — spetniaja warunek
Slly + =) > [ly — =l O

4.4 Operatory na przestrzeniach dziedzicznie
nierozkltadalnych

Celem tej sekcji jest wykazanie, ze zespolone (i, do pewnego stopnia, takze rze-

czywiste) przestrzenie dziedzicznie nierozkladalne dopuszczaja niewiele ograni-

czonych operatoréw liniowych. Zaczniemy od przypadku zespolonego, w ktérym

kluczowa role gra nastepujaca definicja. (Symbolem Z(X) bedziemy oznaczaé
przestrzen wszystkich ograniczonych operatorow liniowych z X do X.)

Definicja 4.4.1. Niech X bedzie zespolong przestrzenig Banacha oraz niech
T € #(X). Liczbe A € C nazwiemy nieskoriczenie singularng dla T, jezeli dla
kazdego € > 0 istnieje taka nieskorniczenie wymiarowa podprzestrzen Y, C X, ze

(T = Ay || <e.
Zdefiniujmy roéwniez
Fr = {X € C: X nie jest nieskoniczenie singularna dla T'}.
Nietrudno sprawdzi¢, ze dla A € C mamy
istnieje taka podprzestrzen skoriczonego
kowymiaru Y C X, ze X =ker(T — M) @Y

oraz (T'— AI)|y jest ograniczony z dolu, tj.
jest izomorfizmem na swdj obraz.

A€ Fr <—

(11)

Wynika stad natychmiast otwarto$¢ zbioru Fp. Ponadto, jesli A jest nieskon-
czenie singularna dla 7', to tym bardziej A € o(T), a wiec Fr zawiera zbiér
rezolwenty. Innymi stowy, zbiér wartosci nieskoriczenie singularnych dla T jest
zwartym podzbiorem widma 7. Nietrywialnym faktem, ktéry za chwile udo-
wodnimy, jest niepusto$é¢ tego zbioru w przypadku, gdy X jest nieskoriczenie
wymiarowa nad ciatem C.
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Fakt 4.4.2. Jesli X jest zespolona i nieskoriczenie wymiarowa, T € B(X) oraz
o(T) = {0}, to wartosé 0 jest nieskoriczenie singularna dla T.

Dowdd. Gdyby tak nie bylo, to istniataby podprzestrzenn Z C X, codimZ < oo
taka, ze T|z jest izomorfizmem. Zdefiniujmy

Zo=2, Z1=20T(2), ..., Zjy=ZNT(Zp_1).

7 zalozenia kazda z tak okre$lonych podprzestrzeni ma nieskonczony wymiar.
Dla dowolnego niezerowego = € Z mamy = = T%(x() dla pewnego zo € Z\ {0}.
Bez straty ogolnosci mozemy przyjac, ze || Tz|| > ||z|| dla z € Z, skad 0 < ||zo]| <
|T*z0||, a zatem ||T*|| > 1 dla kazdego k € N i wzér na promieri spektralny
daje p(T) > 1, co jest sprzeczne z zalozeniem. O

Fakt 4.4.3. Niech X bedzie przestrzenig zespolong i T € B(X). Jezeli \ € Fr,
a (xn)52, C X jest takim ciggiem ograniczonym, ze cigg (T — N )(x,)),o, jest
zbiezny, to pewien podcigg ciggu (x,)5% jest zbiezny.

Dowdd. 7 komentarzy po definicji liczby nieskoniczenie singularnej wiemy, ze
X =Y®Z, gdzie Y jest skoniczonego kowymiaru oraz (T—AI)|y jest ograniczony
z dotu. Napiszmy x,, = yn+2n, gdzie y, € Y oraz z,, € Z dlan € N. Przechodzac
do zbieznego podciagu (zy, )72 ; ciagu ()52, i zauwazajac, ze skoro zbiezny jest

ciag (T — M) (Yn,, )52, zbiezny musi tez by¢ (yn, )52y, otrzymujemy teze. [

Fakt 4.4.4. Niech X bedzie przestrzenig zespolong i T € B(X). Jezeli A €
0c(T) N Fr, to \ jest wartoscig wtasng operatora T o skoticzonej krotnosci.

Dowdd. Liczba A jest aproksymatywna warto$cia wlasna, tzn. istnieje taki ciag
wektorow (z,)52; o normie 1, ze

T2, — Axy,|| — 0.

(Wynika to wprost z zalozenia, ze \ lezy na brzegu widma.) Wobec faktu 4.4.3
wiemy wiec, ze A jest wartoscig wlasng T'. Oczywiscie musi mieé¢ ona krotnosé
skoniczona, jako ze A € Fr (zobacz: uwagi po definicji 4.4.1). O

Odnotujmy jeszcze jeden fakt, ktorego dowod (np. z wykorzystaniem ele-
mentoéw teorii Fredholma) pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Fakt 4.4.5. Niech X bedzie przestrzeniq zespolong i T € B(X). Kazda liczba
ze zbioru A € do(T) N Fr jest punktem izolowanym o(T).

Twierdzenie 4.4.6. Niech X bedzie nieskoriczenie wymiarowgq, zespolong prze-
strzenig Banacha i niech T € B(X). Wowczas Fr # C, tzn. istnieje przynaj-
mniej jedna warto$é nieskoriczenie singularna dla T .

Dowdd. Przypu$émy, ze Fr = C. Z faktu 4.4.5 wynika, ze kazda liczba A\ €
0o (T) jest punktem izolowanym o(T), a wiec o(T) jest zbiorem skoriczonym,
powiedzmy o(T) = {A1,..., \n}. Rozwazmy wielomian

n

P(z) = H(z — ).

j=1

13



Dla kazdego A # 0 mamy

n

P(z)— A= H(z — ;) dla pewnych p; ¢ o(T),

j=1

zatem P(T) — A jest operatorem odwracalnym, co oznacza, ze o(P(T)) = 0
(wynika to tez od razu z twierdzenia o odwzrowaniu spektralnym). Na mocy
faktu 4.4.2 wartosé 0 jest nieskoniczenie singularna dla P(T). Istnieje wiec ciag
wektorow jednostkowych (z,)52; speliajacy P(T)z, — 0; mozemy przy tym
zazadaé, aby ciag ten byl ciaggiem bazowym, w szczegélnodci — nie zawieral
podciagu zbieznego. Mamy jednak P(T) = (T — M I)P(T), gdzie Pi(z) =
[1;52(2 = A;), stosujac wigc n-krotnie lemat 4.4.3, otrzymujemy, ze (zn)52,
zawiera podciag zbiezny; sprzecznosc. O

Przed dowodem twierdzenia o postaci operatoréw na zespolonych przestrze-
niach dziedzicznie nierozkladalnych odnotujmy dwie proste obserwacje, ktore
wynikaja niemal bezposrednio z warunku podanego w twierdzeniu 4.3.2(2). Mia-
nowicie, jezeli X jest przestrzenia dziedzicznie nierozkladalna, a T € B(X), to:

e istnieje doktadnie jedna warto$¢ nieskonczenie singularna dla T

e jesli A\ jest wartoScia nieskoriczenie singularna dla 7', to T — Al jest $ci-
sle singularny (tzn. nie jest ograniczony z dolu na zadnej nieskoriczenie
wymiarowej podprzestrzeni przestrzeni X).

Twierdzenie 4.4.7. Niech X bedzie zespolong przestrzeniq dziedzicznie nieroz-
ktadalng. Wowczas kazdy operator T € HB(X) jest postaci T = S + A, gdzie
A € C, a S jest operatorem $Scisle singularnym. W konsekwencji X mnie jest
izomorficzna z Zadng swojg wtasciwg podprzestrzeniq.

Dowdd. 7 twierdzenia 4.4.6 i powyzszych uwag wiemy, ze istnieje dokladnie
jedna warto§¢ A nieskoriczenie singularna dla 7', a ponadto T — AI jest &cisle
singularny. Ostatnia teze

Przypu$émy teraz, ze T: X — Y jest izomorfizmem na pewng wlasciwag pod-
przestrzen Y C X. Woéwczas albo T nie jest operatorem Fredholma, albo jego
indeks Fredholma jest niezerowy. Jednak T' = S + Al jest $cile singularnym za-
burzeniem operatora Fredholma (oczywiscie mamy A # 0) o zerowym indeksie,
a wiec tez musi mieé¢ indeks zerowy, co daje sprzecznosé. O

4.5 Lemat o przesunieciu

Naszym celem jest teraz wykazanie interesujacej (i dos¢ patologicznej) wlasno-
Sci przestrzeni Gowersa-Maureya, mianowicie — ze istnieje w niej ciag wektoroéw
jednostkowych, ktory jest ciagiem przyblizonych wektoréw wlasnych dowolne-
go operatora. W istocie, ciaggéw takich mamy w tej przestrzeni catkiem sporo,
moéwiac dokladniej, mozemy je odnalezé w kazdej podprzestrzeni blokowej. Kaz-
demu operatorowi dzialajacemu na przestrzeni Gowersa-Maureya mozemy wiec
przyporzadkowa¢ pewna charakterystyczng wielko$¢ — przyblizong warto$é¢ wia-
sng odpowiadajaca ciagowi wektoréw, o ktérym mowa powyzej. Fakt ten bedzie
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miatl kluczowe znaczenie w nastepnym rozdziale, gdzie bedziemy moéwili o kontr-
przyktadzie do problemu Schroedera-Bernsteina.

Symbolem Xgy oznaczamy tutaj przestrzen Gowersa-Maureya nad ciatem
R. Zapowiedziane twierdzenie brzmi nastepujaco.

Twierdzenie 4.5.1. Niech Y bedzie dowolng podprzestrzenig blokowq przestrze-
ni Xgu i niech (yn)o>, C Y bedzie takim ciggiem, ze dla kazdego n € N wektor
1

Yn jest L7, -Sredniq ze statq 1+ /4, przy czym € = 15. Wowczas dla kazdego

operatora T € B(Xanr) istnieje taka liczba A € R, Ze

T(yn) — Ay —— 0.

Co wiecej, liczba ta zalezy wytqcznie od T (tj. nie zalezy od wyboru blokowego
ciggu (yn)py {1 -$rednich). Ponadto wystarczy, aby T byt okreslony tylko na
Y.

Wykazemy najpierw lemat, ktéry roboczo nazwiemy ,lematem o przesunie-
ciu". Sens takiej nazwy jest jasny w $wietle tresci tego lematu — zaden opera-
tor z #B(Xem) nie moze ,istotnie" i ,nieskonczenie dtugo" przesuwaé¢ nosnikow
wektorow z Xgum. Stosujac pokazane nizej rozumowanie, mozna np. bezposred-
nio uzasadni¢ fakt, ze dla przestrzeni Gowersa-Maureya ciagi bazowe (e;,)>
i (en)S, nie sa rownowazne (w $wietle twierdzenia 4.4.7, wiemy juz znacznie
wiecej w przypadku zespolonym, jednak tamten dowdd oparty byl na teorii
operatoréw i przez to znacznie mniej bezposredni). Co wiecej, lemat moze by¢
tez uzyty do wykazania, ze réwniez rzeczywista wersja przestrzeni Xgwm nie jest
izomorficzna z zadng swoja wlasciwag podprzestrzenia.

Lemat 4.5.2 (Lemat o przesunieciu). Niech Y C Xqgns bedzie podprzestrzenig
blokowgq i niech (y,)>2, CY bedzie takim ciggiem, zZe dla kazdego n € N wektor
Yn jest L7, -Sredniq ze stalq 1 + c/4, przy czym € = %. Wowczas dla kazdego
ograniczonego operatora liniowego T:Y — Xgum mamy
dist (T(yn),Ryn) — 0.
n—oo

Dowdd. Dowdd ten jest w istocie bardzo podobny do dowodu twierdzenia 4.3.3.
Najpierw zauwazmy, ze jezeli (f,)5; jest ciagiem wektoréow blokowych tworza-
cym baze podprzestrzeni Y, to mozemy zalozy¢, ze wektory T'(f,), dlan € N,
maja skoniczone noéniki oraz min suppT'(f,) — oo. Wynika to stad, ze ciag
(fn)$2; jest stabo zbiezny do zera, natomiast skoniczonosé¢ nosnikéw 7'( f,,) mo-
zemy zagwarantowac biorac odpowiednio mala perturbacje operatora 7.

Dla dowolnego wektora o skoniczonym nosniku y € Y niech I(y) oznacza
najmniejszy przedzial liczb naturalnych zawierajacy nosniki wektorow y i T'(y).
Poniewaz dla kazdego n € N wektor y, jest (7, -Srednig, przechodzac do pod-
ciaggu i znéw rozwazajac odpowiednia perturbacje operatora 7', mozemy dalej
zaktadaé, ze I(yn) < I(yn+1) dlan € N.

Jezeli dowodzona teza nie jest prawdziwa, to jeszcze raz przechodzac do
podciagu, wnosimy, ze dla pewnej liczby § > 0 mamy

dist(T'(yn), Ryn) > 6 dla kazdego n € N.
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Na mocy twierdzenia Hahna-Banacha mozemy wiec dobraé¢ takie funkcjonaty
yr, z kuli jednostkowej X¢,, ze

yr(T(yn)) > 6, yr(yn) =0 oraz ran(y;) C I(y,) dlakazdegon € N.

Aby zastosowaé procedure z dowodu twierdzenia 4.3.3, dokonajmy najpierw
prostej obserwacji: Dla kazdego p € L = {j2,j4,...} 1 m € N istnieja jed-
nostkowy wektor szybkorosnacy x € Y dlugosci p ze stala 1 4 /4, a takze
(p, f)-forma z* speliajace warunki: m < I(z), ran(z*) C I(z), 2*(x) = 0 oraz
x*(T(x)) > §/2. Aby to uzasadni¢, wystarczy okresli¢

+...+ 1
y’ﬂl ynp oraz .73* = 7(2/:;1 + ...+ y;p)’

Tr =
1Yny + -+ Yn, |l f(p)

gdzie yn, < ... <ynp, jest dowolnym szybkorosnacym ciagiem w Y o dtugosci p
ze stala 1+ £/4, dla ktérego m < I(y,,). Mamy oczywiscie z*(3-5_; yn,) = 0,

a takze
NS 0p
x (;T(yn)> > o)

Jednoczesdnie 7z lematu 4.2.1 mamy

p
=1

skad otrzymujemy z*(T'(z)) > §/2.

Dla dowolnego k € K = {j1,Js,...} skonstruujemy teraz indukcyjnie dwa
ciagi: (z1 < ... <) i (2] < ... < z}) € I't(Xgm), ktore zaswiadcza o tym,
ze T (przy zalozeniu falszywosci tezy) jest operatorem nieograniczonym, co
zakonczy dowod.

Wybierzmy x; € Y jako dowolny szybkorosnacy wektor jednostkowy dtugosci
My = joi, € L ze staly 1 + /4. Jak wiemy z lematu 4.2.2, z1 jest Eﬂl—éredni@,
gdzie

2p
S f(p)’

_agesag o AMy(k/e)
Ny =M | > W?

co weryfikuje warunek (SR1) z definicji ciagu szybkorosnacego. Wybierzmy x}
jako dowolna (M, f)-forme z Q speliajaca warunki

1 1
|x7 (z1)] < =E i (T(xq1)) > 5 oraz ran(zy) C I(xq). (12)

Niech dalej My = o(z}). Wybieramy teraz x5 € Y jako dowolny szybkorosnacy
wektor jednostkowy dlugosci My ze stala 1 4 /4, przy czym I(z1) < I(x2).
Funkcjonal 2} wybieramy zas jako (Ma, f)-forme z Q speliajaca warunki (12)
dla zo 1 5 w miejscu x; i 7. Kontynuujac to postepowanie, otrzymujemy
zadane ciagi. Latwo sprawdzi¢, ze dla dowolnego przedzialu E C N mamy

16



(k2B Zle x;)] < 2, a zatem lemat 4.2.3 (jak poprzednio, sprawdza-

1=1"1
my, ze r1 < ... < xy jest ciagiem szybkorosnacym ze stalg 1+ ¢) daje:

k
> i
i=1

Z drugiej strony, poniewaz ] < ... < xj jest ciggiem specjalnym, mamy osza-
cowanie

2k
S fR)

k

> T(x)

i=1

>

k
LS 0 () > —

VIR 2/ f(k)

(skorzystalismy tu po drodze z tego, ze I(z;) < I(z;41) oraz ran(z}) C I(x;) dla
1 < i < k). Oznacza to, ze ||T|| = §+/f(k)/4, co oczywiscie nie moze zachodzi¢
dla kazdego k € K. O

Dowdd twierdzenia 4.5.1. Z lematu o przesunieciu wiemy, ze dla kazdego cia-
gu (yn)S 4, jak w tezie twierdzenia, istnieje taka liczba A € R i taki podciag
(y1)22 1, ze T(yn) — Ay, — 0. Poniewaz wiemy juz, ze przestrzen Xgm jest dzie-
dzicznie nierozkladalna, warunek 2 z twierdzenia 4.3.2 implikuje, ze warto$¢ A
musi by¢ jednakowa dla kazdego z owych podciggéw. Stad juz dostajemy te-
ze; niezaleznos¢ liczby A od wyboru podprzestrzeni blokowej Y réwniez wynika
niemal natychmiast z twierdzenia 4.3.2. O
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