
4 Wykªady 9-11: Przestrze« Gowersa-Maureya

4.1 Konstrukcja przestrzeni Gowersa-Maureya

Przypomnijmy na pocz¡tek jedn¡ de�nicj¦ i dwa lematy.

De�nicja 4.1.1. Powiemy, »e ci¡g x1 < . . . < xN wektorów przestrzeni X ∈ X
jest ci¡giem szybkorosn¡cym ze staª¡ 1+ε (o dªugo±ci N), je»eli dla ka»dego i ∈
{1, . . . , N} wektor xi jest `ni1+-±redni¡ ze staª¡ 1 + ε, przy czym liczby naturalne
ni speªniaj¡ nast¦puj¡ce warunki:

n1 > 2(1 + ε)
Mf (Nε′ )
ε′f ′+(1)

, (SR1)

ε′

2

√
f(nk) > #supp(xk−1), (SR2)

przy czymMf (x) := f−1(36x2).Wektorem szybkorosn¡cym (ze staª¡ 1+ε o dªu-
go±ci N) nazywa¢ b¦dziemy sum¦ szybkorosn¡cego ci¡gu (ze staª¡ 1 + ε o dªu-
go±ci N).

Niech M ∈ N oraz g ∈ F . Funkcjonaª x∗ ∈ X∗ nazwiemy (M, g)-form¡, je±li
‖x∗‖ 6 1 oraz

x∗ =
M∑
j=1

x∗j

dla pewnego ci¡gu niezerowych funkcjonaªów x∗1 < . . . < x∗M speªniaj¡cych
‖x∗i ‖ 6 g(M)−1 dla 1 6 i 6M .

Lemat 4.1.2. Niech f, g ∈ F , g > f
1
2 i niech X ∈ X speªnia dolne f -

oszacowanie. Niech ε > 0, x1, . . . , xN - szybkorosn¡cy wektor ze staª¡ 1 + ε
i niech x =

∑
xi. Niech x

∗ b¦dzie (M, g) form¡ z M > Mf (Nε′ ). Wówczas, dla
dowolnego przedziaªu E mamy |x∗(Ex)| 6 1 + ε+ ε′.

Lemat 4.1.3. Niech f, g ∈ F , g > f
1
2 , X ∈ X speªnia dolne f -oszacowanie,

ε > 0 i niech x1 < . . . < xN b¦dzie szybko rosn¡cym ci¡giem ze staª¡ 1 + ε.
Zaªó»my, »e

||Ex|| 6 sup{|x∗(Ex)| : x∗ jest (M, g)-form¡ z M > 2}

dla ka»dego przedziaªu z λ(E) > 1. Wówczas ||x|| 6 (1 + ε+ ε′)Ng(N)−1.

Aby zde�niowa¢ przestrze« Gowersa-Maureya, wprowadzimy pewne ozna-
czenia. Od tego momentu symbol f oznacza zawsze funkcj¦ f(x) = log2(x+ 1).
Niech Q oznacza zbiór wszystkich ci¡gów o sko«czonych no±nikach, wyrazach
wymiernych i ograniczonych w normie supremum przez 1. Niech J b¦dzie usta-
lonym, odpowiednio �rzadkim" podzbiorem zbioru N; dokªadniej � zakªadamy,
»e

f(min j) > 256 oraz ∀
m,n∈J
m>n

log log logm > 4n2. (1)
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Niech J = {j1, j2, . . .} b¦dzie rosn¡cym ponumerowaniem elementów zbioru J ;
de�niujemy

K = {j1, j3, j5, . . .} oraz L = {j2, j4, j6, . . .}.

Potrzebna nam b¦dzie tak»e injekcja σ : Q̃ → L ze zbioru Q̃ wszystkich takich
sko«czonych ci¡gów (z1, . . . , zk) o wyrazach ze zbioru Q, »e z1 < . . . < zk.
Zakªadamy dodatkowo, »e σ speªnia warunek:

1
20

(
f(σ(z1, . . . , zk))1/40

)1/2
> #supp(z1 + . . .+ zk) (2)

(z1 < . . . < zk) ∈ Q̃ (jest do±¢ oczywiste, »e taka funkcja σ istnieje).
W dowolnej przestrzeni unormowanej postaci X = (c00, ‖·‖) okre±lamy funk-

cjonaªy specjalne w sposób podobny do tego, jak zrobilismy to w dowodzie twier-
dzenia 3.2.3 (mówimy tutaj tylko o funkcjonaªach, które maj¡ sko«czone no±niki,
a wi¦c s¡ elementami przestrzeni c00). Dla m ∈ N de�niujemy najpierw

A∗m(X) =

{
1

f(m)

m∑
i=1

x∗i : x∗1 < . . . < x∗m oraz ‖x∗i ‖ 6 1 dla 1 6 i 6 m

}
.

Niech dalej Γk(X) oznacza zbiór wszystkich ci¡gów specjalnych dªugo±ci k, tj.
takich ci¡gów (z∗1 < . . . < z∗k) elementów Q, »e

z∗1 ∈ A∗j2k(X) oraz z∗i+1 ∈ A∗σ(z∗1 ,...,z∗i )(X) dla 1 6 i < k.

Dla dowolnego k ∈ N de�niujemy teraz

B∗k(X) =

{
1√
f(k)

k∑
i=1

z∗i : (z∗1 < . . . < z∗k) ∈ Γk(X)

}
;

elementy tego zbioru nazywa¢ b¦dziemy funkcjonaªami specjalnymi dªugo±ci k.
Mo»emy w ko«cu przej±¢ do de�nicji przestrzeni Gowersa-Maureya. (Symbol ∨
oznacza¢ b¦dzie funkcj¦ maksimum.)

De�nicja 4.1.4. Wprowadzamy indukcyjnie ci¡g norm ‖·‖N (dlaN = 0, 1, 2, . . .)
na c00 wzorami: ‖x‖0 = ‖x‖∞ oraz

‖x‖N+1 = ‖x‖0 ∨ sup

{
1

f(M)

M∑
j=1

‖Ejx‖N : E1 < . . . < EM s¡ przedziaªami

}

∨ sup
{
|z∗(Ex)| : k ∈ K, z∗ ∈ B∗k(XN ), E jest przedziaªem

}
,

gdzie XN = (c00, ‖·‖N ). Okre±lamy norm¦ ‖·‖GM na c00 wzorem

‖·‖GM = lim
N→∞

‖·‖N ,

natomiast przestrze« Gowersa-Maureya, oznaczan¡ w dalszym ci¡gu symbolem
XGM, de�niujemy jako uzupeªnienie przestrzeni (c00, ‖ · ‖GM).
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Uwaga 4.1.5. Ze wzgl¦du na fakt, »e dopuszczamy w powy»szych wyra»eniach
dowolne przedziaªy, ci¡g (en)∞n=1 jest baz¡ bimonotoniczn¡ przestrzeni XGM.
Oczywi±cie, gdyby zamiast przedziaªów dopu±ci¢ dowolne (sko«czone) podzbio-
ry N, otrzymana przestrze« miaªaby baz¦ 1-bezwarunkow¡ (ci¡g (en)∞n=1), czego
rzecz jasna nie chcemy � przestrze« Gowersa-Maureya jest przykªadem prze-
strzeni niezawieraj¡cej »adnego bezwarunkowego ci¡gu bazowego.

Norm¦ w przestrzeni XGM mo»emy te» okre±li¢ na nast¦puj¡ce dwa, równo-
wa»ne sposoby:

• ‖x‖GM = sup{ϕ(x) : ϕ ∈ D}, gdzieD ⊂ c00 jest najmniejszym symetrycznym,
wypukªym zbiorem, który zawiera wszystkie funkcjonaªy e∗n (n ∈ N), jest
zamkni¦ty na wszystkie (Am, f(m)−1)-operacje, dla m ∈ N, oraz wszystkie
(Ak, f(k)−1/2)-operacje, dla k ∈ K;

• ‖·‖GM jest jedyn¡ norm¡ na przestrzeni c00 speªniaj¡c¡ równanie uwikªane

‖x‖GM =‖x‖∞∨ sup

{
1

f(M)

M∑
j=1

‖Ejx‖GM : E1 < . . . < EM s¡ przedziaªami

}

∨ sup
{
|z∗(Ex)| : k ∈ K, z∗ ∈ B∗k(c00, ‖·‖GM), E jest przedziaªem

}
.

4.2 Oszacowanie normy wektorów szybkorosn¡cych

w XGM

Zasadniczym krokiem w dowodzie faktu, »e przestrze« XGM nie zawiera bez-
warunkowego ci¡gu bazowego (a nawet jest dziedzicznie nierozkªadalna) jest
podanie górnego oszacowania na norm¦ sumy szybkorosn¡cego ci¡gu wektorów.
Gªównym narz¦dziem b¦dzie tu (ponownie) lemat 4.1.3, tyle »e z powodu trze-
ciego argumentu funkcji maksimum w de�nicji normy ‖·‖GM nie mo»emy ju»
opiera¢ si¦ wyª¡cznie na (M,f)-formach, jak to miaªo miejsce w przypadku
przestrzeni Schlumprechta. Je±li jednak dªugo±¢ danego ci¡gu szybkorosn¡ce-
go jest dosy¢ �niekompatybilna" (le»y niezbyt daleko od elementu zbioru L)
z dªugo±ci¡ ci¡gów de�niuj¡cych funkcjonaªy specjalne (które nale»¡ do K), to
zmiana (M,f)-form na odpowiednie (M, g)-formy nie wpªynie na oszacowanie,
które uzyskali±my w lemacie 4.1.3.

Lemat 4.2.1. Je±li x1 < . . . < xn jest ci¡giem szybkorosn¡cym w XGM dªugo±ci
n ∈ [logN, expN ] dla pewnego N ∈ L ze staª¡ 1 + ε, to∥∥∥∥∥

n∑
i=1

xi

∥∥∥∥∥
GM

6 (1 + ε+ ε′)
n

f(n)
.

Dowód. Oznaczmy x = x1 + . . .+ xn. Sprawdzimy zaªo»enia lematu 4.1.3 (bu-
duj¡c przy okazji odpowiedni¡ funkcj¦ g ∈ F). Po pierwsze, jest oczywiste, »e
XGM ∈ X oraz »e XGM speªnia dolne f -oszacowanie.
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Dla dowolnego zbioru K0 ⊆ K de�niujemy funkcj¦ φK0 : [1,∞) → [1,∞)
wzorem

φK0(x) =
{ √

log2(x+ 1) dla x ∈ K0
log2(x+ 1) dla x /∈ K0.

Opiszemy teraz procedur¦, która dla ka»dej takiej funkcji daje funkcj¦ gK0 ∈ F
speªniaj¡ca nierówno±ci√

log2(x+ 1) 6 gK0(x) 6 φK0(x) 6 log2(x+ 1) dla x ∈ [1,∞). (3)

1. Dla dowolnej funkcji h : [1,∞) → [1,∞) okre±lamy jej podmultiplikatywn¡
otoczk¦ H : [1,∞)→ [1,∞) wzorem

H(x) = inf
{
h(x1) · . . . · h(xm) : x1 · . . . · xm > 1 oraz xi > 1

}
;

jest to najwi¦ksza funkcja podmultiplikatywna majoryzowana przez h.

2. Dla dowolnej funkcji ograniczonej g : [1,∞) → [1,∞) okre±lamy jej wkl¦sª¡
obwiedni¦ G : [1,∞)→ [1,∞) wzorem

G(x) = sup
{
λg(y) + (1− λ)g(z) : 0 6 λ 6 1, x = λy + (1− λ)z

}
;

jest to najmniejsza funkcja wkl¦sªa majoryzuj¡ca funkcj¦ g.

3. Mo»emy teraz przyst¡pi¢ do opisu naszej procedury (dla uproszczenia pisze-
my φ zamiast φK0). Najpierw funkcji φ przyporz¡dkowujemy jej podmulit-
plikatywn¡ otoczk¦ h, nast¦pnie rozwa»amy funkcj¦ H(x) := xh(x)−1, której
przyporz¡dkowujemy jej wkl¦sª¡ obwiedni¦ G. Na koniec de�niujemy funkcj¦
g wzorem g(x) = xG(x)−1.

Aby wykaza¢, »e tak zde�niowana funkcja g nale»y do klasy F , nale»y je-
dynie sprawdzi¢ nadmultiplikatywno±¢ funkcji G (pozostaªe wªasno±ci s¡ albo
oczywiste, albo � jak w przypadku monotoniczno±ci funkcji g(x) i xg(x)−1 �
wynikaj¡ z pozostaªych). Wynika ona z nast¦puj¡cego lematu, którego elemen-
tarny dowód pominiemy: wkl¦sªa obwiednia dowolnej funkcji nadmultiplikatyw-
nej [1,∞) → [1,∞) jest nadmultiplikatywna. Nierówno±ci (3) wynikaj¡ wprost
z konstrukcji.

Zauwa»my teraz, »e wprost z de�nicji normy w przestrzeni XGM wynika, »e
norma ka»dego wektora x ∈ XGM jest albo równa ‖x‖∞, albo dana przez warto±¢
pewnej (M,φ)-formy na x (gdzie φ = φK). Poniewa» za± g 6 φ (gdzie g = gK),
ka»da (M,φ)-forma jest tak»e (M, g)-form¡. Znale¹li±my zatem funkcj¦ g ∈ F
speªniaj¡c¡ warunek g > f1/2 i o tej wªasno±ci, »e dla ka»dego x ∈ XGM mamy

‖x‖GM = ‖x‖∞ lub ‖x‖GM = sup
{
|z∗(x)| : z∗ jest (M, g)−form¡, gdzie M > 2

}
.

Ponadto, dla dowolnego przedziaªu E ⊂ N, dla którego λ(E) > 1 (dªugo±¢ ro-
zumiana wzgl¦dem ci¡gu x1 < . . . < xn), mamy oczywi±cie ‖Ex‖GM > ‖Ex‖∞,
a zatem dla ka»dego tego typu wektora Ex zachodzi drugi czªon powy»szej
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alternatywy (z Ex w miejscu x). Z lematu 4.1.3 otrzymujemy w takim razie
oszacowanie

‖x‖ 6 (1 + ε+ ε′)
n

g(n)
;

pozostaje wi¦c wykaza¢, »e g(n) = f(n) dla ka»dego n ∈ [logN, expN ].
Wyka»emy wi¦c, »e dla ka»dego K0 ⊂ K i N ∈ J \K0 mamy gK0(x) = f(x)

dla ka»dego x ∈ [logN, expN ]. W tym celu poka»emy najpierw, »e na nieco
wi¦kszym przedziale równaj¡ si¦ funkcje h i f , gdzie h to podmultiplikatywna
otoczka φK0 (porównaj punkt 3 wy»ej); dokªadniej � wyka»emy, »e

h(x) = f(x) dla ka»dego x ∈ [log logN, exp expN ]. (4)

Okre±lmy liczby k i l wzorami

k = max{m ∈ K0 ∪ {1} : m < N} oraz l = min{m ∈ K0 : N < m}.

Rozwa»a¢ b¦dziemy teraz liczby x speªniaj¡ce nierówno±ci

(k!)4 < x < f−1(f(l)1/2),

a zatem nale»¡ce do przedziaªu zawieraj¡cego [log logN, exp expN ] i zawartego
w [log log logN, exp exp expN ]. We¹my takie liczby x1, . . . , xm > 1, »e

x1 · . . . · xm > x oraz h(x) = φK0(x1) · . . . · φK0(xm). (5)

Zauwa»my, »e:

• mo»emy zaªo»y¢, »e istnieje co najwy»ej jeden indeks i, dla którego xi 6∈ K0
(wynika to z podmultiplikatywno±ci f i tego, »e φK0 = f poza K0, a wi¦c
gdyby np. x1, x2 6∈ K0, mogliby±my zast¡pi¢ te dwie liczby w warunku (5)
przez iloczyn x1x2;

• je»eli xi ∈ K0, to xi 6 k (gdyby tak nie byªo, to mieliby±my xi > l, co jest
niemo»liwe, bo f(l)1/2 > f(x), sk¡d wynikaªoby, »e h(x) > f(x));

• nie istniej¡ trzy ró»ne indeksy r, s, t ∈ {1, . . . ,m}, dla których xr = xs = xt ∈
K0 (wynika to z tego, »e f(p)3/2 > f(p3), a wi¦c mogliby±my w warunku (5)
zast¡pi¢ xr, xs, xt przez iloczyn xrxsxt);

• dla przynajmniej jednego (a zatem � dla dokªadnie jednego) indeksu i ma-
my xi 6∈ K0 (wynika to z nierówno±ci (k!)4 < x oraz dwóch poprzednich
obserwacji).

Przypu±¢my, »e m > 1. Z powy»szych uwag wiemy, »e x2x3 · . . . · xm 6 (k!)2 <
x1/2, a wi¦c x1 > x1/2. Wtedy jednak mieliby±my

φK0(x1) · . . . · φK0(xm) > f(x1/2)f(minK)1/2,

co przekracza f(x) z uwagi na posta¢ funkcji f i warunek (1). Mamy wi¦cm = 1,
co dowodzi równo±ci (4).
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Mamy pokaza¢, »e wkl¦sªa obwiednia G funkcji H speªnia G(x) = xf(x)−1

dla x ∈ [logN, expN ], wiedz¡c, »eH(x) = xf(x)−1 dla x ∈ [log logN, exp expN ].
Wynika to z faktu, »e styczna y(x) do wykresu funkcji xf(x)−1 w dowolnym
punkcie x0 ∈ [logN, expN ] le»y powy»ej xf(x)−1/2 wsz¦dzie poza przedziaªem
[log logN, exp expN ], co mo»na uzasadni¢ bezpo±rednim rachunkiem.

Wniosek 4.2.2. Niech x1 < . . . < xN b¦dzie szybko rosn¡cym ci¡giem wektorów
w przestrzeni Gowersa-Maureya dªugo±ci N ∈ L ze staª¡ 1 + ε, gdzie ε ∈ (0, 14 )
i niech M = bNεc. Wówczas

∑N
i=1 xi jest `

M
1+-wektorem ze staª¡ 1 + 4ε.

Dowód. Podzielmy zbiór {1, . . . , N} na M kolejnych cz¦sci dªugo±ci m ∼ N1−ε;
dokªadniej � niech m b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡ naturaln¡ niemniejsz¡ ni» N/M ,
tzn.

m =
⌈

N

bNεc

⌉
.

Poªó»my

yj =
jm∑

i=(j−1)m+1

xi dla 1 6 j 6M,

przy czym przyjmujemy, »e xi, je±li który± z rozwa»anych wy»ej indeksów i
przekracza N . Wówczas yj jest szybko rosn¡cym ci¡giem dªugo±ci co najwy»ej
m ze staª¡ 1 + ε. Z lematu 4.2.1 otrzymujemy wi¦c

‖yj‖ 6 (1 + 2ε)
m

f(m)
dla ka»dego 1 6 j 6M.

Mamy tak»e ∥∥∥∥∥∥
M∑
j=1

yj

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xi

∥∥∥∥∥ >
N

f(N)
,

sk¡d wynika, »e
∑N
i=1 xi jest `

M
1+-wektorem ze staª¡

C = (1 + 2ε)
mbNεcf(N)
Nf(m)

.

Teza wynika teraz z oszacowania

(1 + 2ε)
f(N)
f(m)

. (1 + 2ε)(1− ε)−1 < 1 + 4ε.

Lemat 4.2.3. Niech k ∈ K i niech dany b¦dzie ci¡g specjalny (x∗1 < . . . <
x∗k) ∈ Γk(XGM ), gdzie ka»dy z funkcjonaªów x∗i jest (µi, f)-form¡, a tak»e ci¡g
x1 < . . . < xk w przestrzeni XGM, gdzie ka»dy z wektorów xi jest sum¡ szybko
rosn¡cego ci¡gu dªugo±ci µi ze staª¡ 1 + ε/4, przy czym ε = 1

10 . Je»eli∣∣∣∣∣
(

k∑
i=1

x∗i

)(
E

k∑
i=1

xi

)∣∣∣∣∣ 6 2 dla ka»dego przedziaªu E ⊂ N, (6)
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to ∥∥∥∥∥
k∑
i=1

xi

∥∥∥∥∥ 6 (1 + 2ε)
k

f(k)
.

Dowód. Strategia dowodu skªada si¦ z dwóch gªównych kroków:

Krok 1. Wyka»emy, »e dla ka»dego ci¡gu specjalnego (z∗1 < . . . < z∗k) ∈
Γk(XGM) oraz ka»dego przedziaªu E ⊂ N warto±¢ |z∗(Ex)| jest maªa (dokªadniej

mówi¡c, niewi¦ksza ni» 14 ), gdzie x =
∑k
i=1 xi, a z

∗ = f(k)−1/2
∑k
i=1 z

∗
i .

Krok 2. Nast¦pnie, w celu oszacowania normy ‖x‖, zastosujemy ogólny le-
mat 4.1.3 dla pewnej funkcji g ∈ F wyprodukowanej przez opisan¡ wcze±niej
procedur¦, ale tak, aby unikn¡¢ brania pierwiastka z f(x) dla argumentu x = k.

1. Sprawd¹my najpierw, »e x1 < . . . < xk jest ci¡giem szybko rosn¡cym ze
staª¡ 1 + ε. Istotnie, na mocy wniosku 4.2.2 ka»dy xi jest `

Ni
1+-±redni¡ ze staª¡

1+ε o dªugo±ci Ni = bµε/4i c. Aby sprawdzi¢ warunki (SR1) i (SR2) wyst¦puj¡ce
w de�nicji 4.1.1, zauwa»my, »e:

• µ1 = j2k ∈ L;

• wobec postaci funkcji Mf (x) = f−1(36x2) oraz warunków na szybko±¢ wzro-
stu indeksów j2i ∈ L,zachodzi nierówno±¢

N1 = bµε/41 c >
4Mf (k/ε′)
ε′f ′+(1)

>
2(1 + ε)Mf (k/ε′)

ε′f ′+(1)
,

co daje warunek (SR1);

• wobec warunku (2), gwarantuj¡cego odpowiednio szybki przyrost parametrów
µi, mamy

1
20

(
f(µi)1/40

)1/2
> #supp(z∗1 + . . .+ z∗i−1) > #supp(xi−1) dla 2 6 i 6 k,

co daje nam warunek (SR2).

Ustalmy dowolny ci¡g specjalny (z∗1 < . . . < z∗k) ∈ Γk(XGM ) i rozwa»my
odpowiadaj¡cy mu funkcjonaª specjalny

z∗ =
1√
f(k)

k∑
i=1

z∗i ,

który oczywi±cie jest (k,
√
f) form¡. Ustalmy te» dowolnie przedziaª E ⊂ N.

Naszym celem jest teraz wykazanie nierówno±ci

|z∗(Ex)| 6 1
4
.
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Niech t b¦dzie najmniejszym indeksem ze zbioru {1, . . . , k} speªniaj¡cym
x∗1 = z∗1 , . . . , x

∗
t = z∗t , przy czym kªadziemy t = 0 w przypadku, gdy takiego

indeksu nie ma, czyli gdy x∗1 6= z∗1 . Mamy wi¦c

x∗ =
1√
f(k)

(x∗1 + . . .+ x∗t + x∗t+1 + . . .+ x∗k)

oraz

z∗ =
1√
f(k)

(z∗1 + . . .+ z∗t + z∗t+1 + . . .+ z∗k),

przy czym w powy»szych sumach skªadniki odpowiadaj¡ce indeksom i 6 t s¡
odpowiednio równe, podczas gdy wszystkie pozostaªe s¡ formami o zupeªnie
ró»nych dªugo±ciach � wynika to z faktu, »e x∗ i z∗ s¡ funkcjonaªami specjalnymi
i z wªasno±ci injekcji σ.

Chcemy najpierw pokaza¢, »e warto±ci |z∗i (Exj)| s¡ maªe (niewi¦ksze ni»
k−2), o ile i 6= j lub i = j > t+ 1. W obydwu tych przypadkach istniej¡ liczby
`1, l2 ∈ L, `1 6= l2, dla których:

• z∗i jest (`1, f)-form¡;
• xj jest znormalizowan¡ sum¡ szybkorosn¡cego ci¡gu dªugo±ci l2.

Co wi¦cej:

• z wniosku 4.2.2 wiemy, »e xj jest sam `
l′2
1+-wektorem ze staª¡ 1 + ε, gdzie

l′2 = blε/42 c;
• mamy ponadto `1 > j2k, jako »e z∗i jest skªadnikiem ci¡gu specjalnego
dªugo±ci k.

Rozwa»ymy dwa przypadki.

1◦ Gdy `1 < l2: Mamy wtedy tak»e `1 < l′2 z uwagi na tempo wzrostu elemen-
tów zbioru L (zauwa»my, »e dokªadnie w tym momencie potrzebujemy jakiej±
restrykcji na warto±¢ ε; dla dalszych celów w zupeªno±ci wystarcza zaªo»ona
przez nas warto±¢ ε = 1

10 ). Z lematu ?? otrzymujemy:

|z∗i (Exj)| = |(Ez∗i )xj | 6 3(1 + ε)f(j2k)−1 < k−2.

2◦ Gdy `1 > l2: Wtedy tak»e `1 > Mf (l2) i mo»emy zastosowa¢ lemat 4.1.2 z
ε = ε′ = 1 otrzymuj¡c |z∗i (Ex′j)| 6 3, gdzie x′j jest nieznormalizowan¡ wersj¡
xj , tj. sum¡ odpowiedniego ci¡gu szybkorosn¡cego. Oczywi±cie ‖x′j‖ > l2/f(l2),
sk¡d znów otrzymujemy |z∗i (Exj)| 6 k−2.
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Korzystaj¡c z wykazanych wªa±nie oszacowa«, dostajemy∣∣∣∣∣
(

k∑
i=1

z∗i

)(
E

k∑
i=1

xi

)∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣
(

t∑
i=1

z∗i

)(
E

t∑
i=1

xi

)∣∣∣∣∣+ |z∗t+1(xt+1)|+

+
k∑

i=t+2

|z∗i (Exi)|+
∑
i6=j

|z∗i (Exj)| 6

6

∣∣∣∣∣
(

t∑
i=1

z∗i

)(
E

t∑
i=1

xi

)∣∣∣∣∣+ 1 + k2 · k−2 6 4,

bowiem pierwszy skªadnik jest postaci∣∣∣∣∣
(

t∑
i=1

z∗i

)(
E

t∑
i=1

xi

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(

t∑
i=1

x∗i

)(
F

t∑
i=1

xi

)∣∣∣∣∣ ,
dla odpowiedniego przedziaªu F ⊂ N, co na mocy zaªo»enia nie przekracza 2.
W konsekwencji

|z∗(Ex)| 6 4√
f(k)

<
1
4
,

co oznacza, »e zrealizowali±my pierwszy krok dowodu.

2. Rozwa»my funkcj¦ φK\{k}; przypomnijmy, »e zgodnie z de�nicj¡ mamy

φK\{k}(x) =
{ √

f(x) dla x ∈ K \ {k},
f(x) dla pozostaªych x ∈ [1,∞).

To, co wykazali±my w pierwszym kroku oznacza, »e szacuj¡c norm¦ wektora Ex
mo»emy zapomnie¢ o funkcjonaªach specjalnych dªugo±ci k. Dokªadniej mówi¡c
� je»eli gK\{k} ∈ F jest funkcj¡ odpowiadaj¡c¡ funkcji φK\{k} (poprzez opisan¡
wcze±niej procedur¦), to

1
4
< ‖Ex‖ 6 sup

{
|z∗(Ex)| : z∗ jest (M, gK\{k})-form¡, gdzie M > 2

}
dla ka»dego przedziaªu E ⊂ N speªniaj¡cego λ(E) > 1. Z lematu 4.1.3 (przypo-
mnijmy, »e x jest szybkorosn¡cym wektorem dªugo±ci k ze staª¡ 1 + ε) otrzymu-
jemy wi¦c oszacowanie

‖x‖ 6 (1 + 2ε)
k

gK\{k}(k)
= (1 + 2ε)

k

f(k)
,

bowiem zgodnie z dowodem lematu 4.2.1 mamy gK\{k}(x) = f(x) dla ka»dego
x ∈ [log k, exp k], w szczególno±ci dla x = k.
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4.3 Dziedziczna nierozkªadalno±¢ przestrzeni XGM

De�nicja 4.3.1. Przestrze« Banacha X nazwiemy dziedzicznie nierozkªadal-
n¡, je»eli »adna jej niesko«czenie wymiarowa podprzestrze« domkni¦ta Y nie
dopuszcza rozkªadu Y = W ⊕Z na topologiczn¡ sum¦ prost¡ dwóch (domkni¦-
tych) niesko«czenie wymiarowych podprzestrzeni W i Z.

Zauwa»my, »e przestrze« dziedzicznie nierozkªadalna nie mo»e zawiera¢ bezwa-
runkowego ci¡gu bazowego, gdyby bowiem (xn)∞n=1 byª takim ci¡giem, to mieli-
by±my rozkªad [xn]∞n=1 = [x2n−1]∞n=1⊕ [x2n]∞n=1. Przestrze« XGM jest pierwszym
w historii przykªadem przestrzeni dziedzicznie nierozkªadalnej. Aby wykaza¢ t¦
wªasno±¢, posªu»ymy si¦ jej charakteryzacj¡ zawart¡ w poni»szym twierdzeniu,
którego dowód pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 4.3.2. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Nast¦puj¡ce warun-
ki s¡ równowa»ne:

1. X jest dziedzicznie nierozkªadalna.

2. Dla ka»dych dwóch niesko«czenie wymiarowych podprzestrzeni Y, Z ⊂ X speª-
niaj¡cych Y ∩ Z = {0} mamy dist(SY , SZ) = 0.

3. Dla ka»dych dwóch niesko«czenie wymiarowych podprzestrzeni Y, Z ⊂ X speª-
niaj¡cych Y ∩ Z = {0} i ka»dego δ > 0 istniej¡ takie wektory y ∈ Y i z ∈ Z,
»e

δ‖y + z‖ > ‖y − z‖.

Twierdzenie 4.3.3 (Gowers, Maurey, 1993). Przestrze« Gowersa-Maureya jest
dziedzicznie nierozkªadalna.

Dowód. Ustalmy dwie niesko«czenie wymiarowe podprzestrzeni Y, Z ⊂ XGM
speªniaj¡ce Y ∩Z = {0} oraz dowoln¡ liczb¦ δ > 0; wobec twierdzenia 4.3.2 ma-
my pokaza¢, »e istniej¡ wektory y ∈ Y i z ∈ Z, dla których δ‖y+ z‖ > ‖y− z‖.
Na mocy twierdzenia Bessagi-Peªczy«skiego (a dokªadniej: jego wersji wypowie-
dzianej w tre±ci zadania 3.2) mo»emy te» zaªo»y¢, »e Y i Z s¡ podprzestrzeniami
blokowymi.

Wybierzmy odpowiednio du»¡ liczb¦ k ∈ K (jak wyniknie z rachunków,
wystarczy wzi¡¢ takie k, »e f(k)−1/2 < δ/4). Chcemy skonstruowa¢ znormalizo-
wany ci¡g wektorów x1 < . . . < xk wXGM, przy czym xi ∈ Y dla i nieparzystych
i xi ∈ Z dla i parzystych, dla którego norma sumy

∑k
i=1(−1)ixi b¦dzie istotnie

mniejsza od normy sumy
∑k
i=1 xi (pierwsza z nich b¦dzie rz¦du co najwy»ej

kf(k)−1, druga � rz¦du co najmniej kf(k)−1/2). W naszej konstrukcji b¦dziemy
ci¡gle milcz¡co korzysta¢ z lematu 3.2.6.

Przyjmijmy ε = 1
10 . Niech x1 ∈ Y b¦dzie dowolnym wektorem szybkoro-

sn¡cym ze staª¡ 1 + ε/4 o dªugo±ci M1 = j2k i normie równej 1. Jak wiemy
z lematu 4.2.2, x1 jest `

N1
1+-±redni¡ ze staª¡ 1 + ε, przy czym

N1 =
⌊
M

ε/4
1

⌋
>

4Mf (k/ε′)
ε′f ′+(1)

.
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Niech g = gK ∈ F b¦dzie funkcj¡ wyprodukowan¡ z funkcji φK za pomoc¡
opisanej wcze±niej procedury. Chcemy teraz wybra¢ taki funkcjonaª x∗1 ∈ Q,
który byªby (M1, g)-form¡ i speªniaª przy tym warunek∣∣∣∣x∗1(x1)− 1

2

∣∣∣∣ < 1
k
. (7)

Aby to zrobi¢, wystarczy zauwa»y¢, »e istniej¡ (M1, g)-formy, których warto±ci
na x1 s¡ bliskie ‖x1‖ = 1 i nast¦pnie skorzysta¢ z g¦sto±ci zbioru Q. Zauwa»my
wi¦c, »e z lematu 4.1.3 mamy

‖x1‖ 6 (1 + ε)
M1
g(M1)

‖x1,1‖,

gdzie x1 = x1,1 + . . . + x1,N1 jest przedstawieniem x1 w postaci `N11+-±redniej
(oczywi±cie normy wszystkich x1,i s¡ jednakowe). Dla ka»dego 1 6 i 6 N1 niech
x∗1,i b¦dzie funkcjonaªem normuj¡cym dla x1,i. Okre±lmy (M1, g)-form¦

x̃∗1 =
1

g(M1)

M∑
i=1

x∗1,i;

mamy wówczas x̃∗1(x1) > (1 + ε)−1‖x1‖, a zatem musi istnie¢ (M1, g)-forma
x∗1 ∈ Q speªniaj¡ca warunek (7). Oczywi±cie mo»emy te» za»¡da¢, aby ran(x∗1) =
ran(x1).

Niech teraz M2 = σ(x∗1) ∈ L. Wybierzmy wektor jednostkowy x2 ∈ Z b¦d¡-
cy wektorem szybkorosn¡cym dªugo±ci M2 ze staª¡ 1 + ε/4. Znów zauwa»amy,

»e x2 jest `
N2
1+-±redni¡ ze staª¡ 1 + ε, gdzie N2 = bMε/4

2 c jest odpowiednio wi¦k-
sze od N1 (pomijamy precyzyjne uzasadnienie, jako »e de facto chodzi tylko
o to, aby tempo wzrostu liczb M1 gwarantowaªo speªnienie warunków (SR1)
i (SR2) dla uzyskanego ci¡gu x1 < . . . < xk � spotkali±my si¦ ju» z tym ar-
gumentem wcze±niej; patrz: dowód lematu 4.2.3). Rozumuj¡c jak wy»ej, wy-
bieramy (M2, g)-form¦ x∗2 ∈ Q speªniaj¡ca warunki: ran(x∗2) = ran(x2) oraz
|x∗2(x2)−1/2| < 1/k. Odnotujmy, »e wszystkie w ten sposób otrzymane (Mi, g)-
formy s¡ w istocie (Mi, f)-formami, jako »e warto±ci funkcji g i f zgadzaj¡ si¦
na zbiorze L (zobacz: dowód lematu 4.2.1).

Kontynuuj¡c opisane post¦powanie, otrzymujemy ci¡g wektorów jednostko-
wych x1 < . . . < xk w XGM oraz ci¡g funkcjonaªów x∗1 < . . . < x∗k w Q speªnia-
j¡cych ∣∣∣∣x∗i (xi)− 1

2

∣∣∣∣ < 1
k

dla ka»dego 1 6 i 6 k. (8)

Ponadto (x∗1, . . . , x
∗
k) ∈ Γk(XGM), a zatem warunek (8) daje:∥∥∥∥∥

k∑
i=1

xi

∥∥∥∥∥ >
1√
f(k)

k∑
i=1

x∗i (xi) >
k/2− 1√
f(k)

. (9)
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Jeszcze raz korzystaj¡c z (8), widzimy, »e dla dowolnego przedziaªu E ⊂ N
mamy ∣∣∣∣∣

(
k∑
i=1

x∗i

)(
E

k∑
i=1

xi

)∣∣∣∣∣ 6 2,

a zatem z lematu 4.2.3 otrzymujemy∥∥∥∥∥
k∑
i=1

(−1)ixi

∥∥∥∥∥ 6 (1 + 2ε)
k

f(k)
. (10)

De�niuj¡c teraz y jako sum¦ wszystkich xi o indeksach nieparzystych, a z jako
sum¦ wszystkich xi o indeksach parzystych, dostajemy wektory y ∈ Y i z ∈ Z,
które � na mocy nierówno±ci (9) i (10) i doboru liczby k � speªniaj¡ warunek
δ‖y + z‖ > ‖y − z‖.

4.4 Operatory na przestrzeniach dziedzicznie

nierozkªadalnych

Celem tej sekcji jest wykazanie, »e zespolone (i, do pewnego stopnia, tak»e rze-
czywiste) przestrzenie dziedzicznie nierozkªadalne dopuszczaj¡ niewiele ograni-
czonych operatorów liniowych. Zaczniemy od przypadku zespolonego, w którym
kluczow¡ rol¦ gra nast¦puj¡ca de�nicja. (Symbolem B(X) b¦dziemy oznacza¢
przestrze« wszystkich ograniczonych operatorów liniowych z X do X.)

De�nicja 4.4.1. Niech X b¦dzie zespolon¡ przestrzeni¡ Banacha oraz niech
T ∈ B(X). Liczb¦ λ ∈ C nazwiemy niesko«czenie singularn¡ dla T , je»eli dla
ka»dego ε > 0 istnieje taka niesko«czenie wymiarowa podprzestrze« Yε ⊆ X, »e∥∥(T − λI)|Yε

∥∥ < ε.

Zde�niujmy równie»

FT = {λ ∈ C : λ nie jest niesko«czenie singularna dla T}.

Nietrudno sprawdzi¢, »e dla λ ∈ C mamy

λ ∈ FT ⇐⇒

istnieje taka podprzestrze« sko«czonego
kowymiaru Y ⊆ X, »e X = ker(T − λI)⊕ Y
oraz (T − λI)|Y jest ograniczony z doªu, tj.
jest izomor�zmem na swój obraz.

(11)

Wynika st¡d natychmiast otwarto±¢ zbioru FT . Ponadto, je±li λ jest niesko«-
czenie singularna dla T , to tym bardziej λ ∈ σ(T ), a wi¦c FT zawiera zbiór
rezolwenty. Innymi sªowy, zbiór warto±ci niesko«czenie singularnych dla T jest
zwartym podzbiorem widma T . Nietrywialnym faktem, który za chwil¦ udo-
wodnimy, jest niepusto±¢ tego zbioru w przypadku, gdy X jest niesko«czenie
wymiarowa nad ciaªem C.
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Fakt 4.4.2. Je±li X jest zespolona i niesko«czenie wymiarowa, T ∈ B(X) oraz
σ(T ) = {0}, to warto±¢ 0 jest niesko«czenie singularna dla T .

Dowód. Gdyby tak nie byªo, to istniaªaby podprzestrze« Z ⊆ X, codimZ <∞
taka, »e T |Z jest izomor�zmem. Zde�niujmy

Z0 = Z, Z1 = Z ∩ T (Z), . . . , Zk = Z ∩ T (Zk−1).

Z zaªo»enia ka»da z tak okre±lonych podprzestrzeni ma niesko«czony wymiar.
Dla dowolnego niezerowego x ∈ Zk mamy x = T k(x0) dla pewnego x0 ∈ Z \{0}.
Bez straty ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e ‖Tz‖ > ‖z‖ dla z ∈ Z, sk¡d 0 < ‖x0‖ 6
‖T kx0‖, a zatem ‖T k‖ > 1 dla ka»dego k ∈ N i wzór na promie« spektralny
daje ρ(T ) > 1, co jest sprzeczne z zaªo»eniem.

Fakt 4.4.3. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ zespolon¡ i T ∈ B(X). Je»eli λ ∈ FT ,
a (xn)∞n=1 ⊂ X jest takim ci¡giem ograniczonym, »e ci¡g ((T − λI)(xn))∞n=1 jest
zbie»ny, to pewien podci¡g ci¡gu (xn)∞n=1 jest zbie»ny.

Dowód. Z komentarzy po de�nicji liczby niesko«czenie singularnej wiemy, »e
X = Y⊕Z, gdzie Y jest sko«czonego kowymiaru oraz (T−λI)|Y jest ograniczony
z doªu. Napiszmy xn = yn+zn, gdzie yn ∈ Y oraz zn ∈ Z dla n ∈ N. Przechodz¡c
do zbie»nego podci¡gu (znk)

∞
k=1 ci¡gu (zn)∞n=1 i zauwa»aj¡c, »e skoro zbie»ny jest

ci¡g ((T − λI)(ynk))
∞
k=1, zbie»ny musi te» by¢ (ynk)

∞
k=1, otrzymujemy tez¦.

Fakt 4.4.4. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ zespolon¡ i T ∈ B(X). Je»eli λ ∈
∂σ(T ) ∩ FT , to λ jest warto±ci¡ wªasn¡ operatora T o sko«czonej krotno±ci.

Dowód. Liczba λ jest aproksymatywn¡ warto±ci¡ wªasn¡, tzn. istnieje taki ci¡g
wektorów (xn)∞n=1 o normie 1, »e

‖Txn − λxn‖ → 0.

(Wynika to wprost z zaªo»enia, »e λ le»y na brzegu widma.) Wobec faktu 4.4.3
wiemy wi¦c, »e λ jest warto±ci¡ wªasn¡ T . Oczywi±cie musi mie¢ ona krotno±¢
sko«czon¡, jako »e λ ∈ FT (zobacz: uwagi po de�nicji 4.4.1).

Odnotujmy jeszcze jeden fakt, którego dowód (np. z wykorzystaniem ele-
mentów teorii Fredholma) pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Fakt 4.4.5. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ zespolon¡ i T ∈ B(X). Ka»da liczba
ze zbioru λ ∈ ∂σ(T ) ∩ FT jest punktem izolowanym σ(T ).

Twierdzenie 4.4.6. Niech X b¦dzie niesko«czenie wymiarow¡, zespolon¡ prze-
strzeni¡ Banacha i niech T ∈ B(X). Wówczas FT 6= C, tzn. istnieje przynaj-
mniej jedna warto±¢ niesko«czenie singularna dla T .

Dowód. Przypu±¢my, »e FT = C. Z faktu 4.4.5 wynika, »e ka»da liczba λ ∈
∂σ(T ) jest punktem izolowanym σ(T ), a wi¦c σ(T ) jest zbiorem sko«czonym,
powiedzmy σ(T ) = {λ1, . . . , λn}. Rozwa»my wielomian

P (z) =
n∏
j=1

(z − λj).
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Dla ka»dego λ 6= 0 mamy

P (z)− λ =
n∏
j=1

(z − µj) dla pewnych µj /∈ σ(T ),

zatem P (T ) − λI jest operatorem odwracalnym, co oznacza, »e σ(P (T )) = 0
(wynika to te» od razu z twierdzenia o odwzrowaniu spektralnym). Na mocy
faktu 4.4.2 warto±¢ 0 jest niesko«czenie singularna dla P (T ). Istnieje wi¦c ci¡g
wektorów jednostkowych (xn)∞n=1 speªniaj¡cy P (T )xn → 0; mo»emy przy tym
za»¡da¢, aby ci¡g ten byª ci¡giem bazowym, w szczególno±ci � nie zawieraª
podci¡gu zbie»nego. Mamy jednak P (T ) = (T − λ1I)P1(T ), gdzie P1(z) =∏
j>2(z − λj), stosuj¡c wi¦c n-krotnie lemat 4.4.3, otrzymujemy, »e (xn)∞n=1

zawiera podci¡g zbie»ny; sprzeczno±¢.

Przed dowodem twierdzenia o postaci operatorów na zespolonych przestrze-
niach dziedzicznie nierozkªadalnych odnotujmy dwie proste obserwacje, które
wynikaj¡ niemal bezpo±rednio z warunku podanego w twierdzeniu 4.3.2(2). Mia-
nowicie, je»eli X jest przestrzeni¡ dziedzicznie nierozkªadaln¡, a T ∈ B(X), to:

• istnieje dokªadnie jedna warto±¢ niesko«czenie singularna dla T ;
• je±li λ jest warto±ci¡ niesko«czenie singularn¡ dla T , to T − λI jest ±ci-
±le singularny (tzn. nie jest ograniczony z doªu na »adnej niesko«czenie
wymiarowej podprzestrzeni przestrzeni X).

Twierdzenie 4.4.7. Niech X b¦dzie zespolon¡ przestrzeni¡ dziedzicznie nieroz-
kªadaln¡. Wówczas ka»dy operator T ∈ B(X) jest postaci T = S + λI, gdzie
λ ∈ C, a S jest operatorem ±ci±le singularnym. W konsekwencji X nie jest
izomor�czna z »adn¡ swoj¡ wªa±ciw¡ podprzestrzeni¡.

Dowód. Z twierdzenia 4.4.6 i powy»szych uwag wiemy, »e istnieje dokªadnie
jedna warto±¢ λ niesko«czenie singularna dla T , a ponadto T − λI jest ±ci±le
singularny. Ostatni¡ tez¦

Przypu±¢my teraz, »e T : X → Y jest izomor�zmem na pewn¡ wªa±ciw¡ pod-
przestrze« Y ⊂ X. Wówczas albo T nie jest operatorem Fredholma, albo jego
indeks Fredholma jest niezerowy. Jednak T = S+λI jest ±ci±le singularnym za-
burzeniem operatora Fredholma (oczywi±cie mamy λ 6= 0) o zerowym indeksie,
a wi¦c te» musi mie¢ indeks zerowy, co daje sprzeczno±¢.

4.5 Lemat o przesuni¦ciu

Naszym celem jest teraz wykazanie interesuj¡cej (i do±¢ patologicznej) wªasno-
±ci przestrzeni Gowersa-Maureya, mianowicie � »e istnieje w niej ci¡g wektorów
jednostkowych, który jest ci¡giem przybli»onych wektorów wªasnych dowolne-
go operatora. W istocie, ci¡gów takich mamy w tej przestrzeni caªkiem sporo,
mówi¡c dokªadniej, mo»emy je odnale¹¢ w ka»dej podprzestrzeni blokowej. Ka»-
demu operatorowi dziaªaj¡cemu na przestrzeni Gowersa-Maureya mo»emy wi¦c
przyporz¡dkowa¢ pewn¡ charakterystyczn¡ wielko±¢ � przybli»on¡ warto±¢ wªa-
sn¡ odpowiadaj¡c¡ ci¡gowi wektorów, o którym mowa powy»ej. Fakt ten b¦dzie
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miaª kluczowe znaczenie w nast¦pnym rozdziale, gdzie b¦dziemy mówili o kontr-
przykªadzie do problemu Schroedera-Bernsteina.

Symbolem XGM oznaczamy tutaj przestrze« Gowersa-Maureya nad ciaªem
R. Zapowiedziane twierdzenie brzmi nast¦puj¡co.

Twierdzenie 4.5.1. Niech Y b¦dzie dowoln¡ podprzestrzeni¡ blokow¡ przestrze-
ni XGM i niech (yn)∞n=1 ⊂ Y b¦dzie takim ci¡giem, »e dla ka»dego n ∈ N wektor
yn jest `n1+-±redni¡ ze staª¡ 1 + ε/4, przy czym ε = 1

10 . Wówczas dla ka»dego
operatora T ∈ B(XGM ) istnieje taka liczba λ ∈ R, »e

T (yn)− λyn −−−−→
n→∞

0.

Co wi¦cej, liczba ta zale»y wyª¡cznie od T (tj. nie zale»y od wyboru blokowego
ci¡gu (yn)∞n=1 `

n
1+-±rednich). Ponadto wystarczy, aby T byª okre±lony tylko na

Y .

Wyka»emy najpierw lemat, który roboczo nazwiemy �lematem o przesuni¦-
ciu". Sens takiej nazwy jest jasny w ±wietle tre±ci tego lematu � »aden opera-
tor z B(XGM) nie mo»e �istotnie" i �niesko«czenie dªugo" przesuwa¢ no±ników
wektorów z XGM. Stosuj¡c pokazane ni»ej rozumowanie, mo»na np. bezpo±red-
nio uzasadni¢ fakt, »e dla przestrzeni Gowersa-Maureya ci¡gi bazowe (en)∞n=1
i (en)∞n=2 nie s¡ równowa»ne (w ±wietle twierdzenia 4.4.7, wiemy ju» znacznie
wi¦cej w przypadku zespolonym, jednak tamten dowód oparty byª na teorii
operatorów i przez to znacznie mniej bezpo±redni). Co wi¦cej, lemat mo»e by¢
te» u»yty do wykazania, »e równie» rzeczywista wersja przestrzeni XGM nie jest
izomor�czna z »adn¡ swoj¡ wªa±ciw¡ podprzestrzeni¡.

Lemat 4.5.2 (Lemat o przesuni¦ciu). Niech Y ⊂ XGM b¦dzie podprzestrzeni¡
blokow¡ i niech (yn)∞n=1 ⊂ Y b¦dzie takim ci¡giem, »e dla ka»dego n ∈ N wektor
yn jest `n1+-±redni¡ ze staª¡ 1 + ε/4, przy czym ε = 1

10 . Wówczas dla ka»dego
ograniczonego operatora liniowego T : Y → XGM mamy

dist
(
T (yn),Ryn

)
−−−−→
n→∞

0.

Dowód. Dowód ten jest w istocie bardzo podobny do dowodu twierdzenia 4.3.3.
Najpierw zauwa»my, »e je»eli (fn)∞n=1 jest ci¡giem wektorów blokowych tworz¡-
cym baz¦ podprzestrzeni Y , to mo»emy zaªo»y¢, »e wektory T (fn), dla n ∈ N,
maj¡ sko«czone no±niki oraz min suppT (fn) → ∞. Wynika to st¡d, »e ci¡g
(fn)∞n=1 jest sªabo zbie»ny do zera, natomiast sko«czono±¢ no±ników T (fn) mo-
»emy zagwarantowa¢ bior¡c odpowiednio maª¡ perturbacj¦ operatora T .

Dla dowolnego wektora o sko«czonym nosniku y ∈ Y niech I(y) oznacza
najmniejszy przedziaª liczb naturalnych zawieraj¡cy no±niki wektorów y i T (y).
Poniewa» dla ka»dego n ∈ N wektor yn jest `n1+-±redni¡, przechodz¡c do pod-
ci¡gu i znów rozwa»aj¡c odpowiedni¡ perturbacj¦ operatora T , mo»emy dalej
zakªada¢, »e I(yn) < I(yn+1) dla n ∈ N.

Je»eli dowodzona teza nie jest prawdziwa, to jeszcze raz przechodz¡c do
podci¡gu, wnosimy, »e dla pewnej liczby δ > 0 mamy

dist
(
T (yn),Ryn

)
> δ dla ka»dego n ∈ N.
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Na mocy twierdzenia Hahna-Banacha mo»emy wi¦c dobra¢ takie funkcjonaªy
y∗n z kuli jednostkowej X∗GM, »e

y∗n(T (yn)) > δ, y∗n(yn) = 0 oraz ran(y∗n) ⊆ I(yn) dla ka»dego n ∈ N.

Aby zastosowa¢ procedur¦ z dowodu twierdzenia 4.3.3, dokonajmy najpierw
prostej obserwacji: Dla ka»dego p ∈ L = {j2, j4, . . .} i m ∈ N istniej¡ jed-
nostkowy wektor szybkorosn¡cy x ∈ Y dªugo±ci p ze staª¡ 1 + ε/4, a tak»e
(p, f)-forma x∗ speªniaj¡ce warunki: m < I(x), ran(x∗) ⊆ I(x), x∗(x) = 0 oraz
x∗(T (x)) > δ/2. Aby to uzasadni¢, wystarczy okre±li¢

x =
yn1 + . . .+ ynp
‖yn1 + . . .+ ynp‖

oraz x∗ =
1

f(p)

(
y∗n1 + . . .+ y∗np

)
,

gdzie yn1 < . . . < ynp jest dowolnym szybkorosn¡cym ci¡giem w Y o dªugo±ci p
ze staª¡ 1 + ε/4, dla którego m < I(yn1). Mamy oczywi±cie x∗(

∑p
i=1 yni) = 0,

a tak»e

x∗

(
p∑
i=1

T (yni)

)
>

δp

f(p)
.

Jednocze±nie z lematu 4.2.1 mamy∥∥∥∥∥
p∑
i=1

yni

∥∥∥∥∥ 6
2p
f(p)

,

sk¡d otrzymujemy x∗(T (x)) > δ/2.
Dla dowolnego k ∈ K = {j1, j3, . . .} skonstruujemy teraz indukcyjnie dwa

ci¡gi: (x1 < . . . < xk) i (x∗1 < . . . < x∗k) ∈ Γk(XGM), które za±wiadcz¡ o tym,
»e T (przy zaªo»eniu faªszywo±ci tezy) jest operatorem nieograniczonym, co
zako«czy dowód.

Wybierzmy x1 ∈ Y jako dowolny szybkorosn¡cy wektor jednostkowy dªugo±ci
M1 = j2k ∈ L ze staª¡ 1 + ε/4. Jak wiemy z lematu 4.2.2, x1 jest `

N1
1+-±redni¡,

gdzie

N1 = bMε/4
1 c >

4Mf (k/ε)
εf ′+(1)

,

co wery�kuje warunek (SR1) z de�nicji ci¡gu szybkorosn¡cego. Wybierzmy x∗1
jako dowoln¡ (M1, f)-form¦ z Q speªniaj¡c¡ warunki

|x∗1(x1)| 6
1
k2
, x∗1(T (x1)) >

δ

2
oraz ran(x∗1) ⊆ I(x1). (12)

Niech dalej M2 = σ(x∗1). Wybieramy teraz x2 ∈ Y jako dowolny szybkorosn¡cy
wektor jednostkowy dªugo±ci M2 ze staª¡ 1 + ε/4, przy czym I(x1) < I(x2).
Funkcjonaª x∗2 wybieramy za± jako (M2, f)-form¦ z Q speªniaj¡c¡ warunki (12)
dla x2 i x∗2 w miejscu x1 i x∗1. Kontynuuj¡c to post¦powanie, otrzymujemy
»¡dane ci¡gi. �atwo sprawdzi¢, »e dla dowolnego przedziaªu E ⊂ N mamy
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|(
∑k
i=1 x

∗
i )(E

∑k
i=1 xi)| 6 2, a zatem lemat 4.2.3 (jak poprzednio, sprawdza-

my, »e x1 < . . . < xk jest ci¡giem szybkorosn¡cym ze staª¡ 1 + ε) daje:∥∥∥∥∥
k∑
i=1

xi

∥∥∥∥∥ 6
2k
f(k)

.

Z drugiej strony, poniewa» x∗1 < . . . < x∗k jest ci¡giem specjalnym, mamy osza-
cowanie ∥∥∥∥∥

k∑
i=1

T (xi)

∥∥∥∥∥ >
1√
f(k)

k∑
i=1

x∗i (T (xi)) >
δk

2
√
f(k)

(skorzystali±my tu po drodze z tego, »e I(xi) < I(xi+1) oraz ran(x∗i ) ⊆ I(xi) dla
1 6 i < k). Oznacza to, »e ‖T‖ > δ

√
f(k)/4, co oczywi±cie nie mo»e zachodzi¢

dla ka»dego k ∈ K.

Dowód twierdzenia 4.5.1. Z lematu o przesuni¦ciu wiemy, »e dla ka»dego ci¡-
gu (yn)∞n=1, jak w tezie twierdzenia, istnieje taka liczba λ ∈ R i taki podci¡g
(y′n)∞n=1, »e T (yn)−λy′n → 0. Poniewa» wiemy ju», »e przestrze« XGM jest dzie-
dzicznie nierozkªadalna, warunek 2 z twierdzenia 4.3.2 implikuje, »e warto±¢ λ
musi by¢ jednakowa dla ka»dego z owych podci¡gów. St¡d ju» dostajemy te-
z¦; niezale»no±¢ liczby λ od wyboru podprzestrzeni blokowej Y równie» wynika
niemal natychmiast z twierdzenia 4.3.2.
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