PRZYKEADOWE ZADANIA NA KARTKOWKE NR 2 (8 stycznia 2019)

Zadanie 1. Zatézmy, ze f: D — C jest funkcja holomorficzna na kole jednostkowym
D spehiajaca warunki f(0) = 0 oraz |Re f(z)| < 1 dla kazdego z € D. Udowodnié, ze

1£(0)] < 4.

Szkic rozwigzania. Znajdujemy ,prosta” funkcje holomorficzng g przeksztatcajaca obszar
{z: |Rez| < 1} na D. Mozna zdefiniowaé g jako odpowiednie ztozenie homotetii, funkcji
wyktadniczej i homografii. Wtedy F' := g o f bedzie funkcja holomorficzng spetniajaca
F(0) =0oraz F(D) C D. Z lematu Schwarza dostajemy |F'(0)| < 1, co prowadzi do tezy.

Zadanie 2. Niech p(z) bedzie wielomianem zespolonym stopnia n spelniajacym warunek
Ip(2)| < M dla z € [—1,1]. Pokazaé, ze wewnatrz elipsy o poétosiach a,b i ogniskach +1
zachodzi nieréwnosé |p(z)| < M(a + b)™.

Szkic rozwigzania. Zastosujemy funkcje Zukowskiego 0(z) = %(z+z_1). Kluczowe sg dwie
jej whasnosci*:
(i) obrazem okregu |z| = 1 jest odcinek [—1,1];
(i) obrazem okregu |z| =r, dla 7 > 1, jest elipsa u?(3(r +77 1)) 2 +v(3(r—r"1)) 2 =1,
przy czym 6(z) = u + iv.

(Zauwazmy, ze istotnie +1 sa ogniskami takich elips, co wynika ze wzoru ¢ = v/a? — b?
na odlegto$¢ ognisk od érodka elipsy o poétosiach a > b.) Wynika stad, ze dla kazdego
R > 1 obrazem pierscienia P(0; 1, R) jest elipsa o pdtosiach %(RiRil) rozcieta odcinkiem
taczacym ogniska +1.

Rozwazmy funkcje wymierna p(z) = 27 "p(0(z)), holomorficzna na C, i posiadajaca
skoficzong granice przy z — oco. Funkcja z — ¢(z7!) ma wigc osobliwo$é pozorna w zerze.
Z wtasnosci (i) oraz zalozenia zadania wynika, ze na okregu |z| = 1 mamy |p(2)| < M.
Z zasady maksimum oraz postaci obrazu 6(P(0; 1, R)) otrzymujemy wiec, ze na elipsie
o polosiach a = L (R+ R™'), b= (R — R™') mamy |p(z)| < MR" = M(a +b)".

*Najprosciej tych wlasnosci dowodzi¢ zauwazajac, ze przy oznaczeniu w = 0(z) zachodzi réwnosé
g—;} = (% ;1)2, co pozwala przedstawié funkcje Zukowskiego jako zlozenie ho o k o hy, gdzie hi, hy sa
homografiami, a k(u) = u?.




