Zadanie 3'. Wyznaczy¢ wszystkie pary (w1, ws) € CxC, dla ktérych istnieje homografia
f: C — C speliajaca warunki:

(i) f{z€C:Rez>Imz})={weC: |jw—1-1i] > 1}
(il) f(1) = wy, f(i) = wa.

Rozwigzanie. Zatozmy, ze f jest homografiag spelniajacg warunki zadania. Wowczas f, jako
ze zachowuje brzegi obszaréw, przeprowadza prosta {z: Re z = Im z} na okrag C'(1+1,1).
Zauwazmy tez, ze punkty (1,1) sa symetryczne wzgledem prostej {z: Rez = Im z}, a po-
niewaz homografie zachowuja symetrie wzgledem (uogdlnionych) okregéw, warunek (ii)
wymusza, ze w; 1 wy sa symetryczne wzgledem C(1 4 i,1). Ze wzoru na punkt syme-
tryczny wzgledem okregu mamy

= * == ]_ 1 h—
a poniewaz punkt 1 lezy w obszarze {z: Rez > Im 2z}, musi by¢ f(1) = w; € C\D(1+i,1).
Warunkiem koniecznym na istnienie zadanej homografii f jest wiec koniunkcja:

(%) (W — A+ 1)) (ws—(1+i))=1 & w, &D(1+1,1).

Pokazemy teraz, ze dla kazdej pary (wy,ws) € C x C speliajacej warunek (x) istnieje

homografia f spetiajaca (i) oraz (ii). Zauwazmy w tym celu, ze dla dowolnego a €
R\ {0} prosta {z: Rez = Im z} jest symetralna odcinka o konicach +(a — ai). Rozwazmy
homografie g, dang wzorem
z—a(l—1)
z+a(l—1i)
Zgodnie z powyzsza uwaga, mamy Rez = Im z <= |g,(2)| = 1, co oznacza, ze g, prze-
prowadza prosta {z: Rez = Im z} na okrag C(0, 1). Zatem, przy dowolnym a € R\ {0},
homografia f,(z) = g.(z) + 1 + i przeprowadza te prosta na okrag C(1 +1,1). Aby za-
gwarantowaé, ze obrazem polplaszczyzny {z € C: Rez > Imz} bedzie C \ D(1 + 1, 1),
wystarczy znalezé takie a € R\ {0}, ze f,(1) = wy. (Warunek f,(i) = ws bedzie woéwczas
spetniony automatycznie na mocy warunku (*) i zachowywania symetrii.) Mamy

9a(2) =

1—a(l —1)
1+a(l—1)
— a(l —i)(w; — 1) = —w; +2+1.

fa(l) = wy <= —w; —1—1i

Taka warto$¢ parametru a oczywiscie istnieje, i jest rézna od zera, bowiem wobec (x)
mamy i # wy # 2+i. Pokazalismy wiec, ze warunek (%) jest tez warunkiem wystarczajacym
na istnienie zadanej homografii f.



