Zadanie 1. Niech z1, 29 € C bedg ustalonymi parametrami. Poda¢ interpretacje geome-
tryczng podzbioru ptaszczyzny zespolonej okreslonego wzorem

{ze(C:ReZ_Z1 <0}.

Z — 29

Odpowiedz uzasadnic. [1 punkt]

Rozwigzanie. Oznaczmy zadany zbiér przez A i rozwazmy homografie dana wzorem f(z) =
(z — 21)/(z — 2z2). Wtedy brzeg 0A = f~'({w: Rew = 0}), co jest przeciwobrazem przez
f symetralnej odcinka o koncach —1 i 1. Mamy

21+ 29
2

21 — 22
2

Y

2 E€OA = [f(2) =1 = |f(2) +1] —> ‘z—

skad wynika, ze 0A jest okregiem o $rodku ¢ := (21 + 25)/2 i promieniu r = |z; — z3|/2.
Homografia f, jako homeomorfizm C — C, zachowuje brzegi i sp6jnosé¢ obszaréw, a zatem
zbiér A jest albo otwartym kotem D(c,r), albo jego dopemieniem. Skoro f(c) = —1 € A,
mamy A = D(c,r).

Odpowiedz: rozwazanym zbiorem jest otwarte koto o $rednicy 2z 2.

Zadanie 2. Rozwazmy funkcje f: {z € C: |z| < 1} — C dang wzorem

- a8,

(a) Wykazaé, ze f spelnia réwnanie tg f(2) = 2.

14
(b) Dowies¢, ze jezeli |z| < 1, to Re 1 +

© 01 wywnioskowadé, ze f jest w kole {|z]| < 1}
z

galezig funkeji arctg. [1 punkt]

Rozwigzanie. (a) Zgodnie z definicja, dla kazdej liczby zespolonej w spelniajacej cosw # 0
mamy

Zauwazmy, ze dla kazdego z € D mamy

exp(if(2)) = exp { n ;Log (1 + 12)} _ (1 -+ iZ):i:I/2’

1—iz 1—1z

przy czym bierzemy galaz gtéwna pierwiastka. Skoro | £iz| < 1, punkty 1 +iz lezg w kole
jednostkowym D przesunietym o 1, maja wiec argumenty gtéwne z przedziatu [—%, Z].
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Wynika stad, ze dla rozwazanej gatezi gtéwnej pierwiastka mamy

(1 + iz>i1/2 (L +iz)*?

1—1iz (1 —iz)*/2
Zatem
(1+iz)V/2 (14iz)"1/2 Ltiz _ g
—i2)1/2 2172 1o
tg f(z) = - (1=iz)V/ (1-iz)=¥2 .1 -

_ = 1 —F— =
14iz2)1/2 14iz)—1/2 1+iz
51—1231/2 + El_izg—l/Q 1-iz + 1



(b) Wyznaczamy homografi¢ odwrotna do homografii w = (1 +1iz)/(1 — iz):

IR A S |
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Mamy |z] = 1 <= |w — 1| = |w + 1| <= Rew = 0. Obrazem kota D jest zatem prawa
lub lewa potptaszczyzna, a skoro dla z = 0 mamy w = 1, wiec jest nim podiptaszczyzna
{w: Rew > 0}.

Widzimy, ze dla kazdego z € D argument pod logarytmem lezy w obszarze, na kto-
rym okreslona jest (holomorficzna) gataz gtéwna logarytmu. Mamy wiec f € H(D) oraz
tg f(z) = z dla z € D; funkcja f jest wiec holomorficzng galtezia arctg.

Zadanie 3. Wyznaczy¢ obraz f(§2) zbioru 2 = {z € C: Rez > 0,Imz > 0} przez
homografi¢

i—z
z) = .
/) 1+ 2
[1 punkt]
Rozwigzanie. Mamy Im 2z = 0 <= |i— z| = |i+ 2| <= |f(2)| = 1, co oznacza, ze obrazem

prostej {z: Im z = 0} jest okrag {w: |w| = 1}. Poniewaz zas f(i) = 0, f(—i) = oo oraz
f(0) =1, obrazem prostej {z: Rez = 0} jest prosta {w: Imw = 0}.

Skoro f jest homeomorfizmem C — C, mamy 9f(2) = f(01), a zatem obrazem
zbioru € jest albo gorne, albo dolne po6tkole kota D wraz z odcinkiem (—1, 1). Sprawdzajac
warto$¢ f(1+1) = —1/(1 + 2i) = —£(1 — 2i), widzimy, ze bedzie to gorne potkole.
Odpowiedz: f(©2) = DN{w: Imw > 0}

Zadanie 4. Przypomnijmy, ze odwzorowanie Koebego definiowane jest wzorem

z

Y-y

i, jak wiadomo, przeprowadza koto D = {|z| < 1} na rozcieta plaszczyzne C \ (—oo, —i].

(a) Sprawdzi¢, ze dla dowolnego p € (0,1) odcinek (—1, —p| przechodzi przez odwzoro-

wanie Koebego na odcinek ( — i, —ﬁ .

(b) Niech p € (0,1). Wyznaczy¢ odwzorowanie konforemne f przeprowadzajace rozciete
koto D\ (—1, —p] na pelne koto D i spelniajace warunek f(0) = 0. 2 punkty]
Rozwigzanie. (a) Odwzorowanie Koebego mozemy zapisa¢ w postaci w = (2H)% — 1,
a wigc jako zlozenie homografii fi(z) = 5 z funkcja fo(v) = Jv? — 1. Sprawdzamy, ze
fi(=1) =0, fi(1) = o0, fi(o0) = 1, a wiec obrazem prostej {z: Im z = 0} przez f; jest ona
sama. Odcinek (—1, —p] jest ponadto sparametryzowany réwnaniem z = —1 +t(—p + 1),

t € (0,1], gdzie mamy f1(z) =1+ 2/(t(1 — p) — 2), co jest funkcja malejaca zmiennej ¢.
Oznacza to, ze obrazem (—1, —p| przez f; jest odcinek o koncach fi(—1) i fi(—p), czyli
odcinek [ = [—%‘p’, 0). Funkcja f; dziata na I jak zwykla rzeczywista funkcja kwadratowa,
skad tatwo sprawdzamy, ze fo(I) = (—1, — o)

(b) Z czgsci (a) wynika, ze obrazem D\ (—1, —p| przez odwzorowanie Koebego jest plasz-
czyzna rozcieta potprosta (—oo, —ﬁ]. Mnozac wige to odwzorowanie przez czynnik
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(1+p)* otrzymujemy jako obraz ptaszczyzne rozcieta potprosta (—oo, —i]. Oznacza to, ze

4p
¢ przeciwobrazem C \ (—oo, —1] jest D, natomiast

w przypadku odwzorowania w = 7=

w przypadku v = (115)2 . (1fz)2 jest nim D\ (—1, —p].
Rozwiazaniem postawionego problemu jest ztozenie drugiego z wymienionych odwzo-
rowan z odwrotnym do odwzorowania Koebego. Inaczej méwiac, jest to odwzorowanie

z +— t, gdzie t okreslone jest réwnaniem

(1+p)? =2 t

B -z (-t



