Zadanie ([S 11.7]). Wykazaé, ze dla dowolnego € > 0 istnieje takie ng € N, ze dla
kazdego n > ny wszystkie zera funkcji
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leza w kole K(0,¢).

Rozwigzanie. Dokonujgc zamiany zmiennych z — 27!, widzimy, ze teza zadania jest réw-

nowazna nastepujacemu stwierdzeniu: Dla kazdego R > 0 istnieje takie ng € N, ze dla
kazdego n > ng wielomian p,(2) := f,(27!) nie ma pierwiastkéw w kole {|z| < R}.

Oczywiscie p,(z) — exp(z), przy czym zbieznosé ta jest jednostajna na kazdym kole
{|z| < R}. Poniewaz funkcja exp(z) nigdzie nie znika, a koto {|z| < R} jest zbiorem zwar-
tym, mamy 0 = miny,<p |exp(z)| > 0. Z jednostajnej zbieznosci wynika, ze nieréwnosé
Ipn(z) — exp(2)| < 0/2 zachodzi na catym kole {|z| < R}, o ile n jest dostatecznie duze.
Dla takich n mamy wiec |p,(2)| > §/2 > 0, co daje teze.

Uwaga. Rozumowanie przedstawione powyzej to w istocie powtdrzenie dowodu twier-
dzenia Hurwitza, jednak uproszczone o tyle, ze nie bylo potrzeby powotywania sie na
twierdzenie Rouchégo. Wynikalo to stad, ze funkcja exp(z), do ktorej “poréwnywalismy”
rozwazany wielomian p,(z), nie ma w ogéle miejsc zerowych, a w tym przypadku zamiast
twierdzenia Rouchégo wystarczy odpowiednio zastosowaé¢ nieré6wnos¢ trojkata.

Zadanie ([S 12.1]). Opisa¢ grupe: (a) Aut(H"); (b) Aut(HT\{i}); (c) Aut(H*\{i, 2i}).

Rozwigzanie. Wykorzystamy znany fakt na temat grupy automorfizméw kota jednostko-
wego:

i0 _ . a—z

Aut(D) = {e B.(z): 0 €R, |a| < 1}, gdzie B,(z) = T =

a takze nastepujaca prosta obserwacje: Jezeli €21,€y C C sa obszarami, a f: (3 — (2
odwzorowaniem konforemnym, to Aut(€;) = {f ' ogo f: g € Aut(Qy)}. Z powyzszego
opisu grupy Aut(D) mozna przez nietrudne rachunki wyprowadzi¢ nastepujaca przydatna
obserwacje: Homografia znormalizowana (az + b)/(cz + d) (tj. taka, ze ad — be = 1)

przeprowadza koto D w siebie wtedy i tylko wtedy, gdy a=dib=c¢.
(a) Zauwazmy, ze homografia ‘
z—1i
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przeksztalca polplaszezyzne HT na koto D. Mamy tez
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Zgodnie z powyzsza obserwacja mamy Aut(H ) = {f1ogo f: g € Aut(D)}. Wiemy tez,
ab

ze dowolng homografi¢ g € Aut(D) mozemy zapisa¢ w postaci znormalizowanej (7 2 ).
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Widzimy wiec, ze dowolny automorfizm H™' jest dany przez macierz o wspotezynnikach
rzeczywistych, ktorej wyznacznik jest dodatni (réwny 1) — zauwazmy bowiem, ze wyznacz-
nik ostatniej macierzy to |a|? —|b|> = 1 (pamigtamy, ze macierz odpowiadajaca homografii
g byta znormalizowana).

Na odwrét, nietrudno zauwazy¢, ze kazda homografia postaci h(z) = (az+0b)/(cz+d),
gdzie a,b,c,d € R speliajg ad — be > 0, okredla automorfizm H™*. Istotnie, przeksztalca
ona bowiem prosta rzeczywista w siebie, a ponadto Im h(i) = (ad — be)/(c* + d*) > 0.
Mamy wiec surjektywny homomorfizm grup SLy(R) — Aut(H™), ktérego jadro to grupa
dwuelementowa {£1}. Ostatecznie

Aut(H+) = SLQ(R)/ZQ

(b) Uzyjemy tej samej homografii f, co poprzednio. Poniewaz f(i) = 0, Aut(H* \ {i}) =
{ftogof:ge Aut(D\{0})}, a zatem zadanie sprowadza sie do wyznaczenia automor-
fizméw naktutego kota D\ {0}. Niech g € Aut(D \ {0}). Poniewaz |g(z)| < 1, funkcja g
jest ograniczona i z twierdzenia Riemanna wynika, ze ma ona w zerze osobliwos¢ pozorna.
Niech G € H(D) bedzie holomorficznym przedtuzeniem g. Pokazemy, ze G(0) = 0.1

Przypusémy, ze wy = G(0) # 0. Oczywiscie z ciagtosci G mamy |wp| < 1; nie moze
jednak zachodzi¢ |wy| = 1, bo wtedy obraz funkcji G nie bytby zbiorem otwartym. Gdyby
jednak 0 < |wy| < 1, to istniatby taki punkt zy € D\ {0}, ze g(z0) = wo. Wezmy otwarte
i roztaczne otoczenia U,V C D punktéw 0 i 2. Poniewaz G|p\ o1 = g jest bijekcja, mamy
G(U)NG(V) = {wp}, co znéw daje sprzecznosé z twierdzeniem o odwzorowaniu otwartym,
jako ze zbior G(U) N G(V') musi by¢ zbiorem otwartym.

Pokazalismy, ze Aut(D \ {0}) to grupa obrotéw {ez: § € R} (automorfizmy kota
D przeprowadzajace 0 na 0), ktéra oczywiscie utozsamiamy z okregiem jednostkowym T
wyposazonym w dzialanie mnozenia. Poniewaz, jak widzieliSmy, obszary H* i D\ {0} sa
konforemne, ich grupy automorfizméw sg izomorficzne — w tym przypadku izomorfizmem
jest TS A— f71(3 ) f. Ostatecznie

Aut(H*\ {i}) 2 T.

(c) Mamy f(i) =0, f(2i) = 3, skad Aut(H T\ {i,2i}) = {f'ogof: g € Aut(D\{0,3})}.
Niech g bedzie dowolnym automorfizmem D\ {0, %} Korzystajac znow z twierdzenia Rie-
manna, wnosimy, ze istnieje holomorficzne przedtuzenie G € H(D) funkcji g. Musi by¢
G(D) C D, inaczej mieliby$my sprzecznos$¢ z twierdzeniem o odwzorowaniu otwartym.
Rozumujac jak poprzednio, dostajemy G(0),G(5) € {0,3}, przy czym G(0) # G(3).
Jezeli G(0) = 01 G(3) = 3, to G jest identycznoscia, co wynika z ogélnej postaci au-
tomorfizméw kota D. Jezeli natomiast G(0) = 5 i G(3) = 0, to zapisujac G w postaci
ogblnej ABq(z) (gdzie |A] = 11 |a| < 1), wyliczamy, ze o = 5 i A = 1. Wynika stad,
ze grupa automorfizméw kota naktutego w dwoch punktach jest grupa dwuelementows:
Aut(D\ {0, 5}) = {I, By3} (zwr6émy uwagg, ze kazdy czynnik Blaschkego B, jest inwo-
lucja, tzn. B, o B, = I). Otrzymujemy zatem

Aut(HT\ {i, 2i}) & Zo,
przy czym jedynym nieidentyczno$ciowym automorfizmem H ™\ {i,2i} jest odwzorowanie

(fTtoBisof)(z) =—2/z

!Mozna wykazaé nastepujacy, ogélniejszy lemat: Jezeli Q C C jest obszarem, zg € €, a funkcja
f e HQ\ {z0}) jest réznowartosciowa, to punkt zop jest albo biegunem rzedu 1, albo osobliwoscia
pozorna, przy czym holomorficzne przedtuzenie f na zbiér € jest takze réznowartosciowe.




Zadanie ([S 12.2]). Funkcja f jest holomorficzna na pétkolu P = {|z—1| < 3, Imz > 0},
ciggla na P U~, gdzie vy = {|z — 3| = 3, Imz > 0}, a takze f(z) € R dla z € 7. Znalezé
funkcje holomorficzna okreslona na goérnej poéiptaszezyznie i rozszerzajaca f.

Rozwigzanie. Dazymy do tego, by skorzysta¢ z zasady symetrii Schwarza, a wiec chcemy
przeprowadzi¢ obszar P na pewien obszar ) zawarty w gérnej (lub dolnej) péiptaszezyinie,
ktorego brzeg jest odcinkiem na prostej rzeczywistej odpowiadajacym tukowi v. W tym
celu rozwazmy homografie
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Z pierwszego wzoru wida¢ od razu, ze ({Imz = 0}) = C(3,3). Rozwazajac trojke

punktéw (0, —i, 00) przechodzaca na (0, 0o, 1), widzimy, ze p({Rez = 0}) = {Imw = 0}.
Wynika stad, ze przeciwobrazem potkola P jest jedna z ¢wiartek uktadu wspotrzednych.
Obliczajac homografie odwrotna do ¢ i biorac np. punkt w = % + ii € P, dostajemy
e H(w) = —% + 2i, co pokazuje, ze o }(P) = Q = {Rez < 0, Imz > 0}. Poniewaz
zas przeciwobrazem okregu C' (%, %) jest prosta rzeczywista, przeciwobrazem tuku v jest
pétprosta k== {Rez < 0, Im z = 0}.

Okreslmy funkcje F = f o ¢. Ma ona nastepujace wtasnosci:

« F jest holomorficzna na €2,
« F jest ciagta na QU k,
. F(k) CR.

Na mocy zasady symetrii Schwarza funkcja F' ma holomorficzne rozszerzenie F na calg
pélptaszezyzne R_ := {Re z < 0}, ktore jest okreslone wzorem

P2 F(z) dlazeQUkK (czyli Rez <0, Imz > 0)
zZ) =
F(z) dlaze R-\ (QUk) (czyli Rez <0, Imz < 0).
Sprawdzamy, ze ¢(—1 —1i) = 1 +1i, co w polaczeniu z wezesniejszymi obserwacjami
daje nam, ze o(R_) = H. OkreSlmy wigc f = F o p™!, co jest funkcja holomorficzng na
gornej poétptaszezyznie H, . Sprawdzamy, ze

skad wynika, ze dla kazdego z € Hy \ (P U~) mamy

f&) = Fle™ ) :ﬁ(izi1> :fw<i'zi1) :f<2zz— 1)'

Ostatecznie holomorficznym przedtuzeniem funkcji f na potplaszcezyzne H, jest funkcja
okreslona wzorem

_ f(2) dlaz € PUxy

= f(QZZ_ 1) dla = € H, \ (PU~).




