Zadanie ([S 4.10]). Niech f bedzie funkcja holomorficzna na obszarze D C C i niech
~v: I — D bedzie droga zamknieta. Wykazac, ze

Re/f(z)f’(z) dz=0.

Rozwigzanie. Przypomnijmy na poczatek, jak rozpisuje si¢ catka krzywoliniowa z funkcji
zespolonej na swoja cze$é¢ rzeczywistg i urojong. Jezeli mianowicie ' = U + iV oraz
Y(t) =1 (t) +iy2(t) dlat € [a, 8] (gdzie U, V, 1,79 sa funcjami rzeczywistymi), to
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Niech f(z,y) = u(z,y) + iv(z,y) dla (z,y) € D, gdzie u i v sa funkcjami rzeczywistymi.
Wtedy f =wu —iv oraz ' = u, + iv,, a zatem

FI' = (uuy + vo,) 4 i(uv, — uyv).

Z powyzszego wzoru wynika, ze dla dowolnej drogi zamknietej v = (71,72): [, 5] — D
mamy
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= /P(ft,y) dz + Q(x,y) dy,
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gdzie ostatnia catka jest catka z 1-formy w = Pdx + Qdy, przy czym P = uu, + vv,
oraz () = —(uv, — uyv). Z réwnan Cauchy’ego-Riemanna mamy @) = uu, + vv,. Widzimy
wiee, ze P = ¢, oraz Q = ¢, dla funkcji ¢ = $(u? + v?). Oznacza to, ze w = dy, czyli 1-
forma w jest forma doktadna (ma pierwotna). Znika zatem catka z w po dowolnej drodze
zamknietej v C D (zob. np. [W. Kolodziej, ,,Analiza matematyczna’, PWN Warszawa
2010; §53]), co konczy dowdd.



