Zadanie ([S 5.1]). Obliczy¢
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dla gatezi logarytmu okreslonej warunkiem log(a) = Ina dla a > 0, gdzie kontur v jest
dodatnio zorientowanym okregiem: (a) v = C(0,2); (b) v = C(1,1).

Rozwigzanie. Wykorzystamy wzor na catkowanie przez cze$ci w postaci zespolonej: Jezeli
Q) C C jest obszarem, v: [a, ] — C droga kawalkami klasy C', a funkcje f,g € H(Q), to
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Wzér ten wynika prosto z reguty rézniczkowania iloczynu oraz wzoru Newtona-Leibniza.
Aby go zastosowaé, rozstrzygnijmy najpierw, w jakich obszarach homografia g(z) = if—}
ma holomorficzna gataz logarytmu, czy tez — czy warto$¢ gtéwna Log g(z) daje funkcje
holomorficzng na jakims zbiorze otwartym zawierajacym dany kontur ~.

Rozwazmy dowolny obszar U C C\ {—1, 1}. Jezeli v C U jest k.g. konturem, to
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) dz = ind(y, —1) — ind(7, 1).

Wiemy, ze istnienie holomorficznej gatezi log g(z) na U réwnowazne jest istnieniu tam
funkeji pierwotnej dla ¢'/g, co z kolei jest rownowazne znikaniu powyzszej calki przy
dowolnym wyborze konturu . Tak sie dzieje np. dla obszaru U = C \ [—1, 1], bowiem
wowezas ind(y, —1) = ind (v, 1).

Homografia g przeprowadza odcinek [—1,1] na pélprosta [oo, —1], a zatem jedna z
holomorficznych gatezi log g(2) na C\[—1, 1] jest gataz gtéwna Log g(2), i to ona wystepuje
jako czynnik w funkcji podcatkowej (na mocy danego warunku: log(a) = Ina dla a > 0
i faktu, ze kazde dwie holomorficzne gatezie logarytmu na zbiorze spdjnym réznig sie
o staly sktadnik 2k7i dla pewnego k € Z).

ad (a). Mozemy zastosowaé¢ wzor (x) dla Q = C\ [-1,1], f(z) = Logg(z) i g(z) = 23/3.
Otrzymujemy:
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_ ;(md(C(o,z), —1) +ind(C(0,2),1)) = g

ad (b). Z powyzszych rozwazan wynika, ze g(z) nie ma holomorficznej gatezi logarytmu
na zadnym otoczeniu konturu v = C(1,1) z tego powodu, ze przecina on odcinek [—1, 1]



w punkcie 0. Poprawnos¢ okreslenia zadanej catki wynika jednak z faktu, ze funkcja
podcatkowa jest ciggla, jesli zdefiniujemy jej wartos¢ w zerze jako 0. Istotnie, dla pew-
nego r > 0 funkcja Logg(z) jest ograniczona na zbiorze D(0,r) N (C\ [-1,1]), skad
lim, g, s¢[—1,1] 2* Log g(z) = 0.

Bedziemy stosowali wzér (%) catkujac po ,prawie” catym okregu C(1,1), tj. z wy-
laczeniem pewnego luku zawierajacego punkt 0. Dla e € (0,%) niech p. = 1 + e 1("=9),
¢- = 146" i niech v, bedzie dodatnio zorientowanym hikiem okregu C (1,1) o poczatku
pe 1 koncu ¢g.. Wykonujac podobne rachunki, jak poprzednio, otrzymujemy
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Uwaga. Korzystajac z twierdzenia o residuach, mozemy do$¢ tatwo obliczy¢ ogolniejsza
catke niz np. ta z przykladu (a). Mianowicie, dla dowolnych r > 0, n € N oraz punktow
a,b € D(0,r) zachodzi wzoér
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Zastosowanie twierdzenia o residuach sprowadza w tym przypadku zadanie do obliczenia
residuum funkcji podcatkowej w punkcie oo (zobacz: [J. Krzyz, ,Zbidr zadani z funkcji
analitycznych”, PWN Warszawa 2005; zadanie 3.5.6]).



