Funkcje analityczne

Czesé 0: Wtlasnosci i algebraiczne zastosowania liczb zespolonych

Zadanie 1. Niech a,b,c € C spehiaja |a| = |b| = |c¢| = r > 0. Pokaza¢, ze

ab 4+ bc + ca
a+b+c

Zadanie 2. Wyznaczy¢
sup{R(iz® +1): |z| < 2}.

Zadanie 3. Pokaza¢, ze dla kazdego n € N zachodzi rownos¢

. kr n
[[sin— = —
e 2

Zadanie 4. Niech n € N, z € R. Znalez¢ wzér zwarty na sumy:
> (Z) cos(k + 1)z, > (Z) sin(k + 1)z.

k=0 k=0

Zadanie 5. Niech n € N. Obliczy¢ sumy:

Zadanie 6. Dla n € N obliczy¢ sume

z”: o8 2k
= 2n+1

Zadanie 7. Dla n € N wyprowadzi¢ wzér zwarty na sume

n
ko(zm:od 3) <k> .



Zadanie 8. Wykazaé, ze liczba
z": <2n + 1) o3k
=\ 2k +1

nie jest podzielna przez 5 dla zadnego n € N.

Zadanie 9. Wyznaczy¢ najwieksza mozliwag wartos¢ n € N, dla ktorej istniejg parami
rozne zi, ..., 2z, € C speliajace warunek
min |z — z;| > max |z
1<i#j<n 1<in
Zadanie 10. Niech AgA; ... A, 1 bedzie n-katem foremnym wpisanym w okrag o pro-
mieniu 1. Obliczy¢

|AgA|-[AgAs|- . .. | AgAn_i.

Zadanie 11. Udowodni¢, ze dla kazdego k € N istnieje k punktéw na plaszczyznie,
z ktorych zadne trzy nie sg wspotliniowe, i ktorych odlegtosci od wszystkich pozostatych
punktow sg liczbami catkowitymi.

Wskazowka. Rozwazy¢ z = % + %i. Skorzystac¢ z tego, ze Arg z jest niewspotmierny z 7.

Zadanie 12. Niech aq,by,c; > 0 speliajg warunek a; + b1 + ¢; = 1. Definiujemy ciagi
rzeczywiste (a,), (b,) i (¢,) rekurencyjnie wzorami:

2 2 2
(pt1 = a, + 2bpcpy,  bpyr =0 + 2a,0,,  Cuy1 = ¢, + 2a,by,.

Dowiesé, ze ciggi te sg zbiezne do tej samej granicy i obliczy¢ jej wartosé.

Wskazowka. Rozwazyé¢ ciagi liczb zespolonych okreslonych wzorami: u,, = a, + b, + ¢,
Up =y, + why, + w?c,, Wy, = a, + w?b, + we,, gdzie w = €*™/3 jest pierwiastkiem stopnia
trzeciego z jednosci.

Zadanie 13. Dane sa ciagi arytmetyczne (a;,+kr;)2, dlai =1,...,m, przy czym m > 2,
o tej wlasnosci, ze kazda liczba naturalna jest elementem doktadnie jednego z tych ciggdw.
Pokaza¢, ze r; = r; dla pewnych 1 <i # j < k.
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Wskazéwka. Wykorzystaé tozsamosé y Zothr — gy dla |z| < 1.
—z
k=0

W rozwiazaniu ponizszego zadania nalezy skorzystaé z nastepujacego twierdzenia Czebyszewa: Jezeli
p(x) € Rlz] jest wielomianem rzeczywistym stopnia n o najstarszym wspétczynniku réwnym 1, to
max_ << [p(z)] > 27V, Wiadomo tez (co nie jest istotne dla rozwiazania zadania), ze réwnosé
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy p(z) = 2=("~UT,, (), gdzie T}, (z) jest n-tym wielomianem Czebyszewa
okreslonym przez réwno$é T, (x) = cos(narccosz); zobacz np. [M. Aigner, G.M. Ziegler, “Dowody z
ksiegi”, PWN 2002].

Zadanie 14. Niech A, A, ..., A, beda dowolnymi punktami ptaszczyzny. Udowodnic,
ze na kazdym odcinku dtugosci [ lezy przynajmniej jeden punkt M spetniajacy warunek

MA || MAy|- ... -|MA,| > 2(51) .



