Funkcje analityczne

Czesé 1: Geometria plaszczyzny zespolonej

Zadanie 1. (a) Dane sa parametry A,C € R, B € C takie, ze A # 0 oraz |B|* > AC.
Opisa¢ geometrycznie zbiér {z € C: A|z|* — Bz — Bz + C = 0}.

(b) Zapisa¢ w postaci zespolonej réwnania elipsy, hiperboli i paraboli.

Zadanie 2. Niech a € C, a # 0. Pokaza¢, ze wszystkie okregi przechodzace przez punkty
a ia ! przecinaja okrag |z| = 1 pod katem prostym.

Zadanie 3. Niech v bedzie krzywa opisang réwnaniem biegunowym ~(#) = 7(6)e? dla
0 z pewnego przedziatu I C (—m, 7]. Zalézmy, ze r(0) > 0 dla kazdego 6 € I oraz ze
r jest funkcja rézniczkowalng. Wyprowadzi¢ wzér na kat miedzy krzywa v w dowolnym
jej punkcie a odpowiadajacym mu promieniem wodzacym, tzn. dla kazdego 6 € I podaé
wzér na kat miedzy wektorem stycznym do v w punkcie y(6) a wektorem [0, v()].

Zadanie 4. Oznaczmy przez B(z,r) otwarte kolo na plaszczyznie zespolonej o srodku
w punkcie z i promieniu r. Rozstrzygnaé¢, czy istnieje ciag zbiezny (z,)32, C C o tej
wlasnosci, ze kota B(z,, 1) (dla n € N) sg parami rozlaczne.

Zadanie 5. Zal6ézmy, ze liczby zespolone 21, 2, . . ., 2,, traktowane jako punkty na ptasz-
czyznie zespolonej, leza wszystkie po tej samej stronie pewnej prostej przechodzacej przez
poczatek uktadu. Wykazaé, ze
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Zadanie 6. (a) Zalézmy, ze liczby (, z1, 29, . . ., 2, € C spelniaja warunek
> =0
k=1 C — 2k ‘
Dowiesé, ze ¢ nalezy do otoczki wypuktej zbioru {z1, 29, ..., 2, }.

(b) Wykorzystaé powyzsza teze w celu wykazania twierdzenia Gaussa-Lucasa: Jezeli
P(z) jest wielomianem zespolonym, to wszystkie pierwiastki jego pochodnej P'(z) leza
w otoczce wypuklej zbioru pierwiastkow P(z).

W rozwiazaniu ponizszego zadania nalezy skorzystac z nastepujacej wersji nierdwnosci izoperymetryczney:
Dla dowolnego plaskiego wielokata wypuklego @ mamy 7d(Q) > p(Q), gdzie d(Q) oznacza Srednice
wielokata @, a p(Q) jego obw6d. Dowéd tej oraz podobnych nieréwnosci, wraz ze szczegdlowym opisem
historii probleméw izoperymetrycznych, mozna znalezé w artykule [M.J. Mossinghoff, “A $1 Problem”,
Amer. Math. Monthly 113 (2006), 385-402].

Zadanie 7. Wykaza¢, ze dla dowolnego zbioru skonczonego A C C istnieje taki podzbior
B CA, ze
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Ponizsze zadania z geometrii ptaskiej nalezy rozwiaza¢ stosujac interpretacje geometryczna liczb zespo-
lonych. Przydatne mogg okazaé si¢ nastepujace fakty (symbole a, b, ¢, d oznaczaja tutaj liczby zespolone
interpretowane jako punkty plaszczyzny):
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(iv) punkty a,b, c sa kolinearne <=
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(v) punkty a,b,c,d leza na jednym okregu <=

Zadanie 8 (Twierdzenie Napoleona). Na bokach tréjkata ABC zbudowano tréjkaty réw-
noboczne AA;B, BB,C i CC1A. Niech P, ), R beda odpowiednio ich érodkami ciezkosci.
Wykazaé, ze trojkat PQR jest rownoboczny.

Zadanie 9 (Nier6wnosé Ptolemeusza). Dowiesé, ze dla dowolnego czworokata wypuktego
ABCD zachodzi niero6wnosé

AB-CD+ BC-AD > AC - BD.

Pokaza¢ nastepnie, ze rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy punkty A, B, C, D leza
na jednym okregu.

Zadanie 10. Niech H bedzie ortocentrum (punktem przeciecia wysokosci) trojkata ABC.
Styczne do okregu o srednicy BC, wyprowadzone z punktu A, przecinaja ten okrag
w punktach P i Q). Wykaza¢, ze punkty P, Q, H sa wspotliniowe.

Zadanie 11. W szesciokacie wypuklym ABCDFEF zachodza réwnosci:

AB CD FEF
<A+ <«C + <l = 2m, BC.DE.FA_L
Dowiedé. AB FD EC_l
owlest, ze o+ = oA=L

Zadanie 12. Niech AgA; ... A, 1 bedzie n-katem foremnym wpisanym w okrag o pro-
mieniu r. Udowodni¢, ze dla dowolnego punktu P na okregu oraz kazdej liczby naturalnej
m < n zachodzi rownosé
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