Funkcje analityczne

Czesé 2: Rzut stereograficzny. Homografie i konforemnosé

Niech S? oznacza dwuwymiarows sfere w ukladzie wspétrzednych Oz x93 przestrzeni R? opisana réwna-
niem z?+x3+2% = 1. Plaszezyzne Oz125 0 réwnaniu 23 = 0 utozsamiamy z plaszezyzna zespolona C, przy
czym wspdlrzedna 1 odpowiada czesci rzeczywistej, a xo czesci urojonej. Oznaczmy przez n = (0,0, 1)
biegun pétocny sfery S2. Definiujemy rzut stereograficzny 7: S? \ {n} — C w nastepujacy sposéb: dla
punktu p € S? prowadzimy pétprosta wychodzaca z n i przechodzaca przez p, ktéra przecina plaszczyzne
C w pewnym punkcie p’; definiujemy wéwczas 7(p) = p’. Liczbe zespolong z odpowiadajaca punktowi p’
nazywamy rzutem stereograficznym punktu p, natomiast punkt p nazywamy obrazem sferycznym liczby
z. Przypomnijmy wzory na rzut i obraz stereograficzny:
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Rzut stereograficzny mozna rozszerzy¢ do odwzorowania (homeomorfizmu) : S? — C, gdzie C = CU{oco}
jest jednopunktowym uzwarceniem plaszczyzny zespolonej. Biegun N z definicji przechodzi wéwczas na
punkt co. Sfera S? jest wiec geometrycznym modelem uzwarcenia C, gdzie punkt w nieskoficzonosci ma
konkretng reprezentacje i nie jest wyrézniony.
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Dla 21,22 € C okreSlamy odleglosé sferycang o(z1,22) jako odleglogé euklidesowa miedzy obrazami sfe-
rycznymi 7 1(21) i 771 (22). Latwo wyprowadzié wzér
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Zadanie 1. Niech I" bedzie okregiem lezacym na sferze S?. Wykazaé, ze jezelin € T, to
obrazem 7(I") jest prosta, jezeli zas n € I', to m(I") jest okregiem.

Zadanie 2. Niech A,C € R, B € C spehiajag A # 0 oraz ]B\Q > AC. Znalezé warunek
wyrazony w jezyku parametrow A, B, C, ktory jest konieczny i wystarczajacy na to, aby
okrag o réwnaniu A|z|° —Bz— Bz+C = 0 (por. zadanie 1.1) byt rzutem stereograficznym
wielkiego okregu sfery S2.

Zadanie 3. (a) Wykazaé, ze pole trojkata sferycznego A C S? o katach wewnetrznych
a, 3, 7, ktérego bokami sa tuki wielkich okregéw sfery S%, wynosi |A| = a + 8+ — 7.
(b) Obliczy¢ pole trojkata sferycznego, ktérego bokami sg tuki okregéw wielkich sfery S2
taczace wierzchotki:
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Zadanie 4. Wyznaczy¢ rzut stereograficzny dowolnego czworoscianu foremnego wpisa-
nego w sfere S2.
Zadanie 5. Niech n = (0,0,1) i s = (0,0, —1) oznaczaja odpowiednio biegun p6éimocny
i potudniowy sfery S?. Przez ¢ € (—m, 7] oznaczamy dtugosé, a przez 6 € (=%, §) szerokosé
geograficzna, tj. powierzchnia S? \ {n, s} ma parametryzacje

T
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Odwzorowanie my: S? \ {n,s} — C okreslone wzorem my = u + iv, gdzie

0
u(9,0) = 6, v(0,0) =lntg (T + 7).

nazywamy rzutem Merkatora. Odwzorowanie m = tg (i’/TM) nazywamy natomiast rzutem
Lamberta-Lagrange’a.

(a) Znalez¢ funkcje holomorficzng f: C — C spelniajacag warunek f o my = m|s2\ fns}-
(b) Wyrazi¢ Rem oraz Imm_ jako funkcje zmiennych ¢, 6.

(c) Wyznaczy¢ obraz m (S? \ {n,s}).

Zadanie 8 bedzie polegalo na podaniu dowodu konforemnosci rzutu stereograficznego opartego na pod-
stawowych pojeciach geometrii rézniczkowej. Niech M bedzie powierzchnia regularna w R3 o réwnaniu
r = r(u,v) i niech v: [o, 8] — M bedzie krzywa klasy C! lezaca na M okreslong réwnaniami parame-
trycznymi u = u(t), v = v(t), tj. y(t) = r(u(t),v(t)). Przypomnijmy, ze I formg podstawowq rozmaitosci
M w punkcie x € M nazywamy standardowy iloczyn skalarny na plaszczyznie stycznej Tx M, ktéry —
jak kazda forma dwuliniowa — okre$lony jest przez pewna macierz kwadratowa. Jezeli r, i 7, oznaczaja
pochodne czastkowe wektora wodzacego powierzchni M wzgledem u i v, a (z,y, z) jego funkcje sktadowe,
to baze przestrzeni Tx M tworza wektory (2, Yu, 2u) 1 (v, Yu, 2v), & zatem macierz I formy podstawowej
M ma postaé
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Za pomoca I formy podstawowej mozna np. latwo wyrazi¢ kwadrat elementu dlugoéci ds danej krzywej
gladkiej v na M:
ds? = r2du® + 2ry-rydudo + r2de?,

gdzie du, dv to rézniczki (przyrosty) parametréw u i v na krzywej . Jest to inny sposéb zapisania znanego
wzoru na dlugosé krzywej:

B B
5= / |7 (u(t),v(t))|dt = / V(g () + 7,0 (1)) - (ro! () + 700 (1)) dt,

przy czym ~(t) = r(u(t),v(t)), t € [a, (] jest parametryzacja v. W zadaniu 8 wykazanie konforemnosci
rzutu stereograficznego zostaje sprowadzone do sprawdzenia pewnego prostego warunku na odpowia-
dajace sobie przez ten rzut elementy dlugosci krzywych. Przypomnijmy, ze — zupelnie formalnie rzecz
ujmujac — element dlugosci jest 1-forma rézniczkowa na danej powierzchni M (zob. [M. Spivak, , Analiza
na rozmaitosciach”, PWN Warszawa 2005; rozdzial 5]), ale taki formalizm nie jest nam tutaj potrzebny.

Zadanie 6 (rozgrzewkowe przed zadaniem 7). Niech p: (—m,7) x (=5,5) — S? bedzie

biegunows parametryzacja sfery S? o promieniu r > 0 bez jednego potudnika, tj.

p(0,0) = (rcosfcos @, rcosfsing,rsinb).

Sprawdzi¢, ze I forma podstawowa S? w punkcie p(¢,6) ma macierz (7”2 CSSQG 5 )

Zadanie 7 (przygotowawcze do zadania 8). Niech M C R? bedzie powierzchnia regularng,
o I formie podstawowej postaci (EE), tj. E = 12, F = r,-r,, G = r? (zachowujemy
oznaczenia z tekstu powyzej). Niech takze 71, 72 beda krzywymi klasy C! lezacymi na M

i przecinajacymi si¢ w punkcie P.



(a) Wykazaé, ze jezeli du, dv oraz du, dv oznaczaja rézniczki parametréow u, v w punkcie
P odpowiednio na krzywych v, oraz 7,, to cosinus kata ¢ miedzy tymi krzywymi
w tym punkcie wyraza si¢ wzorem

Edudu + F(dudv + dudv) + Gdvdv
VEdu? + 2Fdudv + Gdv?VEéu? 4+ 2F5udv + Gév?

cos ¢ =

(b) Niech M;, M, C R? (i = 1,2) beda powierzchniami regularnymi o I formach podsta-
wowych postaci (% gﬁ) (1 = 1,2). Pokazaé, ze warunkiem koniecznym i wystarcza-

jacym na to, by dane odwzorowanie ®: M; — M, byto konforemne, jest réownosé

E1 - F1 - G1

Ey, F Gy
przy czym jesli wspotezynniki formy odpowiadajacej M, obliczamy w punkcie P, to
te odpowiadajace My bierzemy w punkcie ®(P).

Zadanie 8. Niech I' C C bedzie krzywa klasy C*. Niech ds i do beda odpowiadajacymi
sobie przy rzucie stereograficznym (tj. wychodzacymi odpowiednio z punktéow z € I oraz
771(2)) elementami dlugosci na krzywych T' i 7=}(T). Poda¢ formalng interpretacje i

uzasadnié¢ réownosé
do 2

ds 1+ |z

Wywnioskowaé¢ z niej, ze rzut stereograficzny jest odwzorowaniem konforemnym.

Homografie (zwane tez przeksztalceniami Mdébiusa) to odwzorowania f: C — C postaci

az+b a d
Fz) =20 (oray caym f(o0) = 2, f(= T) =00, gdy ¢ £0).
Jezeli ¢ # 0, to mozemy napisaé
£() = a n bc — ad
¢ clez+a)’

co oznacza, ze f jest zlozeniem f = Ay o1 o Ay, gdzie Ai(2) = cz + d jest homotetia, ¢(w) = w™!

inwersja, natomiast As(u) = ¢ !((bc — ad)u + 1) jest takze homotetia. Jedna z kluczowych wlasnosci
homografii jest to, ze przeprowadzaja one okregi uogélnione (okrag przechodzacy przez oo to prosta) na
okregi uogélnione. Wobec powyzszego przedstawienia wystarczy to sprawdzié¢ dla inwersji z — 1(2) = 27}
i, rzeczywiscie, nietrudne rachunki pokazuja, ze dla dowolnych r > 0, a € C, |a| # r obrazem okregu
C(a,r) jest okrag

c(a(|a|2 — )7L rfjaf® - r2|_1>

Natomiast w przypadku, gdy |a| = r # 0, obrazem okregu C(a,|a|) jest symetralna odcinka [0,a~1].
Mozna tez zauwazy¢, ze réwnanie w postaci Apoloniusza ’z—:g’ = )\ przechodzi przez inwersje w rownanie

’LUP‘:A‘Q’
w—1/q p

Widzimy np. ze obrazem prostej jest prosta, gdy |p| = |g|, jest nim za$ okrag, gdy |p| # |q/.

Przeprowadzanie przez homografie okregéw uogdlnionych na okregi uogélnione mozna tez wykazac
postugujac sie pojeciem dwustosunku (por. zadanie 10) oraz nastepujacymi dwoma faktami: (a) homogra-
fie zachowuja dwustosunek; (b) wartos¢ dwustosunku [z1, 22, 23, 24] jest liczba rzeczywista wtedy i tylko
wtedy, gdy 21, 22, 23, 24 leza na jednym okregu uogdlnionym.



Niech 2 C C bedzie obszarem (zbiorem otwartym i spéjnym). Odwzorowanie f: @ — C nazywamy
lokalnie konforemnym, jezeli jest lokalnym dyfeomorfizmem oraz zachowuje skierowane katy miedzy krzy-
wymi gltadkimi lezacymi i przecinajacymi sie w 2. Wiadomo, ze f jest lokalnie konforemne wtedy i tylko
wtedy, gdy jest funkcja holomorficzng oraz f'(z) # 0 dla kazdego z € Q. Odwzorowanie miedzy dwoma
obszarami w C nazywamy konforemnym (biholomorficznym), jezeli jest holomorficzna bijekcja. (Takie
odwzorowanie musi by¢ lokalnie konforemne, a odwrotne do niego jest takze konforemne.) Odwzorowanie
konforemne obszaru 2 na siebie nazywamy automorfizmem; zbior wszystkich automorfizméw obszaru €2
oznaczamy symbolem Aut(£2). Mozna np. pokazaé (korzystajac z twierdzenia Casoratiego-Weierstrassa
oraz faktu, ze kazda funkcja catkowita majaca w punkcie co osobliwo$é pozorna musi by¢ wielomianem),
ze Aut(C) = {az + b: a,b € C, a # 0}, czyli ze automorfizmami C sa homotetie.

Zadanie 9. (a) Traktujac jako znany fakt, ze Aut(C) to grupa wszystkich homotetii,
wykazac, ze

az+b
cz+d

Aut(C) = a,b,c,d € C, ad —bc # 0
(b) Wyznaczy¢ przeksztalcenie ¢: S? — S? odpowiadajace inwersji ¢(z) = 271, tj. takie,
ktore spetnia warunek mo p = o .

Uwaga. Mozliwo$¢ wykonania przeksztalcenia ¢ thumaczy w jaki sposéb dodanie bieguna N powoduje,

ze grupa automorfizméw Aut(C) jest istotnie wieksza w poréwnaniu z grupa Aut(C). Od tej pory bedzie

uzasadnione, aby zbiér wszystkich homografii oznaczaé¢ symbolem Aut(C).

Zadanie 10. Wykazaé, ze dla dowolnych tréjek (zy, 22, 23) 1 (w1, wa, w3), z ktérych kazda
sklada si¢ z parami réznych punktéw C, istnieje doktadnie jedna homografia f € Aut(C)
spetniajaca f(z;) = w; dlai € {1,2,3}.

Wskazéwka. Rozwiazanie mozna elegancko wyrazi¢ wykorzystujac pojecie dwustosunku uporzadkowanej
czworki liczb 21, 22, 23, 24 € C (gdzie przynajmniej 29, 23, 24 sa parami rézne) zdefiniowanego jako

(21 — 23)(22 — 21)
(21— 24)(22 — 23)

[Zlv 22,23, 24] =

Zadanie 11. Wykazaé, ze obrazem hiperboli 22 — y* = 1 przez inwersje ¢(z) = 271 jest
lemniskata Bernoulliego o ogniskach :I:%.

Zadanie 12. Wyznaczy¢ wszystkie trojki (zo,7,0) € C x (0,00) x (0,1), dla ktérych
istnieje homografia f € Aut(C) przeksztalcajaca obszar {z: Rez > 0, |2 — 2| > r} na
pierdcien {z: o < |z| < 1}. Dla kazdej z takich trdjek rozstrzygnaé, ile istnieje odpowied-
nich homografii.

Zadanie 13. Niech 0 < R < h. Wyznaczy¢ warto$é o € (0, 1), dla ktérej istnieje homo-

grafia f € Aut(C) spelniajaca warunki:
() f({Rez >0, |z —h| > R}) = {o < u| < 1},
(ii) f({Rez=0}) = {|w] =1}.

Podaé¢ ogdlna postaé¢ homografii f spelniajacej (i) oraz (ii).

Punktem stalym homografii f(z) = (az +b)/(cz + d) nazywamy kazdy punkt zy € C spelniajacy warunek
f(z0) = 20. Poza trywialnym przypadkiem homografii identycznosciowej f(z) = z, kazda homografia
ma dokladnie jeden lub dwa punkty stale (wliczajac w to ewentualnie punkt zp = oc0). W przypadku
homografii znormalizowanej (tj. takiej, ze ad — bc = 1), i réznej od identycznosci, punkty te wyliczamy
ze WZoru

(a—d)*la+d’—1

&y = 5



Dzielac ewentualnie kazdy ze wspdélczynnikdéw a, b, ¢, d przez £+v/ad — be, mozemy oczywiscie sprowadzi¢
dowolna homografie f do postaci znormalizowanej. Z powyzszego wzoru widzimy wiec, ze f ma dokladnie
jeden punkt staly wtedy i tylko wtedy, gdy a + d = £2v/ad — be. W takim przypadku, oznaczajac przez
&o jedyny punkt staly, f daje sie zapisa¢ w postaci kanonicznej

1 1
= + h, jezeli & # oo,
w—=& z2—& (1)

w = z+ h, jezeli &y = oo.

Jezeli f ma dwa rézne punkty stale & i &1, to jej postacig kanoniczng jest

W80 _ 32780 eseli £ # 0o, &1 # oo,
w—§&1 z2 =& (2)

w—2E& =k(z—¢&), jezeli & = oc.

(Zauwazmy, ze oo jest punktem stalym wtedy i tylko wtedy, gdy f jest homotetia.)
Méwimy, ze homografia f jest typu

o parabolicznego, jezeli ma dokladnie jeden punkt staly.
Jezeli f ma dwa punkty stale i posta¢ kanonicznag jak powyzej, to méwimy, ze f jest typu:
o hiperbolicznego, jezeli k > 0;
o eliptycznego, jezeli k = ¢ dla 0 € (0,27);
o loksodromicznego, jezeli k = ael® dla a € (0,00) \ {1}, 6 € (0, 27).

Zadanie 14. Niech f € Aut(C). Wykazaé, ze — w zaleznosci od typu — f ma jedng
z postaci kanonicznych wyrazonych wzorami (1) i (2). Pokaza¢ nastepnie, ze jezeli f ma
postaé znormalizowang

_az—i—b
ez +4d

f(z)

(tj. ad — bc = 1),

to zachodza rownowaznosci:

. f jest typu parabolicznego < a+deRoraz |a+d = 2;
. f jest typu hiperbolicznego <= a+d € R oraz |a +d| > 2;
. [ jest typu eliptycznego < a+deRoraz la+d| <2;
. f jest typu loksodromicznego <—= a+d ¢ R.

Zadanie 15 (rozgrzewkowe przed zadaniem 16). Uzasadni¢, ze dla dowolnych dwdch
punktéw &y, & € C, & # &1, istnieje nieskoniczenie wiele okregéw ortogonalnych do rodziny
wszystkich (uogélnionych) okregéw przechodzacych przez &y i &;. Wyznaczy¢ przyktadowo
srodek i promien kazdego okregu ortogonalnego jednoczesnie do wszystkich okregdéw prze-
chodzacych przez punkty +1.

Zadanie 16. Zalézmy, ze f € Aut(C) ma punkty state {; # &. Udowodnié, ze:

(i) jezeli f jest typu hiperbolicznego, to kazdy okrag przechodzacy przez & i & jest
niezmienniczy wzgledem f, przy czym f nie zmienia jego orientacji;

(ii) jezeli f jest typu eliptycznego, to kazdy okrag ortogonalny do rodziny okregéw
przechodzacych przez &, i & jest niezmienniczy wzgledem f, przy czym f nie zmienia
jego orientacji.



Wazna role w analizie zespolonej i geometrii hiperbolicznej pelnia pewne specjalne homografie postaci

a—z
Ba(2) = == przy czym |a| <1,

ktére nazywamy czynnikami Blaschkego (przy |a| = 1 funkcja B, bylaby stala, za$ przy |a| > 1 kolo
jednostkowe przechodziloby na swoje zewnetrze). Nazwa bierze sie stad, ze homografie te pojawiaja sie
jako czynniki tzw. iloczynu Blaschkego okreslajacego funkcje holomorficzna o zadanych pierwiastkach;
zob. np. [W. Rudin, ,Analiza rzeczywista i zespolona”, PWN Warszawa 2009; rozdzial 15]. Dokladnie
te homografie (z dokladnoscia do czynnika postaci €') okazuja sie tez byé¢ tzw. ruchami nieeuklideso-
wymi czyli tymi homografiami, ktére przeksztalcaja kolo jednostkowe D = {|z| < 1} na siebie, co jest
treScia zadania 17. Korzystajac z lematu Schwarza, mozna wykazaé, ze w istocie kazde odwzorowanie
konforemne D na siebie jest, z doktadnoscia do stalego czynnika, jednym z czynnikéw Blaschkego, tzn.
Aut(D) = {ABy: M\,a € C, |\| =1, |a|] < 1} (zob. np. [J. Birkholc, ,Analiza matematyczna. Funkcje wielu
zmiennych”, PWN Warszawa 2013; §3.10]).

Zadanie 17. (a) Wykazaé, ze ogblna postacia homografii przeksztatcajacej koto jednost-
kowe D na siebie jest czynnik Blaschkego ztozony z obrotem, tj. homografia AB,(z) (gdzie
la] < 1, |\ =1).

(b) W zaleznosci od parametru a € D scharakteryzowaé¢ typ homografii B,. Pokazaé
w szczegblnodci, ze zadna z tych homografii nie jest typu loksodromicznego.

Zadanie 18. Niech T': [o, 5] — D bedzie krzywa regularna, tzn. istnieja takie punkty
a=ap<a; <...<a, =03 zedlakazdego 1 < i < n funkcja I jest klasy C* na [o;_1, o)
i ma rézne od zera granice jednostronne pochodnej na koncach przedziatu. Definiujemy
dtugosc hiperboliczng krzywej I' wzorem

ds
ry = [
| |h ]_—|Z|2

r

gdzie ds jest elementem dlugosci (euklidesowej) na I'.

(a) Znalezé réwnanie parametryczne odcinka nieeuklidesowego [1, 1], tj. tuku okregu or-
togonalnego do C(0,1) o koncach 1, i.

(b) Obliczy¢ |[1,1i]|, 1 |[1,i]nl,, czyli dtugosci hiperboliczne odcinka euklidesowego i nieeu-
klidesowego taczacego punkty 1, i.

Zadanie 19. Niech 21,2, € D. Wykaza¢, ze krzywa regularna taczaca punkty z; i 2o,
ktéra minimalizuje dtugosé hiperboliczna, jest odcinek nieeuklidesowy [z1, z5]n. Jej dtugosé
oznaczamy przez p(zi,zq2), a funkcje p nazywamy metrykq hiperboliczng. Wyprowadzié
. L1 = 22)/(1 = 2)
+ (21 — 22 — 2129
z1,%29) = =lo —.
ol 2) 2 8T (o1 — ) /(1 — 27|
Zadanie 20. Niech f € Aut(D) (a wiec, z doktadnoscia do obrotu, f jest czynnikiem
Blaschkego) i zal6zmy, ze zo = f~1(0) € R. Dla v € [0, 7] oznaczmy przez [' dlugosé
obrazu tuku {e: 0 < § < v} przez homografie f. Udowodnié, ze

. 1+[E0
_1—5(70

r 7+0(’) pray v — 0.



