Funkcje analityczne
Czes¢ 3: FUNKCJE HOLOMORFICZNE; ZASADA MAKSIMUM

OzNACZENIA: D = {z € C: |z| < 1}; H(Q) zbiér funkcji holomorficznych (analitycznych) na zbiorze
otwartym Q; C, = C\ {0}; indr(z) indeks punktu z wzgledem krzywej I'

Zadanie 1. Niech a,b € R, a < b. Dla z € C spelniajacego Im 2z > 0 oznaczmy przez
¢(z) € (0,7) kat, pod jakim z punktu z widziany jest odcinek [a, b]. Rozstrzygnaé, czy
istnieje funkcja f € H({z: Imz > 0}), dla ktérej Re f = .
Zadanie 2. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f € H(C,), ze |f(2)| jest funkcja staty
na kazdym z okregéw o réwnaniu |22 — aRez =0 (a € R).
Zadanie 3. Niech p bedzie o-addytywna miara zespolona (a wiec ograniczona) na prze-
strzeni mierzalnej X. Niech takze 2 C C bedzie zbiorem otwartym, a ®: Q@ x X — C
funkcjg ograniczong speliajaca warunki:

« X 32— ®(z,7) jest funkcja mierzalna dla kazdego z € ;

e 23 2+ ®(z,x) jest funkcja holomorficzng w 2 dla kazdego = € X.

Wykaza¢, ze funkcja f: 2 — C zdefiniowana wzorem
1) = [ @(z,2) dp(x)
X

jest holomorficzna w €2.

Uwaga. Nastepujacy fakt jest szczegdlnym przypadkiem powyzszej tezy (dlaczego?): Jezeli p jest miara
zespolong na X, ¢: X — C funkcja mierzalng, a Q C C zbiorem otwartym rozlacznym z ¢(X), to
funkcja f(2) = [ (p(z) — z)"tdu(z) jest holomorficzna w Q. W tym przypadku do$é latwo dowodzi
sie analitycznoséci f wskazujac bezposrednio odpowiedni szereg potegowy zbiezny w kolowym otoczeniu
dowolnie ustalonego punktu z € Q; zob. [W. Rudin, ,,Analiza rzeczywista i zespolona”, PWN Warszawa
2009; tw. 10.7].

W rozwiazaniu nastepnego zadania mozna oprzeé¢ si¢ na tezie zadania 3; mozna tez uzy¢ twierdzenia
Morery: Jezeli Q) C C jest zbiorem otwartym, a f: Q — C jest funkcja ciagla spelniajaca faA f(z)dz=0
dla kazdego tréjkata domknietego A C 2, to f € H(Q).

Zadanie 4. Wyznaczy¢ maksymalny obszar 2 C C, na ktérym funkcje okreslone wzorami
ponizej sg holomorficzne:

@ f6)= [ i
) () = [~

tz

() h(z) = /_ 1113_752dt.

Przypomnijmy, ze faricuchem nazywamy sume formalna I' = v, + ... + v, gdzie y; sa drogami na
plaszczyznie, definiowang przez wzér [i. f(2)dz = 327, f%‘ f(2) dz dla kazdej zespolonej funkcji ciagtej
fnal™ =~fU...U~;. Symbol 7] oznacza tutaj obraz krzywej v;, a zatem I'* jest obrazem lancucha I'.
Jezeli kazda z drog ~; jest zamknieta, to I' nazywamy cyklem. Mozemy oczywiscie zapisaé tez I w postaci
r = Z;n:1 k;jv;j, gdzie drogi y; sa parami rézne, a k; € Z. Wszelkie pojecia zwigzane z calkowaniem
po krzywych latwo przenosza sie na tancuchy. W szczegdlnosci jezeli I' jest cyklem postaci jak powyzej,
a punkt zg nie lezy w obrazie I'*, to indeks zg wzgledem T" okreslamy jako indr(zg) = Z;”Zl kjind,, (20)-



Zadanie 5. Pokaza¢, ze dla dowolnego cyklu I' i punktéw a,b € C\ I'* spelniajacych
warunek indr(a) = indr(b) zachodzi réwnosé

/(z —a) ™(z—0b)""dz=0 dlam,neN.
r

Wskazowka. Rozwazy¢ najpierw przypadek m = n = 1, ktéry sprowadza sie do podstawowych wlasnosci
indeksu. Uzasadni¢ nastepnie, ze mozna dokonaé¢ rézniczkowania pod znakiem catki.

Zadanie 6. Zalézmy, ze f € H(D) spelnia warunek

2

sup [ |f/(re")|dt < oo.
O<r<10

Pokazaé, ze f01|f(x)| dz < oc.

Zadanie 7. Niech f: C — C bedzie taka funkcja holomorficzna, ze dla pewnego k € N
oraz pewnych a,b > 0 mamy |f(z)| < a + b|z|*¥. Pokaza¢, ze f jest wielomianem.

W dowodzie tezy (a) ponizszego zadania przyda sie fakt, ze jedynymi funkcjami catkowitymi z biegunem
w punkcie oo sg wielomiany (por. zadanie 7). W naszym przypadku nalezy sprawdzié, ze funkcja f ma
osobliwosci pozorne w punktach 0 i co (skoficzone granice réwne zeru) oraz jeden biegun czterokrotny
w punkcie z = 1, z czego bedzie wynikaé, ze f jest funkcja wymierna.

Zadanie 8. Dla dowolnej liczby zespolonej z & {0, 1} zdefiniujmy

fz) =2 (log2)™,
gdzie suma brana jest po wszystkich gateziach logarytmu.

(a) Pokazad, ze istnieja takie wielomiany zespolone pi ¢, ze f(z) = p(z)/q(z) dla kazdego
ze€ C\{0,1}.
(b) Pokazaé, ze dla kazdego z € C\ {0, 1} zachodzi

2244241

f(z) == 6(z—1)*

Zadanie 9. Niech f(z) = p(2)/q(2), gdzie p i ¢ sa takimi wielomianami zespolonymi,
ze degp > deggq, przy czym wszystkie pierwiastki wielomianu p lezag w D, natomiast
wszystkie pierwiastki wielomianu ¢ leza w zbiorze C \ D. Udowodnié, ze

degp — degq
max | f'(2)] > =EE 50 max ()]

W rozwigzaniach zadan 10-14 nalezy zastosowaé zasade maksimum.

Zadanie 10. Niech p(z2) = 2" + a,_ 12" ' + ... + a1z + ag, gdzie a; € C. Wykazaé, ze
jezeli |p(z)| = 1 dla kazdego z € C spemiajacego |z| =1,to a; = ... =a, = 0.



Zadanie 11. Niech f: C — C bedzie taka funkcja holomorficzna, ze |f(z)] = 1 dla
kazdego z € C spelniajacego |z| = 1. Wykazaé, ze istnieja J € R oraz k € {0,1,2,...}
takie, ze

f(z) =e"2* dla kazdego z € C.

Zadanie 12 (Twierdzenie Hadamarda o trzech kolach). Niech f bedzie funkcja holomor-
ficzna na obszarze zawierajacym pierécien {r; < |z| < ro}, gdzie 0 < r; < ry. Oznaczmy
M, = max|.|—, | f(2)| dla r € [r1,75]. Udowodni¢ nieréwnosc

MR/ & A/ e Qla € [y, ).
Uwaga. Teze mozna tez wystowi¢ méwiac, ze r — In M), . jest funkcja wypukla.

Zadanie 13. Niech p(z) bedzie wielomianem zespolonym stopnia n. Zatézmy, ze Fy, Es sa
elipsami o wspoélnych ogniskach i potosiach odpowiednio aq, by i as, by, przy czym a; < as
oraz b; < by. Udowodnié nieréwnosé

max,cp, |f(2)| max,cp, |f(Z)|
(@ +b)" = (a2 +by)"

Zadanie 14. Niech p(z) = ag + a12 + a22? ... + a,2" bedzie wielomianem zespolonym.
Zatézmy, ze 1 = co > ¢1 > ... > ¢, > 0 jest wypuklym ciagiem liczb rzeczywistych (tzn.
2¢k < g1 + gy dla kazdego k= 1,2,...,n — 1). Okreslmy wielomian

2
q(z) = coap + cra1z + caa92° + ... + cha,2".

Udowodni¢, ze

< .
max |¢(2)] < max[p(z)

W ostatnich dwoch zadaniach nalezy zastosowaé lemat Schwarza.

Zadanie 15 (Lemat Schwarza-Picka). Wykazaé, ze kazde odwzorowanie f € H(D) spel-
nia nieré6wnosé )
/' (2)] 1
5 S 2
L=]f(z)P 11—z
przy czym réownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f € Aut(D).

dla z € D,

Zadanie 16. Zal6zmy, ze funkcja f € H(D) spelia warunki: f(0) = 0 oraz |Re f(z)| < 1
dla kazdego z € D. Wykazacé, ze dla kazdego z € D zachodza woéwczas silniejsze nierow-
nosci:

2. 14|z

4
|Re f(2)] < ;arctg |z|  oraz |Im f(2)| < ;ln =




