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@ Feyissa i Banerjee zaproponowali model humoralnej
odpowiedzi odporno$ciowej (na komérki nowotworowe);
@ Model sklada sie z czterech réwnan rézniczkowych
z opOznieniem, a autorzy dowodzili istnienia cykli granicznych;
@ Stwierdzili takze, ze rozwigzania sa nieujemne.

One can easily show that all the solutions of the system in Cy, remain in C; and hence C; is a positively invariant set for
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Niestety, tego tatwo nie wida¢, bo rozwigzania tego modelu moga
przyjmowac wartosci ujemne a sam model jest niepoprawnie
skonstruowany.
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Motywacja Model Feyissa i Banerjee Poprawiony model

Model Feyissa i Banerjee

L=auL(1-E£)=b(-wLi-1)

P =bi(1 —u)L(t — 1) — uP

A =1L+ 1P — A - BiA(lt —1)T(t - 13)
T=rT(1- &)= BoAt - )T (t - 72)
gdzie zmienne oznaczajg stezenia

@ L — limfocytéw B;

@ P — komérek plazmatycznych;
@ A — przeciwciat;
@ T — komérek rakowych.
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Motywacja Model Feyissa i Banerjee Poprawiony model

Model Feyissa i Banerjee

L =au L(1 - K%) —bi(1 —wL(t-11)
P=bi(1 —uL(t—1y)—uP
A =1L+ rP — A - BiA(t —1)T(t - 13)

T= rT(l - K%) — BoA(t — T2)T(t — T2)

gdzie zmienne oznaczajg stezenia

@ L — limfocytéw B;

@ P — komérek plazmatycznych;
@ A — przeciwciat;
@ T — komérek rakowych.
Uktad réwnan opisujacy produkcje (ré6znicowanie sie) komorek
plazmatycznych zostat oparty o model z prac Perelsona z lat 1976

i 1978, gdzie szukano optymalnej strategii réznicowania sie
komorek, stad u (ktére w pracach Perelsona byto sterowaniem).
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Motywacja Model Feyissa i Banerjee Poprawiony model

Ujemnosc¢ rozwigzan w modelu Feyissa i Banerjee

Stwierdzenie

0 <6, <711, 0< 68, <71y dowolne liczby. Jesli 0 < 2e < K za$
funkcja poczgtkowa ¢, spetnia

o(a +aw (1-£))

G T

, te[-t,—-11+061] | ¢(0)=¢

woéwczas L(61) < 0. Natomiast jesli 0 < 2e < K, a funkcje
poczatkowe ¢4, ¢ spetniaja

e(z+r(l- %))

B

da(DPr (1) >

, te[-1,—T2+02] i ¢7(0) =g,

fo T(62) < 0.
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Motywacja Model Feyissa i Banerjee Poprawiony model

Btedne skfadniki modelu

Dojrzewajace limfocyty rozmnazaja sie i ging
Pierwsze réwnanie modelu, ostatni sktadnik

L=awL(l-#)-bd-wLit-1)
Jesli  ma by¢ czasem ,dojrzewania”, to powinno wygladaé tak

L=awL(l-%)-bd-uL

M. Bodnar & U. Fory$ (UW) Model oddziatywan uktad odpornosciowy — nowotwor XLV KZM



Motywacja Model Feyissa i Banerjee Poprawiony model

Btedne skfadniki modelu

Dojrzewajace limfocyty rozmnazaja sie i ging

Pierwsze rownanie modelu, ostatni sktadnik

L=awL(l-#)-bd-wLit-1)
Jesli  ma by¢ czasem ,dojrzewania”, to powinno wygladaé tak

L=awL(l-%)-bd-uL

N
| A\

Przeciwciata zwigzane z antygenem ,moga znikng¢”
Trzecie rownanie modelu

A= riL+nrP— ,uzA —ﬂlA(l‘ —1)T(t — 13).
Tak jak poprzednio — albo ostatni sktadnik powinien by¢ bez
opdznienia, albo mozliwos¢ Smierci antygenu zwigzanego
z przeciwciatem powinna by¢ uwzgledniona w réwnaniu czwartym,
na przykfad tak

T =rT(1- £)-BAlt - T)T(t - 2)e ™.
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Motywacja Model Feyissa i Banerjee Poprawiony model

Zatozenia

@ Przeciwciata wigzg sie z antygenem tworzgc kompleks
(ozn. Ty).

@ Kompleks znika po czasie 75, jednoczesnie antygen
Z przeciwciatem ,zajmuje miejsce” w Srodowisku.

Stad réwnanie na T zastepujemy parg réwnan:

. T+T,
T=rT(1— 4

)—ﬁzA T

. 1
Ty =PAT - —T,.
L

M. Bodnar & U. Fory$ (UW) Model oddziatywan uktad odpornosciowy — nowotwor XLV KZM



Motywacja Model Feyissa i Banerjee Poprawiony model

Zatozenia

@ Przeciwciata wigzg sie z antygenem tworzgc kompleks
(ozn. Ty).

@ Kompleks znika po czasie 75, jednoczesnie antygen
Z przeciwciatem ,zajmuje miejsce” w Srodowisku.

Stad réwnanie na T zastepujemy parg réwnan:
. (1 T+T,

T=rT )—ﬂzAT

. 1
Ty =PAT - —T,.
L

@ W zdrowym organizmie limfocyty B sg na ustalonym poziomie.
@ Kompleksy antygen-przeciwciato moga stymulowaé uktad
immunologiczny
Pierwsze réwnanie modyfikujemy

L = ,UL(Kl — L) - bl(Td)L +183(Td)a
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Motywacja Model Feyissa i Banerjee Poprawiony model

Zatozen cigg dalszy

@ 7 jest ,czasem dojrzewania” limfocytéw, wiec drugie
réwnanie ma postac

P = by(Ty)e ™ L(t — 7) — i, P.

M. Bodnar & U. Fory$ (UW) Model oddziatywan uktad odpornosciowy — nowotwor

XLV KZM



Motywacja Model Feyissa i Banerjee Poprawiony model

Zatozen cigg dalszy

@ 7 jest ,czasem dojrzewania” limfocytéw, wiec drugie
réwnanie ma postac

P = by(Ty)e ™ L(t — 7) — i, P.

Caty model

L = ,UL(Kl = L) = b](Td)L +ﬁ3(Td),
P = by (Ty)e ™ L(t — ) — 1 P,
A =rnlL+ I”zP—,uzA —ﬁ1A T,
T=rT(1-5L)-pAT,
. 1
Tg=PAT-—Ty.

T2

gdzie by oraz B3 to funkcje (przyjmiemy, ze sg to funkcje stata
i liniowa).
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Motywacja Model Feyissa i Banerjee Poprawiony model

Model uproszczony

Jesli stymulacja uktadu odpornosciowego przez antygen jest mata
(np. w przypadku nowotworu), zaktadamy ze 83 = 0 oraz b jest
state. Wéwczas pierwsze dwa réwnania nie zalezg od pozostatych
i bedziemy rozpatrywali uktad uproszczony

T=rT(1-(T+Ty))-BAT,

. 1
Ti=PAT - —Ty,
™

gdzie B = riL + P

N b .
L) — ,uLlu+Lb1 Ky =L, P@)— #—ie"‘” L=P przy t— +co.
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Analiza matematyczna Stany stacjonarne Lokalna i globalna stabilno$¢

Podstawowe wtasnosci

Twierdzenie

Jesli funkcje by i B3 sa nieujemne i spetniajg warunek Lipschitza, to
rozwigzania modelu petnego istnieja, sg jednoznaczne, nieujemne
oraz przedtuzajg sie na catg potprosta [0, +o0).

Zbior
Cr = {C(Ri) cL(t) < L,P(t) < P,A() S A, T()+T4(t) < 1, Ty(0) < Td}
gdzie

_ urKi + B3

HL
d = min{ﬂzTgA, 1

’ p= ée_ﬂLTl_,, A= r1Z+ i‘gp

1

B

M H2
B3 = max{B(Ty) : Ta € [0, 11},
by = max{by(Ty) : Ta € [0, 1]}

jest niezmienniczy wprzéd.
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Analiza matematyczna Stany stacjonarne Lokalna i globalna stabilno$¢

Ubezwymiarowienie

Zamiana zmiennych

T T, - t
= A, = —, = — = —_,
YEDPA Y= T g T2
B
a = T2ﬁ2 S = K2 . k = Tzﬁle, Y = rn.
Bi Bi1K>

prowadzi do uktadu (falke nad r opuszczamy)

x:k(a—nx—xy),
y=yy(1-y-2)-xy,

z =xy-—-z.
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Analiza matematyczna Stany stacjonarne Lokalna i globalna stabilnos¢

Istnienie stanoéw stacjonarnych

Stany stacjonarne (%, ,7) spetniajg

=(n-3x w(l-y-2)=3, z =%
Przypadek 3= 0. = z =0 = %=2; 5 =(%,0,0)
Przypadeky # 0. = x = ,7+y Stad y; < ¥, rozwigzania

4a
dn+(a+n—1)>2

_ o«
y2+(n+a—1)y+;—n:0, y =

Liczba dodatnich stan6éw stacjonarnych:

0 — dlay < ¥ (réwnanie nie ma rozwigzan) lub y € [)7, %]
ia+mn>1(wowczas y; <0);

1—day>%2(1<0)luby=a/moraza+n<1(F =0),lub
y=yoraza+n<1(y =5);

2—day<y< %ora2a+n< 1.
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Analiza matematyczna Stany stacjonarne Lokalna i globalna stabilno$é

Pot-trywialny stan stacjonarny S,

Lokalna stabilno$¢

Réwnanie charakterystyczne
Wod) = (A + kp)(A + 1)(/1 _y4 %) .
Whiosek:

@ stan lokalnie stabilny jesli yn < « = dodatni stan
stacjonarny nie istnieje lub istniejg dwa dodatnie;

@ stan lokalnie niestabilny jesli yn > @ = istnieje dokfadnie
jeden dodatni stan stacjonarny;
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Analiza matematyczna Stany stacjonarne Lokalna i globalna stabilno$é

Pot-trywialny stan stacjonarny S,

Lokalna stabilno$¢

Réwnanie charakterystyczne
Wod) = (A + kp)(A + 1)(/1 _y4 %) :
Whiosek:

@ stan lokalnie stabilny jesli yn < « = dodatni stan
stacjonarny nie istnieje lub istniejg dwa dodatnie;

@ stan lokalnie niestabilny jesli yn > @ = istnieje dokfadnie
jeden dodatni stan stacjonarny;

Przypuszczenia:

@ Jesliistnieje tylko Sy (pdt-trywialny), to przyciaga on wszystkie
trajektorie.

@ Jesli istnieje doktadnie jeden stan stacjonarny dodatni (S3), to
przyciaga on wszystkie trajektorie poza stacjonarng Sp;
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Analiza matematyczna Stany stacjonarne Lokalna i globalna stabilno$é

Globalna stabilnos¢ S,

Zbiér niezmienniczy

Q= {(x,y,z): a
n

Stwierdzenie

Jesliy < 77%“1’ to wéwczas y maleje oraz Sy jest globalnie stabilny.
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Analiza matematyczna Stany stacjonarne Lokalna i globalna stabilno$é

Globalna stabilnos¢ S,

Zbiér niezmienniczy

Q= {(x,y, 7).

Jesliy < 77%“1’ to wéwczas y maleje oraz Sy jest globalnie stabilny.

v

W Q zachodzi

<yl —y)— ——y = (1 LS )
ysvyy y 77+1y Yy Yo+ 1) Y]
zas$ zbior Q jest przyciagajacy. |

A
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Analiza matematyczna Stany stacjonarne Lokalna i globalna stabilno$é

Globalna stabilnos¢ S,

Twierdzenie
Jezeli izokliny zmiennych x i y nie przecinaja sie, to Sy jest
globalnie stabilny.
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Analiza matematyczna Stany stacjonarne Lokalna i globalna stabilno$é

Globalna stabilnos¢ S,

Twierdzenie
Jezeli izokliny zmiennych x i y nie przecinaja sie, to Sy jest
globalnie stabilny.

g
Izokliny zmiennej x i y nie
przecinajg sie, mamy 3 obszary,
w kazdym x i y sg monotoniczne,
jak na rysunku obok.

Trajektorie trafiajg do obszaru

P, yUP, _,

y(1-2)

IR

w ktorym x 7, y \.. O
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Analiza matematyczna Stany stacjonarne Lokalna i globalna stabilno$é

Globalna stabilnos¢ S, = (%, 7,2

Jesli )
g y<4 oraz 2 W
n 4+y

to stan stacjonarny S, jest globalnie stabilny
w [0, +00) X (0, +00) X [0, +00).

Sx<ny,
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Analiza matematyczna Stany stacjonarne Lokalna i globalna stabilno$é

Globalna stabilnos¢ S, = (%, 7,2

Twierdzenie

Jegli

g<y<4 oraz 2
n 4

to stan stacjonarny S, jest globalnie stabilny
w [0, +00) X (0, +00) X [0, +00).

Konstruujemy funkcjonat Lapunowa

1 B
Vx5, 2) = 5= %7 + A (y—y—yln§)+ S@=27

A =2ny—-x>0, B <4, dowolne

i pracowicie liczymy. O

A
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Analiza matematyczna Stany stacjonarne Lokalna i globalna stabilno$é

Globalna stabilno$¢ S, — uwagi

W nieréwnosé¢ z twierdzenia mozna pozby¢ sie X za cene troche
gorszego warunku

2n(n + 1)y?
4+y

Jeslin < 1 oraz < a < 1*y, to S, jest globalnie stabilny.

Aby warunki z wniosku mogty by¢ spetnione muszg zachodzi¢
nieréwnosci

4n
< ——<4/3
4 2+77< /
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Analiza matematyczna Stany stacjonarne Lokalna i globalna stabilno$é

Lokalna stabilnos¢ dodatnich stan6w stacjonarnych

Stan S1 (71 < ), jesli istnieje, jest niestabilny.

Twierdzenie
Jesli

yy(v@ -1 =3a+1+ny+1) 2 (@—y)(1+y@n+1-a)) -y,
to S, jest lokalnie stabilny dla wszystkich k > 0.

Jesli nieréwnos¢ jest odwrotna i Scista, to istnieje kmax > 0, takie ze
S, is lokalnie stabilny dla k € (0, kmax ) Oraz niestabilny dla k > kpay -

W punkcie k = knmax ma miejsce bifurkacja Hopfa.

A

Dowad.
Kryterium Routha-Hurwitza. O
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Analiza matematyczna Stany stacjonarne Lokalna i globalna stabilno$é

Istnienie i lokalna stabilnos¢ — podsumowanie

Przypadek @ + n < 1

Y So S AY)

©,y) stabilny nie istnieje nie istnieje
(y,a/n)  stabilny niestabilny  stabilny lub niestabilny

> afnn  niestabilny nie istnieje stabilny lub niestabilny

v

Przypadek @ +n > 1

Y So S1 \Y)

(0,a/n)  stabilny  nie istnieje nie istnieje

> a/n niestabilny nie istnieje stabilny lub niestabilny
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Analiza matematyczna Stany stacjonarne Lokalna i globalna stabilno$é

Diagram bifurkacyjny

10

Sp niestabilny Sp niestabilny
Sy stabilny S5 niestabilny

9.6 /

a
/m So, So stabilny L Sp stabilny, S5 niestabilny

Sp stabilny, Sy nie istnieje

25 50 75 100 k
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Symulacje numeryczne Parametry Poréwnanie dynamiki modeli

Wartosci parametrow

Parametry z pracy Feyissa i Banerjeego
ro=10%, u =0.002, K, =9.8-108, 7 = 24,
rn=10%, w=0.1277, B =6.0436-10"°, 1,=0.5.

Parametry dobrane na podstawie pracy Perelsona
by =0.009, K;=1.001-10%,  pz=107.

Parametry dobrane dowolnie
e=0.1, K3 =1.

Stany stacjonarne
@ Sp = (1.803176, 0, 0) — lokalnie stabilny;
@ S; =(0.160220,0.221094, 0.035424) — niestabilny;
@ S, =(0.052536,0.718467,0.037746) — lokalnie stabilny;

M. Bodnar & U. Fory$ (UW) Model oddziatywan uktad odpornosciowy — nowotwor XLV KZM



Symulacje numeryczne Parametry Poréwnanie dynamiki modeli

Stosunkowo poczatkowe stezenie przeciwciat
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 0
0.15 |, Si 3 52
g 206 |
£ 7 =
g 0.10 ; 04l
o \’5
S2 s 7 St
0.05 : : <0.2 ! :
0 50 100 0 50 100
czas w dniach czas w dniach

@ Wielkosci na osiach sg przeskalowane.

@ Roznica miedzy rozwigzaniami modelu uproszczonego
i petnego rzedu 107",
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Symulacje numeryczne Parametry Poréwnanie dynamiki modeli

Stosunkowo poczatkowe stezenie przeciwciat

()

s 502
- E
S 1 2

3 20.1
N =
a 0.5 5
€
@]

0 : : > < 0 : : :
0 50 100 150 0 20 40 60
czas w dniach czas w dniach

@ Wielkosci na osiach sg przeskalowane.

@ Roznica miedzy rozwigzaniami modelu uproszczonego
i petnego rzedu 107",
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Symulacje numeryczne Parametry Poréwnanie dynamiki modeli

Dynamika modeli moze by¢ istotnie rézna

- -t f
< —— UPTrOSZCZONy S 0.10 1 ,
=0 2
= |— pelny 5
£ z
§ =0.05
= % — Uproszczony

s — pelny

3 : : : 'g 0.00 : — :

0 500 1,000 1,500 0 500 1,000 1,500

czas w dniach

Parametry

k=360, a=07, n=01 y=637.

Sy oraz S, sa niestabilne za$ S jest stabilny.
(x0, Y0, 20) = (3.325,0.11,0.367)
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Symulacje numeryczne Parametry Poréwnanie dynamiki modeli

Dynamika modeli moze by¢ istotnie rézna

przeciwciala

=
—t
—_
ot

336 1| — uproszczony T| —— uproszczony

— pelny

komorki nowotworowe
(@)
—_
—_
(@)

S
—_

3 1 1 1 1 > .105 1 1 1 1 >
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

czas w dniach

Parametry

k=360, =07 n=0.1, y=637

S oraz S, sa niestabilne zas Sy jest stabilny.
(%0, ¥0,2z0) = (3.325,0.11,0.367)
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Podsumowanie

@ Pokazalismy, ze rozwigzania modelu odpowiedzi humoralnej
zaproponowanym przez Feyissa i Banerjeego moga
przyjmowac ujemne wartosci (dla dodatnich danych
poczatkowych);

@ Wskazaliémy btedy w konstrukcji modelu i zaproponowali$my
jego nowa i poprawng wersje.

@ Przy zatozeniu, ze stymulacja uktadu odporno$ciowego jest
mata, uproscili§my model do 3 réwnan.

@ Zbadalismy stabilno$¢ standéw stacjonarnych udowadniajac
globalna stabilnos¢ stanu semi-trywialnego w pewnym
przypadku i dodatniego stanu stacjonarnego w innym.

@ Numerycznie poréwnaliSmy dynamike modelu petnego
i uproszczonego.
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