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Uktad prezentac;i

@ Teoria wartosci ekstremalnych. Cigg niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozktadzie.



Niech X1, Xz, ... bedzie ciagiem niezaleznych (i.i.d.) zmiennych
losowych o dystrybuancie F. Niech M, = max{Xi,..., Xy}
oznacza maksimum pierwszych n zmiennych losowych i niech
w(F)=sup{x: F(x) <1}. Poniewaz

P(M,<x)=P(X1 <x,...,X, < x)=F"(x),

wiec M, jest zbiezne prawie na pewno do w (F) bez wzgledu na to
czy w jest skoficzona czy tez nieskonczona.



Zbieznos¢ P {M, < u,}

Rozpoczniemy od badania zbieznosci P {M, < u,}, gdy n — o0,
gdzie u, jest pewnym ciggiem liczb rzeczywistych.
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Zbieznos¢ P {M, < u,}

Rozpoczniemy od badania zbieznosci P {M, < u,}, gdy n — o0,
gdzie u, jest pewnym ciggiem liczb rzeczywistych.
e W monografii: M.R. Leadbetter, Georg Lindgren, Holger
Rootzén, Extremes and related properties of random sequences
and processes, Springer, New York 1983,
mozna znalez¢ nastepujace twierdzenie:
e Twierdzenie. Niech X, bedzie i.i.d. ciagiem. Niech 0 < 7 < o0
i zaktadamy, ze u, jest ciggiem liczb rzeczywistych takim, ze

n(1—F(up))— 7, gdy n — o0 (1)

wtedy
P{M, < up} — e ", gdy n — oo. (2)

Odwrotnie, jezeli (2) zachodzi dla pewnego 7, 0 < 7 < 0, to
zachodzi takze (1).



Podstawowe pytanie klasycznej teorii wartosci ekstremalnych

Czy istniejg ciagi statych normujacych a, > 0 i b, € R takie, ze
M" bn jest zbiezne wedtug rozktadu do niezdegenerowanej
dystrybuanty granicznej? Jakiej postaci sg a, i by i jakie s3 mozliwe
rozktady graniczne?

Pierwsze odpowiedzi:



Podstawowe pytanie klasycznej teorii wartosci ekstremalnych

Czy istniejg ciagi statych normujacych a, > 0 i b, € R takie, ze
M" bn jest zbiezne wedtug rozktadu do niezdegenerowanej
dystrybuanty granicznej? Jakiej postaci sg a, i by i jakie s3 mozliwe
rozktady graniczne?

Pierwsze odpowiedzi:

e R.A. Fisher, L.H.C. Tippet, Limiting forms of the frequency
distribution of the largest or smallest member of a
sample,Proc. Cambridge Phil. Soc. 24(1928), 180 -190



Podstawowe pytanie klasycznej teorii wartosci ekstremalnych

Czy istniejg ciagi statych normujacych a, > 0 i b, € R takie, ze
M" bn jest zbiezne wedtug rozktadu do niezdegenerowanej
dystrybuanty granicznej? Jakiej postaci sg a, i by i jakie s3 mozliwe
rozktady graniczne?
Pierwsze odpowiedzi:
e R.A. Fisher, L.H.C. Tippet, Limiting forms of the frequency
distribution of the largest or smallest member of a
sample,Proc. Cambridge Phil. Soc. 24(1928), 180 -190

e B.V. Gnedenko, Sur la distribution limite du terme maximum
d'une série aléatoire, Ann. Math. 44 (1943), 423 -453,,
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Twierdzenie o zbieznosci typéw rozktadow

Zanim odpowiemy na zadane wczesniej pytania, wprowadzimy
definicje typu rozktadu i przedstawimy twierdzenie Khintchina

e A. Khinchin Limit laws for sums of independent random
variables (po rosyjsku), Moskwa 1938.

e Definicja typu rozkfadu. Niech X i Y beda dwiema
zmiennymi losowymi z rozktadami p i v odpowiednio.
Méwimy, ze 11 i 1 s3 tego samego typu, jezeli istniejg a > 0 i
b € R takie, ze aX + b ma taki sam rozktad jak Y.
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Twierdzenie o zbieznosci typéw rozktadow

Podamy teraz twierdzenie o zbieznosci typow rozktadéw nazywane
twierdzeniem Khintchina.

e Twierdzenie. Niech W,, bedzie ciagiem zmiennych losowych
zbieznym stabo do W, oraz dla pewnych a, > 01i b, € R,

anW, + b, = W/,

gdzie W i W’ s3 niezdegenerowane. Wtedy a, — ai b, — b
dla pewnych a > 01i b€ R.

Réwnowaznie, jezeli F,, F i F’ sa dystrybuantami, przy czym F
i F’ s niezdegenerowane, i istnieja a,, a, > 01 by, b, € R
takie, ze F, (apx + by) = F (x) i F,(ax + b)) = F'(x)
wtedy ¢ r—a> 0, (b” b") — b e R, przy czym
F'(ax + b) = F (x)

dla wszystkich x € R.
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Rozktady maksymalnie stabilne

Zdefiniujemy teraz rozktady maksymaknie stabilne i podamy ich
pewnga charakteryzacje.

o Moéwimy, ze dystrybuanta F jest maksymalnie stabilna, jezeli
istniejg state a, > 0, b, € R takie, ze dla kazdego n > 1

F" (x) = F (apx + by) .

o Twierdzenie (Rozktady maksymalnie stabilne jako stabe
granice liniowo unormowanych maksiméw).
Niezdegenerowana dystrybuanta F jest maksymalnie stabilna
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag X1, X5, ... niezaleznych o
jednakowym rozktadzie G zmiennych losowych oraz istnieja
state normujace a, > 0, b, taka, ze

Mn_ n w
P<ab§X> :Gn(anx—i‘bn)_)F(X)

( symbol 2 oznacza stabg zbieznos¢ dystrybuant, czyli w
punktach x ciagtosci dystrybuanty granicznej F), gdy n — oc.
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Ekstremalne typy

Twierdzenie o ekstremalnych typach. Kazda maksymalnie
stabilna dystrybuanta F jest ekstremalnego typu, tzn. jest takiego
samego typu jak jedna z nastepujacych dystrybuant:

e Typ |, Rozktad Gumbela
A(x) =exp{—exp(—x)}, —o0 < x < o0;
e Typ Il, Rozktad Frécheta
b, (x) =exp {—x*a} , x>0,

dla pewnego a > 0;
e Typ lll, Rozktad Weibulla

V, (x) =exp{—(—x)"}, x<0,

dla pewnego o > 0.



Uogdlniony rozktad ekstremalny

Szeroko akceptowana standardowa reprezentacja rozktadéw
ekstremalnych jest reprezentacja Jenkinsona-von Misesa postaci

Gy (x) = EVv(x):exp{—(1+fyx)_1/7} if 1+9x>0,v#0,
:exp{—efx} if xe R,y=0.

Dystrybuanta EV,, jednolicie zapisuje trzy rodzaje ekstremalnych
rozktadow.
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ekstremalnych jest reprezentacja Jenkinsona-von Misesa postaci

Gy (x) = EVv(x):exp{—(lefyx)_lM} if 1+9x>0,v#0,
:exp{—efx} if xe R,y=0.
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¢ Rozktad Gumbela,
A(x)=EVy(x) =exp{—exp(—x)}, —oo<x<o0,v=0;
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Uogdlniony rozktad ekstremalny

Szeroko akceptowana standardowa reprezentacja rozktadéw
ekstremalnych jest reprezentacja Jenkinsona-von Misesa postaci

Gy (x) = EVv(x):exp{—(l—l—fyx)_lh} if 1+9x>0,v#0,
:exp{—efx} if xe R,y=0.

Dystrybuanta EV,, jednolicie zapisuje trzy rodzaje ekstremalnych
rozktadow.

¢ Rozktad Gumbela,
A(x)=EVy(x) =exp{—exp(—x)}, —oo<x<o0,v=0;
¢ Rozktad Frécheta,
Do (x) = EVyjp (a(x—1)) =exp {—x""}, x>0,y =1/ >0;
¢ Rozkfad Weibulla,
Vo (x) =EV_1/q (@ (x +1)) = exp {— (=x)"},
x<0,y=-1/a<0.
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Estymacja rzadko wystepujacych zdarzen

Niech X bedzie zmienng losowa o dystrybuancie F oraz niech p > 0
bedzie "bardzo mate".

e ogon dystrybuanty [tail probability]

p=P(X>x,)=1-F(xp);

e wysokie kwantyle [high quantiles]

(1 — p) — kwantyl xp;

e prawe ograniczenie suportu [right endpoint]

xF =sup {x: F(x) < 1}.



Obszar przyciggania rozktadu ekstremalnego

Definicja. Méwimy, z dystrybuanta F nalezy do obszaru
przysiagania (dla maksiméw) rozktadu ekstremalnego

G, (x) = EV, (x) i piszemy F € D(EV,), gdy istnieja state
ap >0, b, € R takie, zedla n — o0

P <Ma_b < x) = F"(apx + by) % EV, (x).

Konsekwencja istnienia powyzszej granicy jest aproksymacja
wykorzystywana w zastosowaniach

P (M, < x) = F"(x) ~ EV, (X_b”).

dn



Aproksymacja uogélnionym rozktadem ekstremalnym

Zapiszmy aproksymacje dystrybuanty maksimum P (M, < x) w

postaci
_ =1/
P (M, < x) %exp{— <1+7X ”) }
ag

1+7%>0; peRo>01iveR.

gdzie

Przypadek v = 0 interpretujemy jako granice v — 0. Otrzymujemy
wtedy aproksymacje rozktadem Gumbela

P(I\/I,,gx)%exp{—exp <—X_M>}, gdzie — oo < x < oo.
o



Aproksymacja wysokich kwantyli

Wykorzystujac aproksymacje uogélnionym rozktadem
ekstremalnym, otrzymujemy

Gy(xp)zl—pixp:u—%[1—{—|n(1—p)}77}.

Parametry p i o interpretujemy jako parametry potozenia i skali,
odpowiednio.

Natomiast wartosci parametru v wyznaczaja zachowanie
asymptotyczne ogondéw dystrybuanty. Parametr ten jest nazywany
parametrem ksztattu. Mierzy on grubos$¢ prawego ogona
F(x)=1-F(x).
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Grubo$¢ ogona

Interpretacje parametru 7:

e Gumbel. Jezeli v =0, to ogon jest wyktadniczy, przy czy

xF =sup {x : F(x) < 1} jest skoriczony albo nieskoriczony.

e Fréchet. Jezeli v > 0, to ogon jest wielomianowy, gruby, przy
czym x© jest nieskonczone.
e Weibull. Jezeli v < 0, to ogon jest krétki, przy czym x© jest
skonczone.
Wyznaczenie parametru 7y teoretyczne lub statystyczne jest jednym
z najwazniejszych probleméw wspétczesnej teorii wartosci
ekstremalnych. Poswiecono mu wiele uwagi.



Charakteryzacje obszaréw przyciagania

Problem: Wyznaczanie granicznej dystrybuanty (o ile
istnieje) dla liniowo unormowanego maksimum na podstawie
znajomoc¢i dystrybuanty F?

Innaczej méwiac, pytamy sie do jakiego obszaru przyciagania
D(EV,) nalezy dystrybuanta F?

Pierwsza odpowiedzig sa tzw. dostateczne warunki von Mises’a.
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Charakteryzacje obszaréw przyciagania

Problem: Wyznaczanie granicznej dystrybuanty (o ile
istnieje) dla liniowo unormowanego maksimum na podstawie
znajomoc¢i dystrybuanty F?

Innaczej méwiac, pytamy sie do jakiego obszaru przyciagania
D(EV,) nalezy dystrybuanta F?

Pierwsza odpowiedzig sa tzw. dostateczne warunki von Mises’a.

e R. von Mises (1936), La distribution de la plus grande de n
valeurs, Reprinted in Selected Papers Volumen Il, American
Mathematical Society, Providence, R.l., 1954, str. 271-294.

e W tym fragmencie prezentacji opieram sie miedzy innymi na
rozdziale 4 pt. Extreme Value Theory: An Introductory
Overview , napisanym przez Maria Isabel Fraga Alves i Caudia
Neves monografii Extreme Events in Finance: A Handbook of
Extreme Value Theory and its Applications, edited by Francois
Longin, Wiley, October 2016.



Warunki von Mises'a

Zatézmy, ze istnieja gestos¢ f (x) = F’(x) oraz F” (x). Definiujemy

B f(x) _1—F(x)
h(X)—m and r(X)—W
Jezeli
. , _
Xll,n;Fr (X)_’%
to
F c D(EV,).
ze statymi normujacymi
by=F (1= 1) = U(n) 1 an=r(by) = ——— = U (n)
" n) toan = " nf (by) ’

gdzie

Fo(w)=inf{x:F(x)>u} iU(t)=F" <11>, te[l,o00].
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Warunki Gnedenko

Przedstawie takze pierwsze ogdlne warunki podane przez Gnedenko
(1943)

e B.V. Gnedenko, Sur la distribution limite du terme maximum
d’'une série aléatoire, Ann. Math. 44 (1943), 423 -453.

e FeD(EV,), v€R,
wtedy i tylko wtedy gdy

edlay>0:xf =0c0i limisee 11 ’;((ttx)) =x1/7 dla
wszystkich x > 0; tzn. F € RV_y.;

e Przypomnijmy, jezeli dodatnia funkcja h jest taka, ze
iMoo hh((ts) = xB, dla wszystkich x > 0, méwimy, ze h jest
regularnie zmieniajaca z indeksem 3 (w nieskonczonosci) i
piszemy h € RVj;
jezeli limg_ oo a‘_,((b()) 1,dla x > 0, wtedy a jest wolno

zmieniajaca sie, piszemy a € RVj.
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Warunki Gnedenko cd.

Nastepne warunki s3 postaci:
e Fe D(EV,), v € R, wtedy i tylko wtedy, gdy

1—F(><F—tx) — x

-1
FE prany /7 dla

edlay<0:xf <o lime)o
wszystkich x > 0;

e dlay=0:x <ooalboxf =c0i

I 1—-F(t+xg(t)
dr 1-F() °©

dla wszystkich x > 0, przy czym fth (1 - F(s))ds < oo,
natomiast g moze by¢ wybrane jako

(1= F(s))ds
1—F(t)

g(t) = = E[X —t|X>t] dlat <xF.
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Warunki de Haana

Niech U (t) = F© (1 _ %) , te[l,o00]
e FED(EV,), yER & limiso U(t);)(;)U(t) - wi_ll dla

pewnej dodatniej funkgji a(-) i x > 0.

e Dla v = 0 przyjmujemy XVW—_l = Inx.

e L. de Haan, A. Ferreira, Extreme Value Theory: An
Introduction, Springer 2006.

e L. de Haan, On Regular Variation and Its Application to the

Weak Convergence of Sample Extremes, Mathematical Centre
Tract 32, Mathematics Centre, Amsterdam 1970.
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e Zmienna losowa X ma gruby (prawy) ogon, jezeli istnieje
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wystapienia bardzo duzych wartosci s3 relatywnie duze.

e W podreczniku
Sidney I. Resnick, Heavy-Tail Phenomena. Probabilistic and
Statistical Modeling, Springer 2007.
mamy nastepujaca definicje:

e Zmienna losowa X ma gruby (prawy) ogon, jezeli istnieje
dodatni parametr o > 0 taki, ze P (X > x) cc x™%, x — 00 .

e Wykorzystujemy oznaczenie
f(x) xg(x), x = oo,

jako skrot dla
lim F)

=1.
x—00 g x)
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Ogolniejsza definicje mozna znalezé w monografii:
e S.Foss, D. Korshunov, S. Zachary, An Introduction to

Heavy-Tailed and Subexponential Distributions, Springer,
2013.

e Zmienna losowa X ma gruby (prawy) ogon, jezeli wszystkie
dodatnie wyktadnicze momenty s3 nieskoficzone,

EeX = /eCXdP (x) = o0, dla wszystkich ¢ >0,
(w przeciwnym razie X ma cienki ogon).

e Oczywiscie jezeli X ma gruby ogon w sensie Resnika, to i ma
gruby ogon w sensie Fossa. Ta druga klasa jest szersza.
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Dystrybuanta F nalezy do obszaru przyciagania rozktadu Fréchet'a,
gdy 1 — F(x) = x"%Lg (x), gdzie o = % v >0, a Lg(x) jest
funkcja wolno zmieniajaca sie w nieskoniczonosci. Zatem F ma
gruby ogon.
Niektérzy autorzy przyjmuja, ze dystrybuanta F ma gruby ogon,
gdy 0 < @ < 2.

o Jezelil < a = % < 2, to nie istnieje warto$¢ oczekiwana

E (X), a wariancja Var (X) = occ.
e Jezeli 0 < a < 1, to nie istnieje wartos¢ oczekiwana E (X).
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Dystrybuanta F nalezy do obszaru przyciagania rozktadu Fréchet'a,
gdy 1 — F(x) = x"%Lg (x), gdzie o = % v >0, a Lg(x) jest
funkcja wolno zmieniajaca sie w nieskoniczonosci. Zatem F ma
gruby ogon.
Niektérzy autorzy przyjmuja, ze dystrybuanta F ma gruby ogon,
gdy 0 < @ < 2.

o Jezelil < a = % < 2, to nie istnieje warto$¢ oczekiwana

E (X), a wariancja Var (X) = occ.
e Jezeli 0 < a < 1, to nie istnieje wartos¢ oczekiwana E (X).

e Momenty E <Xj_‘+6) , 0 > 0, s3 nieskoriczone.
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Fréchet'a:
o Pareto Pa(a): F(x)=1—-x"% x>1,a>0; EVl: y = ;

e Uogdlniony Pareto GP (o,~):
1
F(x)=1—(1++%)"7, x>0,0,7 > 0; EVI: ;

A
e Burr Burr (n,7,\): F(x)=1-— (#) , x>0,n,7,\>0;

EVI: v = %;
o Fréchet Fréchet (a): F(x) =exp(—x"%), x > 0,a > 0;
EVI: v = L;

67

e Student-t z v stopniami swobody: EVI: v = 1;

v
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e Stabilne z indeksem o < 2: EVI: vy = 1;
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e Cauchy: F(x) = % + %arctgx, x € R: EVI: v = 1;
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Dalsze przyktady:
e Stabilne z indeksem o < 2: EVI: y = L;
o Cauchy: F(x) =1+ Larctgx, x € RiEVI: y=1;
e Log-Gamma (o, \): F (x) = ;" foy (Int)*~ Lt=2A-1dt: EVI:

1T
V—X-



Obszar przyciggania rozktadu Weibulla

Nastepujace rozktady naleza do obszary przyciagania rozktadu
Weibulla EV,, (x) z v < 0:



Obszar przyciggania rozktadu Weibulla

Nastepujace rozktady naleza do obszary przyciagania rozktadu
Weibulla EV,, (x) z v < 0:

e Jednostajny U(0,1): F(x) =x, 0 <x<1:EVly=-1,



Obszar przyciggania rozktadu Weibulla

Nastepujace rozktady naleza do obszary przyciagania rozktadu
Weibulla EV,, (x) z v < 0:

e Jednostajny U(0,1): F(x) =x, 0 < x < 1: EVI: vy = —1;
- Beta Beta (a, b): F (x) = Jy rigrmu’™ (1 —v)" "o,
x<1,a,b>0; EVl: vy = 3 1




Obszar przyciggania rozktadu Weibulla

Nastepujace rozktady naleza do obszary przyciagania rozktadu
Weibulla EV,, (x) z v < 0:

e Jednostajny U(0,1): F(x) =x, 0 < x < 1: EVI: vy = —1;
- Beta Beta (a, b): F (x) = Jy rigrmu’™ (1 —v)" "o,
x<1,a,b>0; EVl: vy = 3 1

e Odwrdcony Burr Reversed Burr : (3,7, A):

3 A
F(X)zl—(w) , x <0, B,7,A>0: EVI: y = 3L,




Obszar przyciggania rozktadu Weibulla

Nastepujace rozktady naleza do obszary przyciagania rozktadu
Weibulla EV,, (x) z v < 0:

e Jednostajny U(0,1): F(x) =x, 0 < x < 1: EVI: vy = —1;
- Beta Beta (a, b): F (x) = Jy rigrmu’™ (1 —v)" "o,
x<1,a,b>0; EVl: vy = 3 1

e Odwrdcony Burr Reversed Burr : (3,7, A):
A
—_1_ B =
F(x) =1 <5+(_X),T)  x <0, 8,7, A >0 EVI: v = 3L,

e Weibull dla maksiméw: F (x) =1 —exp (—x"¢), X > 0,
a>0: EVI: y ==L,
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Nastepujace rozktady naleza do obszary przyciagania rozktadu
Gumbela EVj (x):

o Wyktadniczy EXP (1): F(x) =1 —exp(—x), x > 0;
Weibull dla miniméw: F (x) =1 — exp (—Ax"),
x>0, \,7>0;
Logistyczny: F (x) =1 —

1 :
1+exp(x)’ xeR;
Gumbel: A (x) = exp(—exp(—x)), x € R;

Normalny: ¢ (x) = \/% [ exp (—t?) dt, x € R;
Log-Normalny: zmienna losowa X ma rozkfad log-normalny,
jezeli In X jest zmienna losowa o rozktadzie normalnym;
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Dalsze przyktady:
e Gamma Gamma (o, 8): F (x) = % JE(nt)P o,
x > 0;

e Fréchet dla minimow:
Or(x)=1—Po(—x)=1—exp(—(—x)"%), x <0, a>0.
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wykorzystywana jest tzw. metoda POT [Peaks-Over-Threshold].
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W zastosowaniach teorii wartosci ekstremalnych szeroko
wykorzystywana jest tzw. metoda POT [Peaks-Over-Threshold].
Niech X bedzie zmienng losowa o dystrybuancie F.

e Warunkowy rozktad wielkosci przewyzszenia poziomu u:

Fut+y)—F(u)
1—F(u)

Fu(y)=PX—-u<y|X>u)=

e Uogdlniony rozktad Pareto:

Hny(x)zl—(l—i—'yx)_l/w, 1+yx, x>0, gdy v # 0,
=1—exp(—x), x>0, gdy v =0.
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Uogélniony rozktad Pareto mozna zdefiniowac ogélniej
wprowadzajac parametr potozenia u € R i skali 0 > 0.
Dla wartosci x > u, definiujemy

e Pickands (1975) znalazt zwigzek pomiedzy uogéInionymi
rozktadami ekstremalnymi a uogélnionymi rozktadami Pareto.

e J. Pickands, Statistical inference using extreme order statistics,
Annals of Statistics 3, (1975), 119-131.
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Uogélniony rozktad Pareto jako granica

Podamy teraz wynik Pickandsa. Niektérzy autorzy wymieniaja takze
nazwiska Balkemy i de Haana (1974).

FeD(EV,),yeR & lim sup |Fy(y)—Hy(yiou)l,

u=xF oy xF_y

gdzie 0 = o, jest parametrem skali zaleznym od poziomu u.

e 7 powyszego otrzymujemy przyblizenie:

Fu(y)=P(X—u<y|X>u)~H,(yiou),

gdzie y € [O,XF—U], gdy v>0,o0raz y € [ ,—%}, gdy
v < 0.
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Celem jest statystyczne badanie nieznanej dystrybuanty F zmiennej
losowej X.

e Mamy
Flut+y)—F(u)

Fuly) = P(X —u<y|X > u) = L),

e zatem, przyjmujac x = u +y,
1-F(x)=(1-F(u)1-Fulx—u)),

e nastepnie wykorzystujac aproksymacje
Fu(y) = H,y(y;au),

e otrzymujemy
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Podamy przyktady zastosowan

e Estymacja prawdopodobienstwa przewyzszenia
wysokiego poziomu u

]

F(x) ~F (u) <1+7X_ ”>_i.

o Estymujemy F (u) przez czestosé przekroczen % otrzymujemy

=

T

N X—u\
(x) u(l—i—’y = >
n Ou
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Uogdlniony rozktad Pareto; przyktady cd.

Dalsze przyktady zastosowan:
e Estymacja wysokiego kwantyla dystrybnuanty F;
U(%) =F<(1-p)

o) (6) -)

e Estymacja prawego kresu suportu dystrybuanty F dla
v<0



Uogélniony rozktad Pareto; estymacja parameréw

W ostatnich dekadach zaobserwowano bezprecedensowy wzrost
rozmiaréw zbioréw danych dostepnych w rozlicznych
zastosowaniach, takich, jak finanse, ubezpieczenia, nauki
komputerowe, komunikacja itp. Miedzy innymi, estymacja
parametréw uogdlnionego rozktadu Pareto przyciagata duza uwage.
Istnieje wiele metod takiej estymacji i wcigz powstaja nowe. Dla
przyktadu zwr6¢my uwage na prace:
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Uogélniony rozktad Pareto; estymacja parameréw

W ostatnich dekadach zaobserwowano bezprecedensowy wzrost
rozmiaréw zbioréw danych dostepnych w rozlicznych
zastosowaniach, takich, jak finanse, ubezpieczenia, nauki
komputerowe, komunikacja itp. Miedzy innymi, estymacja
parametréw uogdlnionego rozktadu Pareto przyciagata duza uwage.
Istnieje wiele metod takiej estymacji i wcigz powstaja nowe. Dla
przyktadu zwr6¢my uwage na prace:

e Myung Hyun Park, Joseph H.T. Kim, Estimating extreme tail
risk measures with generalized Pareto distribution,
Computational Statistics and Data Analysis, 98, (2016),
91-104.

e Autorzy znajduja estymator (7,0) oparty o nieliniowa wazona
metode najmniejszych kwadratéw, minimalizujaca sume
kwadratéw réznic pomiedzy dystrybuanty empiryczng a
teoretyczna dystrybuantg uogdlnionego rozktadu Pareto.
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Estymacja indeksu ekstremalnego ~
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~. Poswiecono temu zagadnieniu dziesiatki prac. Na przyktad, jedna
z ostatnich jest praca:

e M. lvette Gomes, Ligia Henriques-Rodrigues, Competitive
estimation of the extreme value index, Statistics and
Probability Letters, (2016), Article in Press.

e Estymatory opierajg sie o statystyki pozycyjne.
e Niech X1, X5, ..., X, bedzie préba losowa o dystrybuancie F.
Oznaczny przez
Xi:p =min {X17X27 cee 7Xn} < Xoop <o < Xt
<Xp:n = max {X17 DACT Xn}

statystyki pozycyjne w ciagu X1, Xo, ..., Xy, gdzie n > 1.
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W przypadku ~ > 0, najbardziej popularnym estymatorem indeksu
ekstremalnego v jest estymator Hilla.

e B.M. Hill, A simple general approach to inference about the
tail of a distribution, Ann. Statist. 13 (1975), 1163-1174.
e Estymator Hilla oprarty jest o

Vik = In Xn—itlin — InXp—kn, 1 <0< k<on,

e i jest geometryczng Srednia (Srednig rzedu 0) zmiennych
losowych

U'k o Xn—i+1:n

b = o rn

1<i<k<n
ank:nj - ’

e to znaczy

1
k k k
1 Xp_ix1:
~H n—i+1:n
=Y Vi=1 Znoitln )
Tk k . A " Xn—k:n
i=1

i=1
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Estymacja indeksu ekstremalnego v cd.

We wspomnianej wczesniej pracy Gomes i Henriques-Rodrigues
badane s3 estymatory indeksu ekstremalnego v oparte o Srednie
rzedu p:

e DlapeR

k H
M (K) = (iZu,i) P40,
i=1
p %
M, (k) = (H U,-k) , p=0.
i=1

e Estymatory sa postaci

AP = (1- M, (k) /p, p<1/7,

W,’j”:lnMo(k):‘y\,f’, p=0.
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e Definicja. Statystyka pozycyjna Xi.n, k =1,2,...,n,
nazywamy zmienna losowa bedaca funkcja wektora losowego
(X1, X2, ..., Xn) okreslong w nastepujacy sposéb: Dla kazdego
zdarzenia elementarnego w ciag realizacji
X1 (w) = x1, X2 (W) = x2,..., Xp (w) = xp porzadkujemy
wzrastajaco i otrzymujemy z3 < zp < --- < z,. W tym ciggu
zy Jest realizacja zmiennej losowej Xi.n, tzn. Xi.p (w) = zk.

e Definicja. Zmienna losowa X,,_xt1.,, gdzie k jest ustalona
liczba naturalng, k =1,2,...,n, nazywamy k-ta estremalna
statystyka pozycyjna.

e Oczywiscie, X,.p, = max (X1, Xz, ..., Xy),

Xi:n = min (X1, X2, ..., Xn).
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k-te ekstremalne statystyki pozycyjne cd.

Niech teraz cigg zmiennych losowych Xi, Xo, ..., X, bedzie ciagiem
niezaleznych zmiennych losowych o jednakowe] dystrybuancie F.

e Dla dowolnego x € R, zdefiniujmy zdarzenia
Ei(x)={Xi>x}, i=1,2,...,n,
i oznaczny indykatory tych zdarzen przez

IE,‘(X)7 = 1,2,...,”.

e Oznaczmy takze

In(x) =I5 x)-
i—1

e Oczywiscie zmienna losowa I, (x) ma rozktad dwumianowy z
parametrami

n, p(x)=1-F(x).
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Rozktad k-tej ekstremalnej statystyki pozycyjne;

Zauwazmy, ze

{ank+1:n < X} = {In (X) < k}-
e Zatem dystrybuanta k-tej ekstremalnej statystyki pozycyjnej
Xn—k+1:n jeSt postaci

ank+1:n (X) = P(ank+1:n < X) - 'D(/n (X) < k)a

e stad

x
fuy

Fakenn () = 3 (1) (L= FLOY P (0.

r

Il
)

e a takze

F - n Aok k-1
n—k+1n(X)=(n—k+1) K1 u" (1 — )" du.
- 0
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Zbieznos¢ P { X, k+1:n < up}

Zbadamy asymptotyke P {X,_x+1.n < upn}, gdy n — oo, gdzie u,
jest pewnym ciggiem liczb rzeczywistych.
e W monografii: M.R. Leadbetter, Georg Lindgren, Holger
Rootzén, Extremes and related properties of random sequences
and processes, Springer, New York 1983,
mozna znalez¢ nastepujace twierdzenia:



Zbieznos¢ P {X,_k+1:n < up} cd.

Twierdzenie. Niech X, bedzie i.i.d. ciggiem. Niech 0 <7 < 0 i
zaktadamy, ze u, jest ciagiem liczb rzeczywistych takim, ze

n(l—F(uy)— 7, gdy n— oo (3)
wtedy, dla k =10,1,2,...,

k s

P{Sngk}ﬁe_TZZ—l, gdy n — oo. (4)
s=0

(prawa strona w powyzszej granicy réwna sie zero, gdy 7 = 00),
gdzie
Sn=1In(up).

Odwrotnie, jezeli (4) zachodzi dla pewnego ustalonego k, to
zachodzi takze (3) (i (4) stad zachodzi dla wszystkich k).



Asymptotyczny rozktad k-tej ekstremalnej statystyki

pozycyjnej

Twierdzenie. Niech X, bedzie i.i.d. ciagiem. Jezeli u, jest ciagiem
liczb rzeczywistych takim, ze dla pewnego 7, 0 < 7 < o0,

n(l—F(up))— 71, gdy n = o0 (5)
wtedy, dla k=1,2,...,

k )
_ T

P{Xpn—k+1 < up}t — e 7 E o gdy n — o0. (6)
s=0 '

Odwrotnie, jezeli (6) zachodzi dla pewnego ustalonego k, to
zachodzi takze (5) oraz (6) dla wszystkich k.



Asymptotyczny rozktad k-tej ekstremalnej statystyki

pozycyjnej cd.

Twierdzenie. Zatézmy, ze
P{a, (M, —b,) < x} = G (x)
dla pewnej niezdegenerowanej (a zatem ekstremalnej) dystrybuanty

G. Wtedy, dla kazdego k =1,2,...,

)

k S
P {an (Xo—kr1in — bn) <x3 % G ()Y (—'Ogj(x))

gdzie G (x) > 0 (i zero, gdzie G (x) = 0).



Asymptotyczny rozktad k-tej ekstremalnej statystyki

pozycyjnej cd.

Odwrotnie, jezeli dla pewnego ustalonego k,
P {a" (ankJrl:n - bn) < X} ﬂ) H(X)

dla pewnej niezdegenerowanej dystrybuanty H, to H (x) musi by¢
postaci

k s
G (X) Z (_ |ogs|G (X)) ’
s=0 ’
gdzie
P{an(Mp— by) < x} X6 (x)

zachodzi z tymi samymi G, a,,, b,. Zatem

k S
P{an (Xo—k+1:n — bn) < x} 5 G (x) D (—|ogsC|v’(X))’
s=0 '

dla wszystkich k.



Uktad prezentacji

@ Teoria wartosci rekordowych. Ciag niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozktadzie.
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Niech Xi, Xo, ... bedzie ciagiem zmiennych losowych. Oznaczmy
przez

Xi.p = min {X17X27 cee 7Xn} < Xopn <o < Xp1in
<Xp.p = mMax {le X2, .. 7Xn}
statystyki pozycyjne w ciaggu X1, Xa, ..., Xy, gdzie n > 1. Niech

k > 1 bedzie ustalona liczbg naturalna.
Podamy definicje k-tej statystyki (wartosci) rekordowe;.

e W. Dziubdziela, B. Kopocinski, Limiting properties of the k-th
record values, Zastosowania Matematyki 15 (1976) , 187-190.

e Rozwazmy ciag wektoréw losowych

Xn—k—i—l:n = (Xn—k+1:n> Xn—k+2:na cee 7Xn:n) , N > k.
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In 1976, Dziubdziela and Kopocifiski wprowadzili k-te czasy
rekordowe L (1, k),n > k, jako kolejne momenty, w ktérych ciag
{Xn—k+1:n} zmienia wartosci. Niech L (1, k) = k . Oczywiscie,
mamy
[ ]
Lin+1,k)=min{j > L(n k) : X; > Xi_k:j_1},
gdzie n > 1.
o k-te wartosci rekordowe (k-te statystyki rekordowe, k-rekordy)
sa zdefiniowane przez

X (n, k) = X(n o) —k+1:L(nk)> N =1,

gdzie k > 1 jest statg liczba naturalna.

o W przypadku k = 1, otrzymujemy dobrze znane czasy
rekordowe i rekordy.
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Przyktadowa literatura:
e M. Ahsanullah, V. B. Nevzorov, Records via Probability
Theory, Atlantis Press, Amsterdam 2015.
e B. C. Arnold, N. Balakrishnan, H. N. Nagaraja, Records,
Wiley, New York 1998.
e V. B. Nevzorov, Records: Mathematical Theory, Transl. Math.
Monographs 194, Amer. Math. Soc., Providence RI, 2001.
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Definicja k-tych statystyk rekordowych, inne spojrzenie

Mozemy spojrze¢ na definicje k-tych wartosci rekordowych w inny
sposéb.

e Rozwazmy niemalejacy ciag k-tych statystyk pozycyjnych
—00 < Xl:k < X2:k+1 <...< Xn—k:n—l < Xn—k+1:n <....

Usuwajac elementy powtarzajace sie w tym ciagu, otrzymujemy
$cisle rosnacy ciag kolejnych k-tych wartosci rekordowych

—00 < Xiik < Xp(2,0)—k+1:L(2,k) < XL(B,k)—k+1:L(3k) < " -
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definicja

W pracy Dziubdziela and Kopocifski (1976) rozwazano ciag
X1, Xa, ... niezaleznych zmiennych losowych z jednakows ciaggta
dystrybuanta. Z zatozenia ciagtosci wynika, ze definicja k-tych
czaséw rekordowych i k-tych rekordowych wartosci moze by¢
zapisana w postaci



Definicja k-tych statystyk rekordowych, réwnowazna

definicja

W pracy Dziubdziela and Kopocifski (1976) rozwazano ciag
X1, Xa, ... niezaleznych zmiennych losowych z jednakows ciaggta
dystrybuanta. Z zatozenia ciagtosci wynika, ze definicja k-tych
czaséw rekordowych i k-tych rekordowych wartosci moze by¢
zapisana w postaci

Z(la k) =1,

~

L(n+1,k) = min {j > L(nK) : Xy 2imyins < Xtk 1)

n>1, oraz

X (n, k) = X-

L(n,k):L(nk)+k—1> 1 > 1.



Definicja k-tych statystyk rekordowych, rozktad dyskretny

W roku 2005 Dembicka and Lépez-Blazquez zauwazyli, ze w
przypadku dyskretnych rozktadéw powyzsze definicje k-tych czaséw
rekordowych i k-tych rekordowych wartosci nie sa réwnowazne.
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Definicja k-tych statystyk rekordowych, rozktad dyskretny

W roku 2005 Dembicka and Lépez-Blazquez zauwazyli, ze w
przypadku dyskretnych rozktadéw powyzsze definicje k-tych czaséw
rekordowych i k-tych rekordowych wartosci nie sa réwnowazne.

e A. Dembinska, F. Lépez-Blazquez, k-th records from discrete
distributions, Statistics and Probability Letters 71 (2005),
203-214.

Podali oni nastepujacy przyktad:

e Przyktad. Niech ciag X1, Xo, ... ma realizacje
0,1,1,1,0,4,0,3,.... Wtedy

(L(n,2),n>1} =1{2,3,6,8,...}

{Z(n,z),nz 1} —{1,2,7,...}.
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cd.

Zatem
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cd.

{XL(n,2)—2+1:L(n,2)7 nz 1} ={0,1,1,3,...}
{XZ(n,2):/L\(n,2)+271’ n= 1} ={0,1,3,...}

e Wynika stad, ze zbiory o 2-gich rekordéw nie sa réwne.
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Definicja k-tych statystyk rekordowych, rangi

Konczac fragment o definicjach, przedstawimy definicje opierajaca
sie 0 pojecie rangi.
e Sekwencyjna ranga [, to ranga X, wéréd X1, Xa, ..., X,, tzn.

Xn = Xl,,:m nz= 1
albo

n
In = ZI{XISXH]” n Z 17
i=1

gdzie 14 oznacza indykator zdarzenia losowego A.

e Teraz, definiujemy k-te czasy rekordowe przez
L(1,k) =k,

Lin+1,k)=min{j>L(nk):n—k+1</<n}, n>1.



Reprezentacja k-tych statystyk rekordowych

Poprzednio oznaczaliSmy przez X (n, k) k-te statystyki rekordowe w
ciagu X1, Xo, ... niezaleznych zmiennych losowych o jednakowe;
ciagtej dystrybuancie F.
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Poprzednio oznaczaliSmy przez X (n, k) k-te statystyki rekordowe w
ciagu X1, Xo, ... niezaleznych zmiennych losowych o jednakowe;
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Reprezentacja k-tych statystyk rekordowych

Poprzednio oznaczaliSmy przez X (n, k) k-te statystyki rekordowe w
ciagu X1, Xo, ... niezaleznych zmiennych losowych o jednakowe;
ciagtej dystrybuancie F.

o W szczegblnym przypadku, przez Z (n, k) oznaczyny k-te
statystyki rekordowe w ciggu 21, 25, . .. niezaleznych
zmiennych losowych o jednakowe] standardowej wyktadnicze;
dystrybuancie

F(x)=0, x <0,
F(x)=1—-¢e, x>0.

e Dla dowolnej dystrybuanty F przez F< oznaczamy funkcje
odwrotng

Fo(s)=inf{x:F(x)>s}, 0<s<1l.
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Prawdziwa jest nastepujaca reprezentacja:
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Reprezentacja k-tych statystyk rekordowych cd.

Prawdziwa jest nastepujaca reprezentacja:

¢ Reprezentacja 1. Dla dowolnego n = 1,2, ... i dowolnego
k=1,2,...
d
(X (L, k),...,X(n,k)=(H(Z(1,k)),...,H(Z(n,k))),

gdzie H(x) = F* (1 — exp (—x)).

o W szczegblnym przypadku dla pierwszych rekordéw, mamy
Reprezentacja 1a. Dla dowolnego n =1,2,... i dowolnego
k=1,2,...

(X(1,1),....X (n,1)) & (H(Z(1,1)),...,H(Z(n,1))).
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Nastepnie
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Nastepnie

e Z wynikéw Tata (1969)
M.N. Tata, On outstanding values in a sequence of random
variables, Z. Wahrsch. verw. Gebiete, Ser. B 12 (1969),9-20.
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Reprezentacja Tata i jej uogdlnienia

Nastepnie

e Z wynikéw Tata (1969)
M.N. Tata, On outstanding values in a sequence of random
variables, Z. Wahrsch. verw. Gebiete, Ser. B 12 (1969),9-20.

e Otrzymujemy, ze zmienne losowe
Z(171)72(211)_Z(171)7Z(3¢1)_2(271)7"-

s3 niezalezne i majg standardowy rozktad wyktadniczy.

e Twierdzenie. Mamy
d
XD} ={H i+ F+wn)lny
gdzie H (x) = F© (1 —exp(—x)) i w1,wy, ... jest ciagiem

niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
standardowym rozktadzie wyktadniczym.
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Dziubdziela i Kopocihski (1976) otrzymali nastepujace uogélnienie
reprezentacji Tata:
e Twierdzenie. Niech 73, 75, ... beda niezaleznymi zmiennymi
o jednakowym standardowym rozktadzie wyktadniczym i niech
Z(n,k),n=1,2,..., beda odpowiadajacymi mu k-tymi
wartosciami rekordowymi. Wtedy dla k =1,2,...

I

(Z(nigye, 2 {2t

gdzie wy,wy, ... jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowym standardowym rozktadzie wyktadniczym.

n=1
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Z omdéwionego uogdlnienia otrzymujemy twierdzenia:
e Twierdzenie. Dla k=1,2,...

(X (n, k), 2 {H (°J1+k+w>}°° ,

n=1



Reprezentacja Tata i jej uogdlnienia cd.

Z omdéwionego uogdlnienia otrzymujemy twierdzenia:
e Twierdzenie. Dla k=1,2,...

(X (n, k), 2 {H (°J1+k+w>}°° ,

n=1

o Twierdzenie. Ciag X (1, k), X (2,k),... jest tancuchem
Markowa idla k > 1,n>1oraz x > u

k
P{X(n+1,k)>x|X(nk)=u} = (1:}58) .
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Rozwazmy dwa ciagi niezaleznych o jednakowym rozktadzie
zmiennych losowych:



Rekordy a k-te rekordy

Rozwazmy dwa ciagi niezaleznych o jednakowym rozktadzie
zmiennych losowych:
e Xi,Xp,...zciggta dystrybuanta F
i



Rekordy a k-te rekordy

Rozwazmy dwa ciagi niezaleznych o jednakowym rozktadzie
zmiennych losowych:

e Xi,Xp,...zciggta dystrybuanta F
i

Y1:min{Xl,...,Xk},Yz:min{Xk_,_l,...,XZk},....



Rekordy a k-te rekordy

Rozwazmy dwa ciagi niezaleznych o jednakowym rozktadzie
zmiennych losowych:

e Xi,Xp,...zciggta dystrybuanta F
i

Y1:min{Xl,...,Xk},Yz:min{Xk_,_l,...,XZk},....

o z dystrybuantg

G(x)=1—(1—F(x)).



Rekordy a k-te rekordy

Rozwazmy dwa ciagi niezaleznych o jednakowym rozktadzie
zmiennych losowych:

e Xi,Xp,...zciggta dystrybuanta F
i

Y1:min{Xl,...,Xk},Yz:min{Xk_,_l,...,XZk},....

o z dystrybuantg

G(x)=1—(1—F(x)).

e Niech Y (n,1) oznaczaja wartosci rekordowe w ciagu
Y1, Ya,. ...
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Prawdziwe jest twierdzenie
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Dystrybuanta k-tego rekordu

Prawdziwe jest twierdzenie

e Twierdzenie. Dla dowolnego k=12, ...,

(X (nk)¥ee, LY (n 1)1,

e Wiadomo, ze wartos¢ rekordowa X (n,1) ma dystrybuante

1 —log(1—F(x)) b1y
P{X(n,l)gx}:(n_l)l/o u e Ydu.

e Podstawiajac za F dystrybuante 1 — (1 — F (x))k otrzymujemy
dystrybuante k-tej wartosci rekordowej

1 —klog(1—F(x))
P{X(n, k) S X} = (n—l)l/(; Un_le_udu.



Asymptotyczne rozktady k-tych rekordéw

Rozktady asymptotyczne k-tych rekordéw zostaty w przypadku
k =1 otrzymane prrzez S.I. Resnicka w 1973 r, a w 1976 r. W.
Dziubdziela i B. Kopocinski rozszerzyli ten wynik na dowone
k=1,2,....
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Rozktady asymptotyczne k-tych rekordéw zostaty w przypadku
k =1 otrzymane prrzez S.I. Resnicka w 1973 r, a w 1976 r. W.
Dziubdziela i B. Kopocinski rozszerzyli ten wynik na dowone
k=1,2,....
e Sidney | Resnick, Limit Laws for Record Values, Stochastic
Processes and their Applications, 1 (1973), 67-82.



Asymptotyczne rozktady k-tych rekordéw

Rozktady asymptotyczne k-tych rekordéw zostaty w przypadku
k =1 otrzymane prrzez S.I. Resnicka w 1973 r, a w 1976 r. W.
Dziubdziela i B. Kopocinski rozszerzyli ten wynik na dowone
k=1,2,....
e Sidney | Resnick, Limit Laws for Record Values, Stochastic
Processes and their Applications, 1 (1973), 67-82.

e Wiestaw Dziubdziela, Bolestaw Kopocinski, Limiting properties
of the k-th record values, Zastosowania Matematyki 15
(1976) , 187-190.



Asymptotyczne rozktady k-tych rekordéw cd.

Niech 71, Z>, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym standardowym rozktadzie wyktadniczym. Dla
dowolnego ustalonego k = 1,2, ..., rozwazmy ciag k-tych wartosci
rekordowych zwiazanych z tym ciagiem

Z(1,k),Z(2,K),....
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Asymptotyczne rozktady k-tych rekordéw cd.

Niech 71, Z>, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym standardowym rozktadzie wyktadniczym. Dla
dowolnego ustalonego k = 1,2, ..., rozwazmy ciag k-tych wartosci
rekordowych zwiazanych z tym ciagiem

Z(1,k),Z(2,K),....

e Pamietamy, ze

gmxm;g{m+;+w}w

e Zatem, dla kazdego n=1,2,...

Z(mk)Le ++ ¢,

gdzie £1,&>, . .. sg niezaleznymi zmiennymi o jednakowym
rozktadzie wyktadniczym.
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Asymptotyczne rozktady k-tych rekordéw cd.

Poniewaz

1 1
—, Varé, = —

B = % K2’

n=12...,

e wiec, z Centralnego Twierdzenia Granicznego zastosowanego
do sumy & + - - + &, otrzymujemy

Z(nk)—" .
P{(nnl/zkgx}—ﬂb(x), gdy n — oo,
3

gdzie ® jest dystrybuantg standardowego rozktadu
normalnego.
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W szczegdlnym przypadku k = 1, otrzymujemy

P{Z(n,l)—n

nl/2

Sx}ﬂﬂb(x), gdy n — oo,



Asymptotyczne rozktady k-tych rekordéw cd.

W szczegdlnym przypadku k = 1, otrzymujemy

Z(n,1)—n w
P{ (nl/)z SX}—”"(X),gdyn—>oo,
e zatem
1 vnx+n w
P{Z(n,l)SﬁX—i-n}:(n 1)|/ u"temldu % o (x).
—1)!



Asymptotyczne rozktady k-tych rekordéw cd.

W szczegdlnym przypadku k = 1, otrzymujemy

Z 1 - w
P{(n’)ngx}—ﬂb(x), gdy n — oo,

nl/2
e zatem
1 vnx+n w
P{Z(n,1) < Vnx+n} = / u"teTldu % o (x).
(n—1)!Jo
e bo

Z(n1)=wi+-+w,

ma rozktad gamma z parametrem n.
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WprowadZmy przeksztatcenie

R (x) = —kIn (1 — F (x)).

o Wtedy

P {R(k) (X (n, k) < x} — P{Z(n,1) < x}



Asymptotyczne rozktady k-tych rekordéw cd.

WprowadZmy przeksztatcenie

R (x) = —kIn (1 — F (x)).

o Wtedy

P {R(k) (X (n, k) < x} — P{Z(n,1) < x}

P {R(k) (X (n, k)) < X} = _1 0 /OX u"temudu.
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Zatem
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Zatem

P{R(k) (X (n, k) < v/nx + n} X (x) .



Asymptotyczne rozktady k-tych rekordéw cd.

Zatem

P{R(k) (X (n, k) < v/nx + n} X (x) .

e Sformutujemy to co powiedzielismy jako twierdzenie:
Twierdzenie. Aby istniat ciagi normujace a, > 01i b, € R
oraz niezdegenerowana dystrybuanta W taka, ze

P{Z(n k) < apx + by} = W (x)

potrzeba i wystarcza, by istniata niemalejaca funkcja g (x)
(by¢ moze przyjmujaca wartosci nieskofczone) z wiecej niz
jednym punktem wzrostu taka, ze

. RW(apx+by)—n
fim, B0

w punktach ciggtosci g (x).
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Ponadto
V(x)=®(g(x)),

gdzie ® (x) jest dystrybuanta standardowego rozktadu
normalnego.
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V(x) = (g(x),

gdzie ® (x) jest dystrybuanta standardowego rozktadu
normalnego.

e Pokazuje sig, ze funkcja g (x) ma postac
g(x)=-2In(=InG(x)),

gdzie G (x) jest dystrybuanta rozktadu ekstremalnego.



Asymptotyczne rozktady k-tych rekordéw cd.

Ponadto

[ ]
V(x)=®(g(x),
gdzie ® (x) jest dystrybuanta standardowego rozktadu
normalnego.

e Pokazuje sig, ze funkcja g (x) ma postac
g(x)=-2In(=InG(x)),

gdzie G (x) jest dystrybuanta rozktadu ekstremalnego.

e Wykorzystujemy prace:
Sidney | Resnick, Limit Laws for Record Values, Stochastic
Processes and their Applications, 1 (1973), 67-82.
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OznaczyliSmy poprzednio (dla k =1,2,...)

R (x) = —kIn (1 — F (x)).
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F(x)=1- %exp (—R(k) (X)) .



Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw

OznaczyliSmy poprzednio (dla k =1,2,...)

[ ]
R (x) = —kIn (1 — F (x)).
e Dystrybuante F mozna zapisa¢ jako

F(x) = 1—1exp( RU (x))

e Wiazemy z nig tzw. dystrybuante stowarzyszona

H(x) =1 7 exp (_ R() (X)> .
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) - R(K (anx + by) — n
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e Otrzymujemy
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Jim, NG =& ()

w punktach ciagtosci g.



Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw cd.

We nastepnym wzorze parametr dyskretny n zastepujemy
parametrem ciagtym s

R¥) (apx + by) — n

jim PO — g ),
e Otrzymujemy
. RM) (agx + bs) — s
sll)ngo \/g - g (X)

w punktach ciagtosci g.
e Stad, dla x takich, ze |g (x)| < oo,

(k) _
lim RT (asx +bs) —

5—00 s

=0.
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Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw cd.

Stad

(k)
i 7 (asx + bs)

S—00 s

=1

e Zauwazmy, ze
R(k) (BSX—I— bs) —s

= _
( R() (asx + bs) — ﬁ) \/Wxgbsﬂ Vs

(k)
[im /V/F?(ék)f+_tk) -1

S—00 s




Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw cd.

Stad

(k)
lim R (ax + bs)

S—00 S

=1

e Zauwazmy, ze
R (agx + bs) — s

= _
( R() (asx + bs) — ﬁ) \/Wxgbsﬂ Vs

(k)
i \/R(aHb) .

S—00 )

e Ostatecznie

lim R(k) (asX+bs)_\/§: %g(X)

S$—00
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im exp [/3] exp [_\ JRU (agx + bs)} — exp Hg (X)] |
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Z poprzedniego otrzymujemy

. 1
s'i[';o exp [v/s] exp [_ \/ R (asx + bS)} = exp [—Qg (X)] :
e Podstawiajac y = exp [ﬁ] mamy

i (3 #1(s(029) x5 5()) o[-t



Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw cd.

Z poprzedniego otrzymujemy

s'i[';o exp [v/s] exp [_ \/ R (asx + bS)} = exp [—;g (X)] :
e Podstawiajac y = exp [ﬁ] mamy
yImey (1 —H (a <|n2 y) x+b (ln2 y))) = exp [—;g (x)} ,

e Zatem H(x) nalezy do obszaru przyciggania rozktadu
ekstremalnego i

exp [— g(x)} =—InG(x),

gdzie G (x) jest ekstremalna dystrybuanta.



Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw cd.

Graniczne rozktady k-tych rekordowych statystyk nalezg do jednego
z trzech typow rozktadéw:
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Vi (x) =P (x), —00 < x < 00,



Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw cd.

Graniczne rozktady k-tych rekordowych statystyk nalezg do jednego
z trzech typow rozktadéw:

Vi (x) =P (x), —00 < x < 00,

\UQ’Q (X) = 0, X S 0,
Voo (x) =P (Inx*), x>0, >0,



Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw cd.

Graniczne rozktady k-tych rekordowych statystyk nalezg do jednego
z trzech typow rozktadéw:

Vi (x) =P (x), —00 < x < 00,

\UQ’Q (X) = 0, X S 0,
Voo (x) =P (Inx*), x>0, >0,

V3o (x) =@ (In(—x)"%), x <0,a >0,
W37a (X) =1, x>0.



Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw. Przyktad

Rozktad wyktadniczy



Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw

Rozktad wyktadniczy

°
F(x)=0, x <0,
F(xX)=1—e ™, x>0,A>0

nalezy do obszaru przyciaggania rozktadu Gumbela

. Przyktad



Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw. Przyktad

Rozktad wyktadniczy

°
F(x)=0, x <0,
F(xX)=1—e ™, x>0,A>0

nalezy do obszaru przyciaggania rozktadu Gumbela

A(x)=exp{—exp(—x)}, —00 < x < 0.



Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw. Przyktad

Rozktad wyktadniczy

°
F(x)=0, x <0,
F(xX)=1—e ™, x>0,A>0

nalezy do obszaru przyciaggania rozktadu Gumbela

A(x)=exp{—exp(—x)}, —00 < x < 0.

e Mamy bowiem

1 1 7X
n<1—F(>\X—i—)\|nn>>—e , x> —Inn,



Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw. Przyktad

Rozktad wyktadniczy

°
F(x)=0, x <0,
F(xX)=1—e ™, x>0,A>0

nalezy do obszaru przyciaggania rozktadu Gumbela

A(x)=exp{—exp(—x)}, —00 < x < 0.

e Mamy bowiem

1 1 7X
n<1—F(>\X—i—)\|nn>>—e , x> —Inn,
e a stad

1 1
lim n<1—F<x+|nn>> =e X, —00 < x < o0.
n—00 A A



Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw. Przyktad

W tym przypadku, dla k =1,2,...,



Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw. Przyktad

W tym przypadku, dla k =1,2,...,
[ ]

R (x) = —kIn (e*)‘x) = kAx



Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw. Przyktad

W tym przypadku, dla k =1,2,...,
[ ]

R (x) = —kIn (e*)‘x) = kAx




Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw. Przyktad

W tym przypadku, dla k =1,2,...,

RO (Fx+5)
g(x)= n||_>mo0 NG = X.

e Ostatecznie

lim P{X(n,k)<ﬁx+}—¢(x).

n—oo



Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw. Twierdzenie

Twierdzenie (Duality Theorem). Niech F (x) =1 — exp [ R (x)]
bedzie ciagta dystrybuantg i H(¥) (x) =1 — exp [— R() (X)}
gdzie R( (x) = kR (x).
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Twierdzenie (Duality Theorem). Niech F (x) =1 — exp [ R (x)]
bedzie ciagta dystrybuantg i H(¥) (x) =1 — exp [— R() (X)}
gdzie R( (x) = kR (x).

o R() (x) nalezy od obszaru przyciagania rozktadu W; wtedy i

tylko wtedy, gdy H) (x) nalezy do obszaru przyciagania
rozktadu Gumbela A,
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Twierdzenie (Duality Theorem). Niech F (x) =1 — exp [ R (x)]
bedzie ciagta dystrybuantg i H(¥) (x) =1 — exp [— R() (X)}
gdzie R( (x) = kR (x).

o R() (x) nalezy od obszaru przyciagania rozktadu W; wtedy i

tylko wtedy, gdy H) (x) nalezy do obszaru przyciagania
rozktadu Gumbela A,

e przy czym state normujace s3 postaci

an=[RO]" (n+v) = [RO]" (n), by = [RW]" (n).



Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw. Twierdzenie

Twierdzenie (Duality Theorem). Niech F (x) =1 — exp [ R (x)]
bedzie ciagta dystrybuantg i H(¥) (x) =1 — exp [— R() (X)}
gdzie R( (x) = kR (x).

o R() (x) nalezy od obszaru przyciagania rozktadu W; wtedy i

tylko wtedy, gdy H) (x) nalezy do obszaru przyciagania
rozktadu Gumbela A,

e przy czym state normujace s3 postaci

an=[RO]" (n+v) = [RO]" (n), by = [RW]" (n).

e W rozwazanym wczes$niej przyktadzie:

() _ _ n++/n no_ Vn N
R () = kdx, an KA KN kA K\
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Twierdzenie (Duality Theorem).
e R() (x) nalezy od obszaru przyciagania rozktadu VY, o wtedy i
tylko wtedy, gdy H¥) (x) nalezy do obszaru przyciagania
rozktadu Frécheta CD%,
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Twierdzenie (Duality Theorem).

e R() (x) nalezy od obszaru przyciagania rozktadu VY, o wtedy i
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e przy czym state normujace s3 postaci

ap = [R(k)}e (n), b, =0.



Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw. Twierdzenie cd.

Twierdzenie (Duality Theorem).

e R() (x) nalezy od obszaru przyciagania rozktadu VY, o wtedy i
tylko wtedy, gdy H¥) (x) nalezy do obszaru przyciagania
rozktadu Frécheta CD%,

e przy czym state normujace s3 postaci

ap = [R(k)}e (n), b, =0.

o R (x) nalezy od obszaru przyciagania rozktadu Vs, wtedy i
tylko wtedy, gdy HK) (x) nalezy do obszaru przyciagania
rozktadu Weibulla \U%,



Obszary przyciggania dla k-tych rekordéw. Twierdzenie cd.

Twierdzenie (Duality Theorem).

e R() (x) nalezy od obszaru przyciagania rozktadu VY, o wtedy i
tylko wtedy, gdy H¥) (x) nalezy do obszaru przyciagania
rozktadu Frécheta CD%,

e przy czym state normujace s3 postaci

ap = [R(k)}e (n), b, =0.

o R (x) nalezy od obszaru przyciagania rozktadu Vs, wtedy i
tylko wtedy, gdy HK) (x) nalezy do obszaru przyciagania
rozktadu Weibulla \U%,

e przy czym state normujace s postaci
<—
an=x — [R(k)} (n), by = xF,

gdzie xF jest skoficzone.



Uktad prezentac;i

© Badania statystyczne w oparciu o wartosci rekordowe



Rozktad taczny k-tych wartosci rekordowch

Niech Xi, Xz, ... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowej ciggtej dystrybuancie F i gestosci f. Dla k=1,2,.. .,
niech

X (1,k), X (2,k), -, X (n,k)

beda n pierwszymi k-tymi wartosciami rekordowymi w ciggu
X1, Xa, ...



Rozktad taczny k-tych wartosci rekordowch

Niech Xi, Xz, ... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowej ciggtej dystrybuancie F i gestosci f. Dla k=1,2,.. .,
niech

X (1,k), X (2,k), -, X (n,k)
beda n pierwszymi k-tymi wartosciami rekordowymi w ciggu
Xy, Xo,. ...

e Interesujg nas metody statystyczne pozwalajace, na podstawie
znajomosci tych wartosci rekordowych, przeprowadzac
wnioskowania statystyczne dotyczace dytstrybuanty F.

W tym celu potrzebne beda rozktady taczne wartosci
rekordowych.



Rozktad taczny k-tych wartosci rekordowch

Niech Xi, Xz, ... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowej ciggtej dystrybuancie F i gestosci f. Dla k=1,2,.. .,
niech

X (1,k), X (2,k), -, X (n,k)

beda n pierwszymi k-tymi wartosciami rekordowymi w ciggu
Xy, Xo,. ...

e Interesujg nas metody statystyczne pozwalajace, na podstawie
znajomosci tych wartosci rekordowych, przeprowadzac
wnioskowania statystyczne dotyczace dytstrybuanty F.

W tym celu potrzebne beda rozktady taczne wartosci
rekordowych.

o W pracy
W. Dziubdziela, B. Kopocinski, Limiting properties of the k-th
record values, Zastosowania Matematyki 15 (1976) , 187-190.
znaleziono rozktad k-tej wartosci rekordowej:



Rozktad taczny k-tych wartosci rekordowch cd.

Gestos¢ rozktadu k-tej wartosci rekordowej X (n, k):



Rozktad taczny k-tych wartosci rekordowch cd.

Gestos¢ rozktadu k-tej wartosci rekordowej X (n, k):

o () = (’11), H O (1= F )< F ().

gdzie
H(x)=—=In(1-F(x)).



Rozktad taczny k-tych wartosci rekordowch cd.

Gestos¢ rozktadu k-tej wartosci rekordowej X (n, k):

kn

fx(nk) (X) = =1 [HE" (L= F O F(x),
dzie
: H(x)=—=In(1-F(x)).
o W pracy

Z. Grudzien, Charakterystyka rozktadéw w terminach statystyk
rekordowych oraz rozktady i momenty statystyk porzadkowych
i rekordowych z préb o losowej liczebnosci, Praca doktorska,
UMCS Lublin (1982).

znaleziono taczny rozktad dwéch k-tych wartosci rekordowych:



Rozktad taczny k-tych wartosci rekordowch cd.

Gestos¢ taczna k-tej wartosci rekordowej X (m, k) i k-tej wartosci
rekordowej X (n, k), 1<m<n,n=1,2,...



Rozktad taczny k-tych wartosci rekordowch cd.

Gestos¢ taczna k-tej wartosci rekordowej X (m, k) i k-tej wartosci
rekordowej X (n, k), 1<m<n,n=1,2,...
[ ]
fx(m.).X(nk) (X:¥) =
kn
(m—=D(h—m-=1)

xh(x)[(1 = F O F(y), x<v,

! [H (y) _ H(X)]nfmfl [H (X)]mfl %

gdzie
h(x)=H'(x).



Rozktad taczny k-tych wartosci rekordowch cd.

Gestos¢ taczna k-tej wartosci rekordowej X (m, k) i k-tej wartosci
rekordowej X (n, k), 1<m<n,n=1,2,...
[ ]
fx(m.).X(nk) (X:¥) =
kn
(m—=D(h—m-=1)

xh(x)[(1 = F O F(y), x<v,

! [H (y) _ H(X)]nfmfl [H (X)]mfl %

gdzie
h(x)=H'(x).

e W pracy
U. Kamps, A concept of generalized order statistics, Journal of
Statistical Planning and Inference 48 (1995) , 1-23.
znaleziono taczny rozktad n k-tych wartosci rekordowych:



Rozktad taczny k-tych wartosci rekordowch cd.

Gestos¢ taczna pierwszych n k-tych wartosci rekordowych:



Rozktad taczny k-tych wartosci rekordowch cd.

Gestos¢ taczna pierwszych n k-tych wartosci rekordowych:

X (1,K), X (2,K), X (n k) (V15 Y2, -3 Yn) =

n—1 )
Ly 0 Fom) ™ F o,

n<y<---<yn
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X (1,K), X (2,K), X (n k) (V15 Y2, -3 Yn) =

n—1 )
Ly 0 Fom) ™ F o,

n<y<---<yn

e Powyzsza gestos¢ wykorzystuje sie przy wnioskowaniach
opartych o funkcje wiarogodnosci.



Rozktad taczny k-tych wartosci rekordowch cd.

Gestos¢ taczna pierwszych n k-tych wartosci rekordowych:

X (1,K), X (2,K), X (n k) (V15 Y2, -3 Yn) =

n—1 )
Ly 0 Fom) ™ F o,

n<y<---<yn

e Powyzsza gestos¢ wykorzystuje sie przy wnioskowaniach
opartych o funkcje wiarogodnosci.

e Podamy teraz przyktady.



Przyktady. Rozktad wyktadniczy

W pracach:



Przyktady. Rozktad wyktadniczy

W pracach:

e J. Saran, A.Pandey, Estimation of parameters of a
two-parameter exponential distribution and its characterization
by k-th record values, International Journal of Statistical
Sciences, 4 (2005), 1-12.

J. Ahmadi, M. Doostparast, Statistical inference base on
k-records, Mashhad R. J. Math. Sci., 1 (2008), 67-82.



Przyktady. Rozktad wyktadniczy

W pracach:

e J. Saran, A.Pandey, Estimation of parameters of a
two-parameter exponential distribution and its characterization
by k-th record values, International Journal of Statistical
Sciences, 4 (2005), 1-12.

J. Ahmadi, M. Doostparast, Statistical inference base on
k-records, Mashhad R. J. Math. Sci., 1 (2008), 67-82.

e rozwazany jest rozktad wyktadniczy.
Definicja. Méwimy, ze zmienna losowa X ma rozktad
wyktadniczy Exp (i, 0) o dwéch parametrach, jezeli jej gestosé
jest postaci

1 X —
f(x):exp{—u},u§x<oo,a>0.
o o



Przyktady. Rozktad wyktadniczy cd.

Stad obliczamy dystrybuante



Przyktady. Rozktad wyktadniczy cd.

Stad obliczamy dystrybuante

X
F(x)zl—exp{—U’u},,ugx<oo,a>0.



Przyktady. Rozktad wyktadniczy cd.

Stad obliczamy dystrybuante

X —
F(x)zl—exp{—U’u},,ugx<oo,a>0.

e Logarytm funkcji wiarogodnosci dla k-tych wartosci
rekordowych ma postaé

n—1
InL:nInk+Z|n1f(:_/i)'+

(k=1)(L = F(yn)) +Inf(yn),
i<y <...<VYyp.
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1
F() =~ (1= F(x), p<x <00, 0>0,



Przyktady. Rozktad wyktadniczy cd.

W przypadku rozktadu wyktadniczego mamy
[ ]

1
F() =~ (1= F(x), p<x <00, 0>0,

e Zatem logarytm funkcji wiarogodnosci przyjmuje postaé

n—1

InL=nln k+z In §+(k — 1) (1= F(y,)+In (clr (1- F(y,,))) ,
i=1

L<y1 <y <...<yp<o0.



Przyktady. Rozktad wyktadniczy cd.

W przypadku rozktadu wyktadniczego mamy

1
F() =~ (1= F(x), p<x <00, 0>0,

e Zatem logarytm funkcji wiarogodnosci przyjmuje postaé

n—1

InL=nln k+z In §+(k —1)(1 = F(yn))+In (clr (1- F(y,,))) ,
i=1

L<y1 <y <...<yp<o0.

e Ostatecznie

InL=—nlno+nln k—ky" K
o

sy S Y1 <y2<...<yp<oo.



Przyktady. Rozktad wyktadniczy cd.

Przyjmijmy, ze parametry p i o s nieznane. Wtedy ich estymatory
najwiekszej wiarogodnosci sa postaci:



Przyktady. Rozktad wyktadniczy cd.

Przyjmijmy, ze parametry p i o s nieznane. Wtedy ich estymatory
najwiekszej wiarogodnosci sa postaci:
[ ]

f=X(1,k)
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Przyjmijmy, ze parametry p i o s nieznane. Wtedy ich estymatory
najwiekszej wiarogodnosci sa postaci:

e tatwo sprawdzi¢, ze

X (1, k) ma rozktad Exp (#7 %) ’



Przyktady. Rozktad wyktadniczy cd.

Przyjmijmy, ze parametry p i o s nieznane. Wtedy ich estymatory
najwiekszej wiarogodnosci sa postaci:

e tatwo sprawdzi¢, ze

X (1, k) ma rozktad Exp (#7 %) ’

X (n k) — X (1,k) i X(1,k)

s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi.



Przyktady. Rozktad wyktadniczy cd.

A takze
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A takze

X (n, k) — X (1, k)

ma rozktad gamma z parametrami n — 1 i g



Przyktady. Rozktad wyktadniczy cd.

A takze

X (n, k) —X(1,k)
ma rozktad gamma z parametrami n — 1 i g

e 7 wtasnosci z poprzedniego slajdu

. o
. o°
MSE (i) = 2ﬁ7

gdzie MSE (mean square error) jest srednim btedem
kwadratowym

MSE (7) = E |(a— n)°] .



Przyktady. Rozktad wyktadniczy cd.

Natomiast dla estymatora & mamy
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Natomiast dla estymatora & mamy

n—1

E(5) ="

g,



Przyktady. Rozktad wyktadniczy cd.

Natomiast dla estymatora & mamy

n—1
n

E(3) =

g,

2
MSE (&) = "7

przy czym btad nie zalezy od k,



Przyktady. Rozktad wyktadniczy cd.

Natomiast dla estymatora & mamy

n—1
n

E(3) =

g,

2
MSE (6) = Z,
n
przy czym btad nie zalezy od k,

® Oraz
Cov (1,6) = 0.



Przyktady. Rozktad wyktadniczy cd.

Zauwazmy, ze [i jest obcigzonym estymatorem parametru .



Przyktady. Rozktad wyktadniczy cd.

Zauwazmy, ze [i jest obcigzonym estymatorem parametru .

e Nieobcigzony estymator jest postaci

1 K
DR = 5 X (k).

H= n—1 n—1



Uktad prezentacji

O Zakonczenie



k-te wartosci rekordowe. Prace z ostatnich lat

Omowimy kilka prac opublikowanych w latach 2014-2016, w
ktérych rozwijana jest teoria k-tych wartosci rekordowych.
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Omowimy kilka prac opublikowanych w latach 2014-2016, w
ktérych rozwijana jest teoria k-tych wartosci rekordowych.

e J. Paul, P. Y. Thomas, On generalized upper(k)record values
from Weibull distribution, Statistica 75 (2015), 313-330.
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Omowimy kilka prac opublikowanych w latach 2014-2016, w
ktérych rozwijana jest teoria k-tych wartosci rekordowych.

e J. Paul, P. Y. Thomas, On generalized upper(k)record values
from Weibull distribution, Statistica 75 (2015), 313-330.

e Rozktad Weibulla ma dystrybuante

F(x):l—exp{— (X;‘))} x>0,

o>0,—00 <0 <oo,c>0.




k-te wartosci rekordowe. Prace z ostatnich lat

Omowimy kilka prac opublikowanych w latach 2014-2016, w
ktérych rozwijana jest teoria k-tych wartosci rekordowych.

e J. Paul, P. Y. Thomas, On generalized upper(k)record values
from Weibull distribution, Statistica 75 (2015), 313-330.

e Rozktad Weibulla ma dystrybuante

F(x):l—exp{— (X;‘))} x>0,

o>0,—00 <0 <oo,c>0.

e W oparciu o k-te wartosci rekordowe scharakteryzowano
rozktad Weibulla, estymowano jego parametry (estymatory
BLUE [Best Linear Unbiased Estimation]) i przewidywano
wartosci przysztych k-tych rekordéw.



k-te wartosci rekordowe. Prace z ostatnich lat cd.

Nastepnie.
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Nastepnie.

e P. Y. Thomas, J. Paul, On generalized lower(k)record values
from the Fréchet distribution, J. Japan Statist. Soc. 44
(2014), 157-178.



k-te wartosci rekordowe. Prace z ostatnich lat cd.

Nastepnie.

e P. Y. Thomas, J. Paul, On generalized lower(k)record values
from the Fréchet distribution, J. Japan Statist. Soc. 44
(2014), 157-178.

e Rozktad Frécheta ma dystrybuante

F(X):exp{— (X;9>} x>0,

oc>0,—00<6<o00,c>0.




k-te wartosci rekordowe. Prace z ostatnich lat cd.

Nastepnie.

e P. Y. Thomas, J. Paul, On generalized lower(k)record values
from the Fréchet distribution, J. Japan Statist. Soc. 44
(2014), 157-178.

e Rozktad Frécheta ma dystrybuante

F(X):exp{— (X;9>} x>0,

oc>0,—00<6<o00,c>0.

e W oparciu o dolne k-te wartosci rekordowe estymowano
parametry rozktadu Frécheta (estymatory BLUE ) i
przewidywano wartosci przysztych k-tych rekordéw.
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e Rozktad jednostajny ma gestos¢
1
f(x)=—, p<x<p+o, o>0,
o
gdzie o jest parametrem skali.

e W oparciu o k-te wartosci rekordowe estymowano parametr
skali rozktadu jednostajnego, w przypadku posiadania
informacji a’priori.
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k-record values, Physica A (2016), on line.

e entropie Tsalisa definiuje sie przez

Ha (X) = — {/Ooofa(x)dxl}, a£1a>0,

C1-a

gdzie f jest gestoscia zmiennej losowe] X.

e Wyznaczono tam entropie Tsallisa dla k-ch wartosci
rekordowych z préb z wybranych rozktadéw
prawdopodobierstwa.
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quantile entropy ordering, Statistical Methodology 32 (2016),
14-35.
e zdefiniowano nowy stochastyczny porzadek w oparciu o
entropie DCRQE [dynamic cumulative residual quantile
entropy|

_ o0 1—F(x)n 1—F(x) "
ew=- [ [ e v,

gdzie F jest dystrybuantg nieujemnej zmiennej losowej X.

e Rozwazano tam wtasnosci zachowania tego porzadku w
modelach k-tych wartosci rekordowych.
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