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Angiogeneza

Angiogeneza to proces powstawania naczy« krwiono±nych
na bazie ju» istniej¡cych.

W okresie pozapªodowym wyst¦puje rzadko (w organizmie
dominuj¡ wówczas substancje antyangiogenne).

Cz¦sto ma jednak miejsce w stanach patologicznych.

Rysunek: Pobrany z: http://219.221.200.61/ywwy/



Angiogeneza

W roku 1971 Judah Folkman odkryª, ze wzrost ka»dego
litego guza jest silnie uzale»niony od ilo±ci naczy«
krwiono±nych, które pobudzi do wzrostu.

Jednocze±nie wysun¡ª hipotez¦, ze je±li guz zostaªby
pozbawiony mo»liwo±ci pobudzania naczy« do wzrostu, to
nie mógªby si¦ skutecznie rozwin¡¢.

Rysunek: Pobrany z: http://www.wmgcc.org



Model Hahnfeldta i in. (1999)

Model Hahnfeldta i in. zaproponowany w 1999 roku ma
nast¦puj¡c¡ posta¢:

V̇ = −λV log
(
V

K

)
,

K̇ = −µK + bV − dV 2/3K,

gdzie:

V jest obj¦to±ci¡ nowotworu,

K okre±la pojemno±¢ ±rodowiskow¡ zale»n¡ od wielko±ci
sieci naczy« krwiono±nych.



Model Hahnfeldta i in. (1999)

Dla µ < b (zwykle przyjmuje si¦ µ = 0 w przypadku
modelu bez leczenia) mamy jednoznacznie wyznaczony

dodatni stan stacjonarny (V̄ , K̄), V̄ = K̄ =
(
b−µ
d

)3/2
,

który jest globalnie asymptotycznie stabilny w zbiorze
niezmienniczym

(
R+
)2
.



Model Hahnfeldta i in. (1999)

Dla µ  b dodatni stan stacjonarny nie istnieje.
Analizuj¡c przebieg rozwi¡za« w przestrzeni fazowej
widzimy, »e rozwi¡zania musz¡ zbiega¢ do brzegu obszaru
B, zatem do punktu (0, 0).



Zmody�kowany model

Rozwa»my dwa typy konkuruj¡cych ze sob¡ komórek
nowotworowych, które ró»ni¡ si¦ wra»liwo±ci¡ na
podawany lek.
Dzielimy caª¡ populacj¦ (V (t)) na dwie subpopulacje
((V1, V2)):

V̇1 = −λ1V1 log
(
V1 + α12V2

K

)
,

V̇2 = −λ2V2 log
(
V2 + α21V1

K

)
,

K̇ = −µK + (b1V1 + b2V2)− d (V1 + V2)
2/3K,

gdzie α12, α21 s¡ wspóªczynnikami konkurencji mi¦dzy
komórkami.



Stany stacjonarne i ich stabilno±¢

S1 � komórki typu I dominuj¡,

S2 � komórki typu II dominuj¡,

S3 � oba typy komórek wspóªistniej¡.

W jaki sposób stabilno±¢ stanów stacjonarnych zale»y od
wspóªczynników konkurencji α12, α21?



Stany stacjonarne i ich stabilno±¢

S1∗ = (V 1∗1 , 0,K1∗), gdzie V 1∗1 = K1∗ =
(
b1−µ
d

)3/2
istnieje, gdy
b1 > µ i jest stabilny dla α21 > 1.

S2∗ = (0, V 2∗2 ,K1∗), gdzie V 2∗2 = K2∗ =
(
b2−µ
d

)3/2
istnieje, gdy
b2 > µ i jest stabilny dla α12 > 1.



Stany stacjonarne i ich stabilno±¢

S3∗ = (V 3∗1 , V 3∗2 ,K3∗), gdzie

V 3∗1 =
1− α12

1− α12α21
K3∗, V 3∗2 =

1− α21
1− α12α21

K3∗,

K3∗ =

(
b1(1− α12) + b2(1− α21)− µ(1− α12α21)

)3/2
d3/2(1− α12α21)1/2(2− α12 − α21)

,

istnieje, gdy
α12 < 1, α21 < 1,

b1(1− α12) + b2(1− α21) > µ(1− α12α21).



Stany stacjonarne i ich stabilno±¢

Je±li stany stacjonarne S1∗ i S2∗ istniej¡ i s¡ niestabilne,
to stan S3∗ istnieje.



Stany stacjonarne i ich stabilno±¢

Co mo»emy powiedzie¢ o stabilno±ci S3∗?

Kryterium Routha-Hourwitza daje bardzo skomplikowane
warunki.

Mo»emy pokaza¢, »e warunkiem wystarczaj¡cym jest:

λ1(b2 − b1α12) + λ2(b1 − b2α21) > 0.

W szczególno±ci warunek ten jest speªniony, gdy λ1 = λ2
lub b1 = b2.



Przykªadowe rozwi¡zanie oscyluj¡ce



Model z terapi¡

V̇1 = −λ1V1 log
(
V1 + α12V2

K

)
−β1V1g(t),

V̇2 = −λ2V2 log
(
V2 + α21V1

K

)
−β2V2g(t),

K̇ = −µK + (b1V1 + b2V2)− d (V1 + V2)
2/3K−βKg(t),

gdzie

g(t) jest st¦»eniem cytotoksycznego leku we krwi,

β1, β2 i β okre±laj¡ wra»liwo±¢ poszczególnych typów
komórek na terapi¦.



Zaªo»enia

1 β1 > β2 > β
Komórki typu I s¡ bardziej wra»liwe na terapi¦ ni» komórki
typu II.

2 λ1 = λ2
Oba rodzaje komórek namna»aj¡ si¦ w tym samym tempie.

3 g(t) = g = const
St¦»enie cytotoksyny we krwi jest staªe � b¦dziemy
traktowa¢ je jako parametr bifurkacyjny.



Stany stacjonarne

S1 � stabilny, je±li g < g1,

S2 � stabilny, je±li g > g2,

S3 � istnieje, je±li g1 < g2 i g ∈ (g1, g2),

gdzie:

g1 = λ1λ2
log(α21)

λ2β1 − λ1β2
oraz g2 = λ1λ2

log(α12)
λ1β2 − λ2β1

.

Rozwa»my dwa przykªady:

1. α12 = 0, 9, α21 = 1, 05 =⇒ g1 < g2,

2. α12 = 0, 9, α21 = 1, 50 =⇒ g1 > g2.



Stany stacjonarne

S1 � stabilny, je±li g < g1,

S2 � stabilny, je±li g > g2,

S3 � istnieje, je±li g1 < g2 i g ∈ (g1, g2),

gdzie:

g1 = λ1λ2
log(α21)

λ2β1 − λ1β2
oraz g2 = λ1λ2

log(α12)
λ1β2 − λ2β1

.

Rozwa»my dwa przykªady:

1. α12 = 0, 9, α21 = 1, 05 =⇒ g1 < g2,

2. α12 = 0, 9, α21 = 1, 50 =⇒ g1 > g2.



Bifurkacje I

α12 = 0, 9, α21 = 1, 05 =⇒ g1 < g2



Bifurkacje II: histereza

α12 = 0, 9, α21 = 1, 50 =⇒ g1 > g2



Prze»ywalno±¢



Wnioski

Widzimy, »e zwi¦kszanie dawki nie musi skutkowa¢
wzrostem prze»ywalno±ci.

Standardowe schematy terapeutyczne to tzw. MTD �
maximal tolerable dose.

Nale»y wi¦c rozwa»a¢ inne podej±cie, tzw. metronomiczne,
gdzie podaje si¦ dawki znacznie mniejsze ni» MTD.



Zapraszamy!

informacje: http://ptkwm.org.pl/pl/



Dzi¦kuj¦ za uwag¦!


	Model z terapi¡

