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Wprowadzenie

Rozwi¡zania równania

x′ (t) = Ax (t)

s¡ stabilne (asymptotyznie) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

hermitowska dodatnio okre±lona maierz P speªniaj¡a warunek

A∗P + PA < 0.

Nieh A ⊂ Cn×n
b�dzie zadanym zbiorem maierzy. Rozwa»my dwa

problemy:

(A) ∀A ∈ A ∃P > 0 : A∗P + PA < 0;

(B) ∃P > 0 ∀A ∈ A : A∗P + PA < 0.

Problem (A) prowadzi do problemu tzw. odpornej stabilno±i ; problem

(B) to pytanie o istnienie (i ewentualnie wyznazenie) maierzy P
nazywanej wspólnym rozwi¡zaniem równa« Lapunowa dla zbioru A.



Dlazego wspólne rozwi¡zanie?

Nieh A = {A1, . . . , AN} oraz nieh σ : [0,+∞) → {1, . . . , N} b�dzie

funkj¡ przedziaªami staª¡. Funkj� t� b�dziemy nazywa¢ funkj¡

(reguª¡) przeª¡zaj¡¡.

Ukªad postai

x′ (t) = Aσ(t)x (t)

nazywamy ukªadem przeª¡zanym (hybrydowym).

Rysunek 1. Przykªadowe rozwi¡zanie ukªadu przeª¡zanego



Nie istniej¡ proste kryteria umo»liwiaj¡e stwierdzenie stabilno±i

rozwi¡za« ukªadu przeª¡zanego:

�

ukªady asymptotyznie stabilne mog¡ generowa¢ niestabilny ukªad

przeª¡zany;

�

ukªady niestabilne mog¡ generowa¢ ukªad asymptotyznie stabilny.

Warunkiem konieznym jednostajnej (ze wzgl�du na funkj�

przeª¡zaj¡¡ σ) asymptotyznej stabilno±i rozwi¡za« ukªadu

przeª¡zanego jest stabilno±¢ (w sensie Hurwitza) maierzy A1, . . . , AN .

Warunkiem wystarzaj¡ym jednostajnej asymptotyznej stabilno±i

rozwi¡za« ukªadu przeª¡zanego jest istnienie wspólnego rozwi¡zania

Lapunowa dla maierzy A1, . . . , AN .



Dlazego maierze zespolone?

Problem analizy stabilno±i rozwi¡za« ukªadów nieaªkowitego rz�du

postai

x(α) (t) = Ax (t) ,

gdzie α ∈ (1, 2) jest rz�dem równania, mo»na w sposób równowa»ny

sprowadzi¢ do problemu analizy stabilno±i rozwi¡za« ukªadu rz�du

pierwszego

y′ (t) = Ãy (t) ,

gdzie Ã = (cos π
2 (α− 1) + i sin π

2 (α− 1))A.

W przypadku, gdy wyj±iowy proes jest rzezywisty, tj. A ∈ Rn×n
,

równowa»ny mu ukªad równa« ró»nizkowyh stopnia pierwszego jest ju»

opisany przez maierz zespolon¡ Ã.



Znane wyniki

Fakt 1. Dla ustalonej maierzy P > 0 zbiór

AP = {A : A∗P + PA < 0}

tworzy wypukªy odwraalny sto»ek, tj.

� A,B ∈ AP , α > 0, β > 0 ⇒ αA+ βB ∈ AP ;

� A ∈ AP ⇒ A−1 ∈ AP .

Np. A ∈ AP ⇒ A+ 2A−1 +
(
A+A−1

)
−1

∈ AP

Fakt 2. Maierze A i A∗
posiadaj¡ wspólne rozwi¡zanie Lapunowa

wtedy i tylko wtedy, gdy A+A∗ < 0. Jednym z tyh wspólnyh

rozwi¡za« jest wówzas maierz jednostkowa.

Fakt 3. A ∈ AP , A ∼ B ; B ∈ AP



Znane wyniki

Fakt 1. Dla ustalonej maierzy P > 0 zbiór

AP = {A : A∗P + PA < 0}

tworzy wypukªy odwraalny sto»ek, tj.

� A,B ∈ AP , α > 0, β > 0 ⇒ αA+ βB ∈ AP ;

� A ∈ AP ⇒ A−1 ∈ AP .

Np. A ∈ AP ⇒ A+ 2A−1 +
(
A+A−1

)
−1

∈ AP

Fakt 2. Maierze A i A∗
posiadaj¡ wspólne rozwi¡zanie Lapunowa

wtedy i tylko wtedy, gdy A+A∗ < 0. Jednym z tyh wspólnyh

rozwi¡za« jest wówzas maierz jednostkowa.

Fakt 3. A ∈ AP , A ∼ B ; B ∈ AP



�

sko«zony zbiór maierzy parami komutuj¡yh (Narendra &

Balakrishnan 1994)

�

dwie maierze rzezywiste stopnia drugiego (Shorten & Narendra

2002):

λ (AB) /∈ (−∞, 0] oraz λ
(
AB−1

)
/∈ (−∞, 0]

�

dwie maierze Frobeniusa (Shorten & Narendra 2003):

λ (AB) /∈ (−∞, 0]

�

dwie maierze A,B dla któryh rank(A−B) = 1 (King &

Nathanson 2006):

λ (AB) /∈ (−∞, 0]

�

dwie maierze zespolone stopnia drugiego (La�ey & �migo 2007):

∀α, β ∈ R :
λ ((A+ iαI) (B + iβI)) /∈ (−∞, 0]

oraz

λ
(
(A+ iαI) (B + iβI)−1

)
/∈ (−∞, 0]



Rozwa»my operator L : Cn×n → Cn2
×n2

okre±lony wzorem

L (A) = In ⊗A∗ +AT ⊗ In,

gdzie: In � maierz jednostkowa stopnia n, ⊗ � ilozyn Kronekera.

Nieh Hij (A,B) (dla i, j = 1, . . . , n) oznaza maierz kwadratow¡

stopnia n utworzon¡ z i+ n (j − 1)-tej kolumny maierzy L (B)L−1 (A).

Przykªad. Dla maierzy A =

(

−1 1
−2 0

)

oraz B =

(

−1 2
−2 −1

)

mamy

L (B)L−1 (A) =
1

2







2 0 0 0
−1 3 −1 −3
−1 −1 3 −3
1 1 1 7






.

St¡d

H11 (A,B) =
1

2

(

2 −1
−1 1

)

, H21 (A,B) =
1

2

(

0 −1
3 1

)

,

H12 (A,B) =
1

2

(

0 3
−1 1

)

, H22 (A,B) =
1

2

(

0 −3
−3 7

)

.



Gªówny wynik

Lemat (S. Biaªas, MG 2015)

Nieh A,B, P,Q = [qij ] ∈ Cn×n
oraz nieh A b�dzie maierz¡ stabiln¡.

Wówzas, je»eli A∗P + PA = Q, to

B∗P + PB =
n∑

i=1

n∑

j=1

qijHij (A,B) .

Twierdzenie (S. Biaªas, MG 2015)

Nieh A = {A1, . . . , AN} ⊂ Cn×n
oraz nieh A1 b�dzie maierz¡

stabiln¡. Je»eli istnieje maierz diagonalna D = diag (d1, . . . , dn) ≥ 0
speªniaj¡a warunek

n∑

i=1

diHii (A1, Ak) > 0, k = 2, . . . , N

to dla A istnieje wspólne rozwi¡zanie Lapunowa.
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Dowód twierdzenia jest konstruktywny i mo»na go podzieli¢ na dwa

etapy:

krok 1. dla ε > 0 de�niujemy pewn¡ ujemnie okre±lon¡ maierz diagonaln¡

Qε. Zaªo»ona stabilno±¢ maierzy A1 pozwala stwierdzi¢ istnienie

maierzy Pε > 0 speªniaj¡ej równanie

A∗

1Pε + PεA1 = Qε.

Wyznazamy t� maierz.

krok 2. wyznazamy przedziaª postai (0, ε∗) o tej wªasno±i, »e dla

ε ∈ (0, ε∗) maierz Pε speªnia warunki

A∗

kPε + PεAk < 0, dla k = 2, . . . , N.



Wnioski

Wniosek 1. (z dowodu) Je»eli maierz D wyst�puj¡a w twierdzeniu jest

dodatnio okre±lona, to wspólne rozwi¡zanie Lapunowa dla maierzy

A1, . . . , AN mo»na wyrazi¢ w postai

P =

+∞∫

0

etA
∗

1DetA1dt.

Wniosek 2. Je»eli dla pewnego i zahodzi

Hii (A1, A2) > 0, . . . , Hii (A1, AN ) > 0

to maierze A1, . . . , AN posiadaj¡ wspólne rozwi¡zanie Lapunowa.

Wniosek 3. Je»eli maierz A jest stabilna oraz Hii (A,B) > 0 dla

pewnego i, to maierze A,B posiadaj¡ wspólne rozwi¡zanie Lapunowa.



Przykªad

Rozwa»my dwie maierze stabilne

A =

(
−4 + i −1− 3i

−1− 2i 1− i

)
, B =

(
−5− i 1− 2i
1− 3i i

)
.

Wykonuj¡ niezb�dne oblizenia otrzymujemy

L (B)L−1 (A) =
1

6




10 −4− 2i −4 + 2i 0
−8− i 7 + 12i 3− 4i −8− i
−8 + i 3 + 4i 7− 12i −8 + i
10 −4− 12i −4 + 12i 20


 .

St¡d

H11 (A,B) =
1

6

(
10 −8 + i

−8− i 10

)

oraz

H22 (A,B) =
1

6

(
0 −8 + i

−8− i 20

)
.

Maierz H11 (A,B) jest dodatnio okre±lona, zatem maierze A i B
posiadaj¡ wspólne rozwi¡zanie Lapunowa.



Poniewa» maierz H22 (A,B) nie jest dodatnio okre±lona zatem

poszukiwane rozwi¡zanie Pε uzyskamy z równania

A∗Pε + PεA = −Qε,

w którym Qε = diag (1, ε) dla pewnego ε > 0. Maierz

B∗Pε + PεB = − (H11 (A,B) + εH22 (A,B))

=
1

6

(
−10 8− i+ (8− i) ε

(8 + i) ε+ 8 + i −10− 20ε

)

jest ujemnie okre±lona dla ε ∈ (−0, 371; 1, 448) . Przyjmuj¡ np. ε = 1
2

otrzymujemy poszukiwane rozwi¡zanie

P 1

2

=
1

24

(
13 −6− 17i

−6 + 17i 39

)
.



Faktyznie,

A∗P 1

2

+ P 1

2

A =
1

2

(
−2 0
0 −1

)
< 0

oraz

B∗P 1

2

+ P 1

2

B =
1

12

(
−20 24− 3i

24 + 3i −40

)
< 0.
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