
Wst↪ep
PARMA System
PARMA Model

Cia̧gi Okresowo Skorelowane z Wymiernymi
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Ci ↪ag zespolonych zmiennych losowych (x(n)), n ∈ Z , o średniej 0
nazywamy okresowo skorelowanym o okresie T (T -PC) jeśli dla każdego
n,m ∈ Z ,

Rx(n,m) = Ex(n)x(m) = Rx(n + T ,m + T )

tzn. jeśli Rx(n + r , r) jest T -okresowy wzgl ↪edem r ,

T-PC 3 (x(n))↔ (x(n) = [xk(n)]) ∈ T-wymiarowy stacjonarny

. . . , x(−1), x(0), x(1), . . . , x(T − 1)︸ ︷︷ ︸
x (0)

, x(T ), . . . , x(2T − 1)︸ ︷︷ ︸
x (1)

, x(2T ), . . .
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Struktura: (x(n)) jest T -PC wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
przestrzen Hilberta K ⊇ Mx , x ∈ K, i dwa operatory unitarne U i V w K
takie, że V T = I , UV = e2πi/TVU, i

x(n) = (1/T )
T−1∑
j=0

e−2πijn/TUnV jx .

Spektrum:

aj(n) =
T−1∑
r=0

e−2πijr/TRx(n + r , r) =
∫ 2π

0
e−itnγj(dt)

Funkcja wymierna: F (z) = p0+p1z+···+pnzn
q0+q1z+···+qmzm , z ∈ C

Funkcja wymierna zmiennej t ∈ [0, 2π): f (t) = F (e it), gdzie F (z)
jest funkcj ↪a wymiern ↪a na C

Przykład: f (t) = 1
2+cos 2t = F (e it), F (z) = z2+2z−1

2z
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Definicja: Mówimy, że T -PC ci ↪ag ma wymierne g ↪estości jeśli γj << dt
i dla każdego j = 0, . . . ,T − 1, dγ

j

dt (t) = g j(e it), jest wymiern ↪a funkcj ↪a
zmiennej t ∈ [0, 2π).

Zagadnienie Prognozy: Znaleźć najlepsz ↪a liniow ↪a aproksymacj ↪e
x̂(n) zmiennej x(n) znaj ↪ac x(m), m ≤ n − 1, (tzn. znaleźć otrogonaln ↪a
projekcj ↪e x̂(n) wektora x(n) na Mx(n − 1) = lin{x(m) : m ≤ n − 1}).

Metoda I (innovation representation): Znaleźć zbiór współczynników
ck(n), k ≥ 0, n ∈ Z, taki, że

x(n) =
∞∑
k=0

ck(n)ξn−k

gdzie ξn s ↪a nieskorelowane (⊥) z jednostkow ↪a wariancj ↪a, c0(n)ξn ∈ Mx(n)
i c0(n)ξn ⊥ Mx(n − 1). Ci ↪ag (c0(n)ξn) nazywa si ↪e ci ↪agiem odnowy ci ↪agu
(x(n)) i reprezentuje błedy prognozy.
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Metoda II (reprezentacja PARMA): Przedstawić (x(n)) jako jedyne PC
rozwiazanie systemu równań różnicowych

x(n) = −
l∑
j=1

aj(n)x(n − j) +
r∑
j=0

bj(n)ξn−j , a0(n) ≡ 1, n ∈ Z,

takiego, że kiedy si ↪e go rozwi ↪aża to (b0(n)ξn) jest ci ↪agiem odnowy ci ↪agu
(x(n)). Maj ↪ac reprezentacj ↪e PARMA

x̂(n) = −
l∑
j=1

aj(n)x(n − j) +
r∑
j=1

bj(n)ξn−j .

Pytania:

1 Które ci ↪agi PC maja reprezentacj ↪e PARMA?
2 Obliczyć współczynniki aj(n), bj(n) znaj ↪ac funkcj ↪e auto-kowariancji

lub spektrum ci ↪agu (x(n))

.
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System PARMA :

l∑
j=0

aj(n)x(n − j) =
r∑
j=0

bj(n)ξn−j , n ∈ Z, (1)

aj(n), bj(n) ∈ C s ↪a T -okresowe wzgl ↪edem n, a0(n) ≡ 1, n ∈ Z , ξn s ↪a
nieskorelowane z jednostkow ↪a wariancj ↪a.

Ci ↪ag T -PC (x(n)) jest a.c. PC rozwi ↪azaniem systemu (1) jeśli x(n) ∈ Mξ

i miara spektralna ci ↪agu (x(n)) jest absolutnie ci ↪agła.

Jeśli ustawimy aj(n) w macierz [AL . . . A1 A0] jak nast ↪epuje[
. . . aT (0) . . . a1(0) a0(0) 0 . . . 0
. . . aT+1(1) . . . a2(1) a1(1) a0(1) . . . 0
. . . . . . A(1) . . . . . . A(0) . . . . . .
. . . . . . . . . aT (T − 1) aT−1(T − 1) . . . . . . a0(T − 1)

]
,

i zrobimy to samo dla bj(n)’s definiuj ↪ac [BR . . . B1 B0], to wtedy (1)
można napisać jako VARMA system
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L∑
k=0

Akx(n − k)(t) =
R∑
k=0

Bkξn−k , (2)

gdzie x(n) = [xk(n)], xk(n) = x(nT + k), ξn = [ξkn ], ξ
k
n = ξnT+k .

System (2), a wi ↪ec również (1), jest kompletnie opisany przez dwie
macierze wielomianowe (A(z), B(z))

A(z) =
L∑
k=0

A(k)zk and B(z) =
R∑
k=0

B(k)zk ,

Jest dobrze znane i łatwe do pokazania, że (2) ma a.c. stacjonarne
rozwi ↪azanie iff H(z) = (1/

√
2π)A(z)−1B(z) nie ma biegunów kole

jednostkowym D1 = {z ∈ C : |z | = 1} i wtedy g ↪estość rozwi ↪azania jest
dana przez F (e it) = H(e it)H(e it)∗. Zauważmy że F jest wymierna.
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Funkcja Przejścia (Transfer Function)

Jeśli (x(n)) is a.c. stacjonarny i F (e it) jest jego g ↪estości ↪a to każda
funkcja maciarzowa H(e it) taka, że

F (e it) = H(e it)H(e it)∗

jest nazywana funkcj ↪a przejścia ci ↪agu stacjonarnego (x(n))

Jeśli (x(n)) is a.c. T -PC and g(e it) = (g 0(e it), . . . , gT−1(e it)) jest
jego g ↪estości ↪a to każda funkcja wektorowa
h(e it) = (h0(e it), . . . , hT−1(e it)) taka, że

g j(e it) = h(e it)h(e i(t+2πj/T ))∗

jest nazywana funkcj ↪a przejścia ci ↪agu stacjonarnego (x(n))

Źeby odpowiedzieć na pytanie 1 i znaleźć zwiazek mi ↪edzy F i g wystarczy
znaleźć zwi ↪azek miedzy funkcjami przejść PC ci ↪agu (x(n)) i
stowarzyszonego ci ↪agu stacjonarnego (x(n)).
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Twierdzenie 0 (Makagon and Miamee, 2013) Poniżej h i H
oznaczaj ↪a funkcje przejść (x(n)) i (x(n)) i niech g i F b ↪ed ↪a ich
g ↪estościami. Oznaczmy z = e it i d = e2πi/T . Wtedy:

H → h: h(z) =
∑T−1
k=0 zkHk·(zT ),

h → H : fk(z) = (1/T )
∑T−1
j=0 z−kd−kjh(zd j) = hk(zT ),

Hk·(z) = hk(z),

g ↔ F : F j,k(zT ) = (1/T 2)zk−j
∑T−1
p=0

∑T−1
q=0 dkq−jpg 〈q−p〉(zdp),

gk(z) =
∑T−1
p=0

∑T−1
q=0 zp−qd−qkF p,q(zT ).

Zauważmy, że h jest wymierna iff H jest wymierna.

Wniosek: g jest wymierna iff F jest wymierna.
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Twierdzenie 1 PARMA system (A(z),B(z)) ma a.c. PC rozwi ↪azanie
(x(n)) iff A(z)−1B(z) nie ma biegunów na kole jednostkowym D1. W
tym przypadku rozwi ↪azanie jest jedyne i ma wymierne g ↪estośći dan ↪e przez

g j(e it) = h(e it)h(e i(t+2πj/T ))∗, e.a. (3)

gdzie h(z) = (1, z , . . . , zT−1)H(zT ) i H(z) = (1/
√

2π)A(z)−1B(z),
z = e it .

Definicja: Ci ↪ag PC nazywamy PARMA ci ↪agiem jesli jest a.c. PC
rozwi ↪azaniem jakiegoś systemu PARMA.

Pytanie: Czy każdy ci ↪ag PC z wymiernymi g ↪estościami jest ci ↪agiem
PARMA?
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Twierdzenie 2 Załóżmy, że (x(n)) jest T -PC i ma wymierne g ↪estości.
Wtedy istnieje PARMA system (A(z),B(z)) taki, że:

1 wszystkie zera A(z) leż ↪a poza domkni ↪etym dyskiem
D≤1 = {z ∈ C : |z | ≤ 1}

2 wszystkie zera B(z) leż ↪a poza otwartym dyskiem
D<1 = {z ∈ C : |z | < 1}

3 macierze wielomianowe A(z) and B(z) s ↪a lewostronnie wzgl ↪ednie
pierwsze (tzn. ich jedyne lewostronne macierzowe podzielniki
wielomianowe to macierze o stalym wyznaczniku),

4 (x(n)) jest jedynym T -PC rozwi ↪azaniem systemu (A(z),B(z)).

Definicja: System PARMA spelniaj ↪acy 1-4 nazywamy modelem
PARMA ci ↪agu dla (x(n)).

Dowód jest konstruktywny, tak że odpowiada on na pytanie 2.
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Konstrukcja: Załóżmy, że (x(n)) jest T -PC i ma wymierne g ↪estości
g j(e it). Oznaczmy z = e it i d = e2πi/T

1 Z Twierdzenia 0 znajdujemy g ↪estośc stowarzyszonego ci ↪agu
stacjonarnego (x(n)),
F j,k(zT ) = (1/T 2)zk−j

∑T−1
p=0

∑T−1
q=0 dkq−jpg 〈q−p〉(zdp),

2 Piszemy F (e it) = H(e it)H(e it)∗, gdzie H(z) jest wymierna, nie ma
biegunów w D≤1 i nie ma zer w D<1 (Rozanow, Hannan)

3 Znajdujemy lewostronnie wzgl ↪ednie pierwsze macierze wielomianowe
A0(z),B0(z) takie, że H(z) = (1/

√
2π)A0(z)−1B0(z) (Kaczorek)

4 Znajdujemy odwracaln ↪a macierz skalarn ↪a S i skalarn ↪a macierz
unitarn ↪a U takie, że SA0(0) jest macierza dolnie trójk ↪atn ↪a z
jedynkami na przek ↪atnej i macierz SB0(0)Q jest dolnie trójk ↪atn ↪a, i
definiujemy A(z) = SA0(z), B(z) = SB0(z)Q

PARMA system (A(z),B(z)) jest PARMA modelem dla (x(n)).
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Pytanie: Czy każdy PARMA model jest PARMA reprezentacj ↪a ci ↪agu
(x(n)), tzn. czy dla każdego modelu (b0(n)ξn) jest ci ↪agiem odnowy ci ↪agu
(x(n))? Moja odpowiedź jest chyba tak.

Twierdzenie 3 Załóżmy, że (A(z),B(z)) jest modelem PARMA dla
T -PC ci ↪agu (x(n)) i niech g j b ↪ed ↪a jego wymiernymi g ↪estośicmi. Jeśli
(a) det B(z) nie jest identyczne zero (miniphase assumption), lub
(b) wyznacznik funkcji macierzowej G (e it) = [G j,k(e it)], gdzie

G j,k(e it) = g 〈k−j〉(e i(t+2πj/T ))

jest prawie wsz ↪edzie różny od zera, to wtedy (A(z),B(z)) jest
reprezentacj ↪a PARMA ci ↪agu (x(n)) i (x(n)) jest full rank.

Uwaga: Poniewaz H(z) = (1/
√

2π)A(z)−1B(z) dla wielu par
(A(z),B(z)), ten sam ci ↪ag (x(n)) dopuszcza wiele reprezentacji PARMA
(nawet jeśli założymy tzw. invertibility).

Zastosowanie: Szeregi czasowe (w przygotowaniu z Dr. Ann ↪a Dudek).

DZI ↪EKUJ ↪E ZA UWAG ↪E

Andrzej Makagon Hampton University Cia̧gi Okresowo Skorelowane z Wymiernymi Gȩstościami i Modele PARMA
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