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‘Wprowadzenie
na

erowania optymalnego

Problem optymalnego sterowania Bolzy

Dla (7, x0) € [0, T] x R" rozwazmy problem sterowania optymalnego

min T((xa)0)) = g(T) + [ 10.x0),a(0)
(Po) po i(f) = f(t, x(t),a(t), a(f) € A ae. t€ [to,T],

i )C(I()) = Xy
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‘Wprowadzenie
na
erowania optymalnego

Problem optymalnego sterowania Bolzy

Dla (7, x0) € [0, T] x R" rozwazmy problem sterowania optymalnego
min T((x,a)(-)) = g(x(T)) + /Tza,x(r),a(r))dr.,
(Pio.x0) po i(t) = (5, x(0),a(0), alt) € A ae. t€ [fo,T],
i x(1) = xo.

Niech A bedzie zbiorem domknietym w R”, g dolnie pétciagta funkcja,
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ina
rii sterowania optymalnego

Dla (7, x0) € [0, T] x R" rozwazmy problem sterowania optymalnego

min T((x,a)()) := g(x(T)) + /Tza,x(r),a(r))dr.,
(Pio o) po i(t) = (5, x(0),a(0), alt) € A ae. t€ [fo,T],
i x(1) = xo.
Niech A bedzie zbiorem domknigtym w R™, g dolnie pétciagla funkcja,

(A1) f(-,x,a) oraz I(-,x, a) mierzalne dla dowolnychx € R", a € A,
f(t,-,-)oraz [(z, -, -) ciagte dla kazdego ¢ € [0, T],
I(t,x, -) ograniczona z dotu dla dowolnych ¢ € [0, T], x € R";
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‘Wprowadzenie
na
rii sterowania optymalnego

Problem optymalnego sterowania Bolzy

Dla (7, x0) € [0, T] x R" rozwazmy problem sterowania optymalnego

min T((x,a)()) = g(x(T)) + / 1(e,x(1), a(t)) b,

Tp

(Pio o) po i(t) = f(t,x(1),a(r)), a(t) €A ae. 1€ [1,T],
i )C(I()) = Xp-
Niech A bedzie zbiorem domknigtym w R™, g dolnie pétciagla funkcja,

(A1) f(-,x,a) oraz I(-,x, a) mierzalne dla dowolnychx € R", a € A,
f(t,-,-)oraz [(z, -, -) ciagte dla kazdego ¢ € [0, T],
I(t,x, -) ograniczona z dotu dla dowolnych ¢ € [0, T], x € R";

(A2) Dlakazdego R > 0 istnieje mierzalna funkcja kg : [0, 7] — R taka, ze
V(taxa a)—f(t,y, a)| < kR(t)|x_y| oraz |l(tvx7 a)_l(tayaa” < kR(t)|x_y|
dla prawie wszystkich ¢ € [0, 7] oraz dowolnych x,y € Bg, a € A;
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‘Wprowadzenie
na
rii sterowania optymalnego

Problem optymalnego sterowania Bolzy

Dla (7, x0) € [0, T] x R" rozwazmy problem sterowania optymalnego

min T((x,a)()) := g(x(T)) + /Tz@,x(z),a(r))dr.,
(Pio o) po i(t) = (5, x(0),a(0), alt) € A ae. t€ [fo,T],
i x(1) = xo.
Niech A bedzie zbiorem domknigtym w R™, g dolnie pétciagla funkcja,

(A1) f(-,x,a) oraz I(-,x, a) mierzalne dla dowolnychx € R", a € A,
f(t,-,-)oraz [(z, -, -) ciagte dla kazdego ¢ € [0, T],
I(t,x, -) ograniczona z dotu dla dowolnych ¢ € [0, T], x € R";

(A2) Dlakazdego R > 0 istnieje mierzalna funkcja kg : [0, 7] — R taka, ze
lf(taxa a)_f(tvyv a)| < kR(t) |x_y| oraz |l(t7 X, a)_l(ta Y, (l)| < kR(t)|x_y|
dla prawie wszystkich ¢ € [0, 7] oraz dowolnych x,y € Bg, a € A;

(A3) Istnieje mierzalna funkcja c : [0, T] — R taka, ze dla dowolnych
t€10,T], x€R", a €A zachodzi nieré6wno$¢ |f(,x,a)| < c(£)(1+4|x|) .
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‘Wprowadzenie

erowania optymalnego

Rownanie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana

Wiadomo, ze mozna powiazac rodzing problemdéw sterowania optymalnego
{Pix | (t0,x0) €[0, T] x R"} z réwnaniem Hamiltona-Jacobiego-Bellmana

—V,+H(t,x,—V,) =0 in (0,T) x R",
$ale) { V(T,x) = g(x) in R,

gdzie

H(t,x,p) = 51611‘/)\{<paf(t7x7a>> - l(t'/x'/ Cl)}
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‘Wprowadzenie

erowania optymalnego

Rownanie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana

Wiadomo, ze mozna powiazac rodzing problemdéw sterowania optymalnego
{Pix | (t0,x0) €[0, T] x R"} z réwnaniem Hamiltona-Jacobiego-Bellmana

—Vi+H(t,x,—V,) =0 in (0,7) x R,
(B { V(T.x) = g(x) in R,
gdzie
H(t,x,p) == sgaﬁp,f(t,x,a)) —I(t,x,a)}.

Zwiazek migdzy problemem Bolzy P, ., a rownaniem HJB polega na tym,
ze jezeli V (1o, xo) jest funkcja wartosci Py, ,,, innymi stowy,

V(to, x0) := zlt?g 8(x (7)) + / (1, x4(1),a(t)) dt,

Tp

to V jest jednoznacznym lepkoSciowym rozwigzaniem réwnania HJIB.
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‘Wprowadzenie
ana
rii sterowania optymalnego

Standardowe Warunki

Warunkina H : [0,7] x R" x R" — R:

(H1) H(-,x,p) jest mierzalne dla dowolnych x € R”, p € R";
(H2) H(t,-,-) jest ciagle dla kazdego t € [0, T};

(H3) H(t,x,-) jest wypukte dla dowolnych ¢ € [0, T], x € R™;

(H4) |H(t,x,p) — H(t,x,q)| < c(t)(1 + |x])|p — g| dla dowolnych
t€[0,7T], x€R", p, g € R" oraz mierzalnej funkcji ¢: [0, 7] — R.

Warunek typu Lipschitza:
Dla kazdego R > 0 istnieje mierzalna funkcja kg:[0,7] — R
(HLC) i zbi6r miary zero Nk takie, ze |H(t,x,p)—H(t,y,p)| < kr(1)-
(141p|)|x—y| dla wszystkich € [0, T]\ Nk, x,y € Bg, peR".
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Wprowadzenie rowania Bolzy
ellmana
teorii sterowania optymalnego

Reprezentacja rownania HIB

Problem

Niech dane bedzie réwnanie HIB z hamiltonianem H spetniajacym tylko
(H1)-(H4) oraz (HLC). Wtedy mozna zastanowic si¢, czy rownanie HIB jest
reprezentowane przez pewna rodzing probleméw sterowania optymalnego
{Pix | (t0,x) € [0,T] x R"}. Innymi stowy, pytamy czy istnieje tréjka
(A, f, 1), ktéra spetnia (A1)-(A3) oraz nastepujaca réwnosé

Taka tréjk¢ bedziemy nazywaé wiarygodnq reprezentacjq hamiltonianu H
W teorii sterowania optymalnego.
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‘Wprowadzenie
na
lerowania optymalnego

Reprezentacja rownania HIB

Problem

Niech dane bedzie réwnanie HIB z hamiltonianem H spetniajacym tylko
(H1)-(H4) oraz (HLC). Wtedy mozna zastanowic si¢, czy rownanie HIB jest
reprezentowane przez pewna rodzing probleméw sterowania optymalnego
{Pix | (t0,x) € [0,T] x R"}. Innymi stowy, pytamy czy istnieje tréjka
(A, f, 1), ktéra spetnia (A1)-(A3) oraz nastepujaca réwnosé

(1) H(t,x,p) = Sg§{<p,f(t7x7a)> —(t,x,a)}.

Taka trojke¢ bedziemy nazywac wiarygodnq reprezentacjq hamiltonianu H
W teorii sterowania optymalnego.

Uwaga. Jezeli istnieje tréjka (A, f, [) spelniajaca réwnosé (1), to istnieje
nieskonczenie wiele takich trojek. W dodatku do tego f oraz / moga by¢
catkowicie nieregularne. Tréjke (A, f, [) niekoniecznie regularna, ktéra
spetnia réwno$¢ (1) nazywa si¢ reprezentacjq hamiltonianu H.
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‘Wprowadzenie Problem optyma
Réwnanie Hamiltona-Jacot
Reprezentacja réwnania HJB w teorii sterowania optymalnego

Wiarygodne reprezentacje w literaturze

@ Wiarygodne reprezentacje hamiltonianéw w teorii sterowania
optymalnego pierwszy badat Rampazzo w nastgpujacej pracy

@ FE Rampazzo, Faithful representations for convex Hamilton-Jacobi

equations, SIAM J. Control Optim., 44(3) (2005), 867-884.
Rampazzo w powyzszej pracy koncentrowat si¢ na badaniu ciagtych
wiarygodnych reprezentacji.
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‘Wprowadzenie

Wiarygodne reprezentacje w literaturze

@ Wiarygodne reprezentacje hamiltonianéw w teorii sterowania
optymalnego pierwszy badat Rampazzo w nastgpujacej pracy

@ FE Rampazzo, Faithful representations for convex Hamilton-Jacobi

equations, SIAM J. Control Optim., 44(3) (2005), 867-884.
Rampazzo w powyzszej pracy koncentrowat si¢ na badaniu ciagtych
wiarygodnych reprezentacji.

© Nastepnie, Frankowska-Sedrakyan badali wiarygodne reprezentacje
mierzalne ze wzgledu na ¢ oraz ich stabilno$¢ w nastgpujacej pracy

W H. Frankowska, H. Sedrakyan, Stable representation of convex
Hamiltonians, Nonlinear Anal., 100 (2014), 30-42.
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‘Wprowadzenie

Wiarygodne reprezentacje w literaturze

@ Wiarygodne reprezentacje hamiltonianéw w teorii sterowania
optymalnego pierwszy badat Rampazzo w nastgpujacej pracy

@ FE Rampazzo, Faithful representations for convex Hamilton-Jacobi

equations, SIAM J. Control Optim., 44(3) (2005), 867-884.
Rampazzo w powyzszej pracy koncentrowat si¢ na badaniu ciagtych
wiarygodnych reprezentacji.

© Nastepnie, Frankowska-Sedrakyan badali wiarygodne reprezentacje
mierzalne ze wzgledu na ¢ oraz ich stabilno$¢ w nastgpujacej pracy

W H. Frankowska, H. Sedrakyan, Stable representation of convex
Hamiltonians, Nonlinear Anal., 100 (2014), 30-42.

Uwaga. Generalnie wiarygodne reprezentacje wykorzystuje si¢ do badania
regularno$ci rozwiazan réwnan HJB. Dlatego nalezy konstruowac funkcje
f, [ tak regularne jak jest to mozliwe.

Arkadiusz Misztela Reprezentacja réwnania Hamiltona-Jacobiego



cja RFS ze zwartym zbiorem parametréw sterujacych
I Fr:

Konstrukcja reprezentacji Rampazzo-Frankowskicj-Sedrakyana kiej-Sedrakyana

Konstrukcja reprezentacji RFS

Rozwazmy transformate Legendre’a-Fenchela hamiltonianu H ze wzgledu
na ostatnia zmienna, transformatg H nazywamy lagrangianem,
L(t,x,v) := H"(t,x,v) := sup {{v,p) — H(t,x,p)}.
pERn
L przyjmuje warto$ci w zbiorze RU{+o0}. Zbiér domp:={x|¢(x) # o0}
nazywamy dziedzing efektywnq @. Zdefiniujmy multifunkcje jak nastepuje

Fi(t,x) := domL(t,x, -).
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v sterujacych
Konstrukcja r acji Rampazzo-Frankowskiej-Sedrakyana

Konstrukcja reprezentacji RFS

Rozwazmy transformate Legendre’a-Fenchela hamiltonianu H ze wzgledu
na ostatnia zmienna, transformatg H nazywamy lagrangianem,
L(t,x,v) := H"(t,x,v) := sup {{v,p) — H(t,x,p)}.
pERn
L przyjmuje warto$ci w zbiorze RU{+o0}. Zbiér domp:={x|¢(x) # o0}
nazywamy dziedzing efektywnq ¢. Zdefiniujmy multifunkcje jak nastgpuje

Fi(t,x) := domL(t,x, -).

Niech H spetia (H1)-(H4) oraz (HLC). Ponadto zat6zmy, ze L spetnia
techniczny warunek (TC), gdzie L := H*. Wéwczas

©

Fp(2,x) jest niepusty, zwarty i wypukly dla kazdych 7 € [0, 7], x € R";
Fy (-, x) jest multifunkcja mierzalna dla kazdego x € R”;

Fy(t,-) jest multifunkcja .7/ -ciagta dla kazdego 7 € [0, T];

IFL(z,x)|| < c(£)(1 + |x|) dla dowolnych ¢ € [0, T], x € R";
H(Fr(t,x),FL(t,y)) < kg(r)|x—y| dla kazdych 1 € [0,T]\ Nk, x,y € Bg.

e © ¢ ¢
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Reprezentacja RFS ze zwartym zbiorem parametréw sterujacych
Konstrukcja reprezentacji Rampazzo-Frankowski yana © ozultat Rampazzo- skiej-Sedrakyana
Problem zwiazany z konstrukej

Konstrukcja reprezentacji RFS

» Jezeli multifunkcja F;, spetnia powyzsze warunki, to z twierdzenia o pa-
rametryzacji multifunkcji istnieje funkcja f : [0, 7] x R" x B; — R”
mierzalna ze wzgledu na ¢ i taka, ze

o f(t,x,IB1) = Fi(t,x) dladowolnych 7 € [0,T],x € R";
e f(z,-,) jest kg(t)-lipschitzka na zbiorze Bgr X IB;.
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cja RFS ze zwartym zbiorem parametréw sterujacych
I Fr:

Konstrukcja reprezentacji Rampazzo-Frankowskicj-Sedrakyana kiej-Sedrakyana

Konstrukcja reprezentacji RFS

» Jezeli multifunkcja F;, spetnia powyzsze warunki, to z twierdzenia o pa-
rametryzacji multifunkcji istnieje funkcja f : [0, 7] x R" x B; — R”
mierzalna ze wzgledu na ¢ i taka, ze

o f(t,x,IB1) = Fi(t,x) dladowolnych 7 € [0,T],x € R";
e f(z,-,) jest kg(t)-lipschitzka na zbiorze Bgr X IB;.

» Zdefiniujmy [(z,x,a) := L(t,x,f(t,x,a)). Generalnie funkcja [ nie jest
wystarczajaco regularna, chyba ze L spetnia techniczny warunek (TC).
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Reprezentacja RFS ze zw: iorem parametréw sterujacych
Konstrukcja reprezentacji Rampazzo-Frankowskiej-Sedrakyana Gi6wny rezultat Rampa: wskiej-Sedrakyana
Problem zwiazany z kon S

Konstrukcja reprezentacji RFS

» Jezeli multifunkcja F;, spetnia powyzsze warunki, to z twierdzenia o pa-
rametryzacji multifunkcji istnieje funkcja f : [0, 7] x R" x B; — R”
mierzalna ze wzgledu na ¢ i taka, ze

o f(t,x,IB1) = Fi(t,x) dladowolnych 7 € [0,T],x € R";
e f(z,-,) jest kg(t)-lipschitzka na zbiorze Bgr X IB;.

» Zdefiniujmy [(z,x,a) := L(t,x,f(t,x,a)). Generalnie funkcja [ nie jest
wystarczajaco regularna, chyba ze L spetnia techniczny warunek (TC).

» Zatem tréjka (By,f, ) jest wiarygodna reprezentacja H, jezeli H spetnia
(H1)-(H4) i (HLC) oraz L := H* spetnia techniczny warunek (TC).
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Konstrukcja r acji Rampazzo-Frankow
Nc 1

Gtowny rezultat Rampazzo-Frankowskiej-Sedrakyana

Twierdzenie (Rampazzo-Frankowskiej-Sedrakyana)

Zatozmy, ze (H1)-(H4), (HLC) oraz (TC) zachodzq. Wowczas istniejq funkcje
F:[0,T]xR"xA — R" oraz 1:[0,T] x R" XA — R, t-mierzalne, ze zbiorem
sterujacym A :=IB; CR”, takie, ze dla dowolnych t € [0,T], x,p € R"

H(t,x,p) = sug{(p,f(t,x, a))—Il(t,x,a)}
ae
oraz f(t,x,A) = domH™*(t, x, -). Ponadto zachodzq warunki:
Q Dla kazdego R > 0 oraz dowolnycht € [0,T] \ Ng, x,y € Bg, a,b € A

|f(2,x,a) — f(t,y,b)| < 10nkg(t)|x — y| + 5n(1l + R)c(t)|a — b|
|i(t,x,a) — Uz, y,a)| < (1 + 11nKg)ke(1)|x — y|
|i(t,x,a) — I(t,x,b)| < 5nKg(1 + R)c(t)|a — b|.

Q |f(t,x,a)| < c(t)(1 + |x|) dla dowolnycht € [0,T], x € R", a € A.
Q@ Jezeli H oraz c(+) sq ciqgle, to rowniez? f, 1 takie sq.

W szczegdlnosci trojka (A, f, 1) jest wiarygodna reprezentacjq H.
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Konstrukcja reprezentacji Rampazzo-Frankowskicj-Sedrakyana \
Problem y  kor

Problem zwiazany z konstrukcja RFS

Techniczny warunek:
Dla kazdego R > 0 istnieje Kg > 0 takie, ze
(TC) L(t,x,v) = max{(v,p) — H(t,x,p) | p € B(0,Kg)}
dla kazdych (z,x) € [0,T] X Bg, v € domL(t,x, ), gdzie L = H*.
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Konstrukcja r acji Rampazzo-Frankowskicj

Problem zwiazany z konstrukcja RFS

Techniczny warunek:

Dla kazdego R > 0 istnieje Kg > 0 takie, ze
(TC) L(t,x,v) = max{(v,p) — H(t,x,p) | p € B(0,Kg)}
dla kazdych (z,x) € [0,T] X Bg, v € domL(t,x, ), gdzie L = H*.

Jezeli (H1)-(H4) oraz (HLC) zachodza, to (TC) implikuje, ze:

» L(t,-,-) jest funkcja lipschitzowska na zbiorze (IBBg x R") N domL(, -, -).
Rampazzo postawit problem, jak ostabi¢ warunek (TC).

» L(t,-,-) jest funkcja ograniczona na zbiorze (Bg x R") N domL(z, -, -).
Frankowska-Sedrakyan pytaja, co mozna powiedziec o istnieniu
wiarygodnej reprezentacji w przypadku nieograniczonego
Lagrangianu na dziedzinie efektywnej.
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Konstrukcja r acji Rampazzo-Frankowskicj

Problem zwiazany z konstrukcja RFS

Regularny hamiltonian z nieciaglym lagrangianem )

Przyklad. Zdefiniujmy hamiltonian # : R x R — R wzorem
H(x,p) := max{|p||x| — 1,0}.

Hamiltonian ten spetnia (H1)-(H4) oraz (HLC). Lagrangian L := H* jest

dany wzorem
Y +oo if |v| > |x], x #0,

2] i vl < el x £0,
0 if v=0,x=0,
+oo if v#0, x=0.

L(x,v) =

Oczywiscie domL(x, -) = [—|x], |x| ] dla kazdego x € R oraz |L(x,v)| < 1
dla kazdego (x,v) € domL(, -). Ponadto L(-, -) nie spetnia (TC), gdyz nie
jest ciagte na zbiorze dom L. Istotnie,

lim L(1/i,1/i) = 1#0=L(0,0).
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Reprezentacja RFS ze zwartym zbiorem parametréw sterujacych
ji Rampazzo-Frankowskiej-S : Gtéwny rezultat Rampazzo-Frankowskicj-Sedrakyana
Problem zwiazany z konstrukcja RFS

Problem zwiazany z konstrukcja RFS

Foo if [v[>[xl, x£0,
it v <l x£0,

L(x,v)= |;_
0

if v=0, x=0, ———ag-===——== -— ———————————— -—

+oo if v#£0, x=0.

AY
S

gphL(0,-) = {(0,0)} &

— x| domLZ(x, -) x|

————— e e
———— e e
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Reprezentacja RFS ze zwartym zbiorem parametréw sterujacych
ji Rampazzo-Frankowskiej-S : Gtéwny rezultat Rampazzo-Frankowskicj-Sedrakyana
Problem zwiazany z konstrukcja RFS

Problem zwiazany z konstrukcja RFS

Foo if [v[>[xl, x£0,
it v <l x£0,

L(x,v)= |;_
0

if v=0, x=0, ———ag-===——== -— ———————————— -—

+oo if v#£0, x=0.

AY
S

gphL(0,-) = {(0,0)} &

— |l

f(x,a) domZ(x, -) |x]

————— e e
———— e e

f(x,a) = a|x| oraz A =[-1,1],
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Foo if [v[>[xl, x£0,
i1 I )| <

L(xv)= [ i i<, a0, 1
0 if v=0, x=0, =———pgm——————m -— -— -— -—

+oo if v#£0, x=0.

_______ LS (5, ) L

RS RSy St (R
==
RN YR (R ——

gphL(0.) = {(0.0)} £
—x[! f(x,a) domL(x,-) |x] R
f(x,a) = a|x| oraz A =[-1,1],
B ) la| if x#0
l(x1 a) - L(x,f(x, a)) - { 0 lf x = 0
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Foo if [v[>[xl, x£0,
i1 I )| <

L(xv)= [ i i<, a0, 1
0 if v=0, x=0, =———pgm——————m -— -— -— -—

+oo if v#£0, x=0.

_______ LS (5, ) L

RS RSy St (R
==
RN YR (R ——

gphL(0.) = {(0.0)} £
—x[! f(x,a) domL(x,-) |x] R
f(x,a) = a|x| oraz A =[-1,1],
B ) la| if x#0
l(x1 a) - L(x,f(x, a)) - { 0 lf x = 0,

I(-,-) nie jest funkcja ciagla.
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Konstrukcja r acji Rampazzo-Frankowskicj

Problem zwiazany z konstrukcja RFS

Regularny hamiltonian z nieograniczonym lagrangianem )

Przyklad. Zdefiniujmy hamiltonian H : R x R — R wzorem

H(x,p) == { (VIpl = 1)? if  |ap| > 1,

0 if || <1

Hamiltonian ten spetnia (H1)-(H4) oraz (HLC). Lagrangian L := H* jest
dany wzorem
+oo if |v| = |x|, x #0,
v
Lo = | Trmr b <el x 20,
0 if v=0,x=0,
+00 if v#£0, x=0.

—-

Funkcja L(x, -) nie jest ograniczona na zbiorze domZL(x, -) = (—|x|, [x] )
dla kazdegox € R \ {0}. Zatem L(-, -) nie spetnia (TC).
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Konstrukcja reprezentacji Rampazzo-Frankowskiej-

P azany z konstrukcja RFS

Problem zwiazany z konstrukcja RFS

doo it v>xl, x40,

i vl<lxl, x50,

L(x,v)= =
’ 0 if v=0, x=0,

+oo if v3£0, x=0.

gphL(0,-)={(0,0)}

=
=

—|x|} Fy(x) :=|domL(x, -)

Czy w tym przypadku istnieje wiarygodna reprezentacja?
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Nowa konstrukcja reprezentacji

Warunek Konieczny

Ograniczono$¢ lagrangianu na dziedzinie efektywnej :

Istnieje A : [0,7] x R" — R t-mierzalne dla kazdego x € R”
oraz x-ciagte dla kazdego ¢ € [0, T] take, ze L(t,x,v) < A(t,x)
(NC) dlakazdychz € [0,T], x € R?, v € domL(z,x, -), ponadto dla
kazdego R > 0 istnieja funkcja kg i zbidr miary zero N takie, ze
[A(2, x) = A(1,y)| < kg (2)|x—y| dla kazdych ¢ € [0,T]\ Nk, x,y € Bg.
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Nowa konstrukcja reprezentacji

Warunek Konieczny

Ograniczono$¢ lagrangianu na dziedzinie efektywnej :

Istnieje A : [0,7] x R" — R t-mierzalne dla kazdego x € R”
oraz x-ciagte dla kazdego ¢ € [0, T] take, ze L(t,x,v) < A(t,x)
(NC) dlakazdychz € [0,T], x € R?, v € domL(z,x, -), ponadto dla
kazdego R > 0 istnieja funkcja kg i zbidr miary zero N takie, ze
[A(2, x) = A(1,y)| < kg (2)|x—y| dla kazdych ¢ € [0,T]\ Nk, x,y € Bg.

Twierdzenie (Misztela)

Niech A bedzie niepusty i zwarty. Zatézmy, ze f : [0,T] X R* x A — R”"
i 1:]0,7] x R" x A — R spetniajg (A1)-(A3). Jezeli H jest dane wzorem

H(trx?p) = Sg§{<pvf(tvxv a)> - l(t,x,a)},

to L := H* spetnia (NC) z tq samaq funkcjq kg oraz zbiorem N wystepujq-
cymi w zatozeniach (A1)-(A3). Ponadto ) jest ciqgte, jezeli f i | sq ciggte.
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Nowa konstrukcj ezentacji

Nowa konstrukcja reprezentacji

Niech multifunkcja Ef : [0, 7] X R* — R”" x R bedzie dana wzorem
EL(t,x) :={(v,n) e R" xR | L(t,x,v) <n}.

Zauwazmy, ze Ej (t,x) = epiL(t, x, -). Wczesniej RFS rozwazali
multifunkcje dana wzorem Fp (¢, x) := domL(z, x, ).
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Nowa konstrukcja reprezentacji

Nowa konstrukcja reprezentacji

Niech multifunkcja Ey : [0,7] x R" — R" x R bedzie dana wzorem
EL(t,x) :={(v,n) e R" xR | L(t,x,v) <n}.

Zauwazmy, ze Ej (t,x) = epiL(t, x, -). Wczesniej RFS rozwazali
multifunkcje dana wzorem Fp (¢, x) := domL(z, x, ).

Zatézmy, ze H spetnia (H1)-(H4) oraz (HLC). Jezeli L := H*, to
E (1, x) jest niepusty, domkniety i wypukty dla kazdychz€ [0, T], xe R”;

©

EL(t,-) jest multifunkcja dolnie pétciagta dla kazdego ¢ € [0, T1;
EL(t,-) jest multifunkcja o domknigtym wykresie dla kazdego € [0, T1;
E; (-, x) jest multifunkcja mierzalna dla kazdego x € R”;
H(EL(t,x),EL(t,y)) < 2kg(t)|x—y| dlakazdych t € [0, T|\Nx, x,y € Bg;
[[domZL(z,x,-)|| < c(2)(1 + |x|) dla dowolnych ¢ € [0, T], x € R".

e ¢ ¢ ¢ ¢
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ze zwartym zbiorem parametréw sterujacych
z niezwartym zbiorem parametréw sterujacych

Nowa konstrukcja reprezentacji tacji

Nowa konstrukcja reprezentacji

Twierdzenie (Misztela)

Zatozmy, ze Ey, spetnia powyzsze warunki. Niech M(t,x) bedzie t-mierzalna
dla kazdego x € R" oraz x-ciqgta dla kazdego t € [0, T]. Wowczas istnieje
funkcja e:[0,T] x R"x R — R, t-mierzalna, taka, ze

[EL(t,x) N Buy] C e(t,x,By) C e (t,x, R™") = E;(1,x),
dla kazdych t € [0,T], x € R". Ponadto e spetnia nastgpujacq nierdwnosé
le(t, x, @) —e(t,y, b)| < 5(n+1)[H(EL(1,x), EL(1,y)) +|M(t, x)a—M(1, y)b]],

dla kazdycht € [0,T), a,b € By, x,y € Bg, R > 0. Dodatkowo e jest ciqgta,
Jjezeli M jest ciqgta oraz E; ma domknigty wykres i jest dolnie potciqgta.
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Nowa reprezentacja ze zwartym zbiorem parametr6w steruj
Nowa reprezentacja z niezwartym zbiorem parametrow stert
Nowa konstrukcja reprezentacji Stabilno$¢ reprezentacji

Nowa reprezentacja ze zwartym zbiorem sterujacym

oo if [v]>[x], x40,
v i y
Lixv)= 2| it v, w2,
0 if v=0, x=0,
oo if v£0, x=0.

L(-,-) spelnia (NC) z A(-) = 1.
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Nowa reprezentacja ze zwartym zbiorem parametr6w steruj
Nowa reprezentacja z niezwartym zbiorem parametrow stert
Nowa konstrukcja reprezentacji Stabilno$¢ reprezentacji

Nowa reprezentacja ze zwartym zbiorem sterujacym

&:
1
i +oo if [v]>|x], x#£0,

L(xv)= 2| it v, w2,
0 if v=0, x=0,
oo if v£0, x=0.

gphL(x,-) C epiL(x,-) = EL(x)
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Nowa reprezentacja ze zwartym zbiorem parametréw sterujacycl
Nowa reprezentacja z niezwartym zbiorem parametrow steru
Nowa konstrukcja reprezentacji Stabilno$¢ reprezentacji

Nowa reprezentacja ze zwartym zbiorem sterujacym

: oo if [v]>[x], x40,
3 o
OQ' L(xv)= 2| it v, w2,
0 if v=0, x=0
+oo if v£0, x=0.

D
B, > a W

[EL(x) N Byy] C e(x,By) C EL(x)

usz Misztela Reprezentacja réwnania Hamiltona-Jacobiego



Nowa cja ze zwartym zbiorem parametréw ster
Nowa cja z niezwartym zbiorem parametréw st
Nowa konstrukcja reprezentacji Stabil zentacji

Nowa reprezentacja ze zwartym zbiorem sterujacym

oo if [v]>[x], x40,
v i y
OQ' L(xv)= 2| it v, w2,
0 if v=0, x=0
+oo if v£0, x=0.

B, > a W

1
I
1
’e

f(x,a) |x| i R

x
=

e(x,a) = (f(x,a),l(x,a))
[EL(x) N Byy] C e(x,By) C EL(x)
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Nowa reprezentacja ze zwartym zbiorem parametr6w
2 niezwartym zbiorem parametr6w s
Nowa konstrukcja reprezentacji

Nowa reprezentacja ze zwartym zbiorem sterujacym

oo if [v]>[x], x40,
v i y
OQ' L(xv)= 2| it v, w2,
0 if v=0, x=0
+oo if v£0, x=0.

B,>a

1
I
1
’e

f(x,a) |x| i R

x
=

e(x,a) = (f(x,a), I(x,a))
[EL(x) N By C e(x, B1) C E(x)
Czy tak skonstruowana tréjka (BB, f,[) jest reprezentacja H?

Arkadiusz Misztela Reprezentacja réwnania Hamiltona-Jacobiego



vartym zbiorem parar
Nowa konstrukcja reprezentacji

Nowa reprezentacja ze zwartym zbiorem sterujacym

: oo if [v]>[x], x40,
3 o
OQ' L(xv)= 2| it v, w2,
0 if v=0, x=0
+oo if v£0, x=0.

B, > a W

1
I
1
’e

f(x,a) |x| i R

x
=

e(x,a) = (f(x,a),l(x,a))
[EL(x) N Byy] C e(x,By) C EL(x)
(NC) = gphL(x,-) C [E(x) N By(y)]
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Nowa reprezentacja ze zwartym zbiorem parametréw sterujacych
Nowa reprezentacja z niezwartym zbiorem parametrow sterujacych
Nowa konstrukcja reprezentacji Stabilno$¢ reprezentacji

Nowa reprezentacja ze zwartym zbiorem sterujacym

: oo if [v]>[x], x40,
3 o
OQ' L(xv)= 2| it v, w2,
0 if v=0, x=0
+oo if v£0, x=0.

o)
B, > a W

1
I
1
’e

f(x,a) |x| i R

x
=

e(x,a) = (f(x,a),l(x,a))
gphL(x,-) C e(x,B;) C EL(x)
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ze zwartym zbiorem parametrow st
2 niezwartym zbiorem parametréw
Nowa konstrukcja reprezentacji

Nowa reprezentacja ze zwartym zbiorem sterujacym

oo if [v]>[x], x40,
v i y
Lixv)= 2| it v, w2,
0 if v=0, x=0,
oo if v£0, x=0.

ki fea) xi R

Twierdzenie (Misztela)

Zatozmy, ze H(t,x, ) jest wypukte. Niech gphL(t, x,-) C e(t,x,A) C E(t,x)
oraz L := H*. Jezeli e(t,x,a) = (f(t,x,a),l(t,x,a)) dla kazdego a € A, to
tréjka (A, f, 1) jest reprezentacjq H. Ponadto f(t,x,A) = domL(t,x, -).
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ja ze zwartym zbiorem parametréw sterujacych
a2 niezwz artym zbiorem parametréw sterujacych

Nowa reprezentacja ze zwartym zbiorem sterujacym

Twierdzenie (Misztela)

Zatozmy, ze (H1)-(H4), (HLC) i (NC) zachodzq. Wowczas istniejq funkcje
F:[0,T]xR"xA — R" oraz 1:[0,T] x R" XA — R, t-mierzalne, ze zbiorem
sterujqcym A:=IBy CR"™!, takie, 7e dla dowolnych t € [0,T], x,p € R"

H(t,x,p) = asgﬂpyf(l,x, a)) —l(t,x,a)}
oraz f(t,x,A) = domH™*(t, x, -). Ponadto zachodzq warunki:

Q Dla kazdego R > 0 oraz dowolnycht € [0,T] \ Ng, x,y € Bg, a,b € A
(3, a)— (1,3, )| < 1000+ 1) (6ke(e) +M(1)+ 1) (b1 + la—b)
it x,a) — 1(,y,b)| < 10(n+1)(6kr()+M (1) +1) (Jx—y|+]a—b])
gdzie M(t) := |\(z,0)|+|H(2,0,0)|+c(2)(2+R).

Q [f(t,x,a)| < c(t)(1 + |x|) dla dowolnycht € [0,T], x € R", a € A.

@ Jezeli H, \(-,-), c(-) sq ciagle, to rowniez f, 1 takie sq.

W szczegdlnosci tréjka (A, f, 1) jest wiarygodnq reprezentacjq H.
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ja ze zwartym zbiorem parametréw sterujacych
a2 niezwz artym zbiorem parametréw sterujacych

Nowa reprezentacja ze zwartym zbiorem sterujacym

Wr6¢my do przyktadu H : R x R — R danego wzorem

H(x,p) := max{|p||x| — 1,0}.

Hamiltonian ten spetnia (H1)-(H4) oraz (HLC). Ponadto L := H* spetnia
(NC) z funkcja A(-) =

@ RFS konstrukcja reprezentacji (A, f,[) tego hamiltonianu prowadzi do
zbioru sterujacego A = [—1, 1] oraz funkcji:

f(xv a) = a|x|, l(xv a) = L(xaf(xv a)) = {

gdzie [ jest nieciagle.

la| if x=#0
0 if x=0,

© Nasza konstrukcja reprezentacp (A,f, ) tego hamiltonianu prowadzi do
zbioru sterujacego A = [—1, 1] x [—1, 1] oraz functions:

fx,a1,a2) = ai x|, l(x,a1,a2) = |ai| + |aa|(1 — |a1]),

ktére spetniaja warunek Lipachitza.
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Nowa reprezentacja ze zbiorem parametréw sterujacych
Nowa reprezent i 'm zbiorem parametr6w sterujacycl
Nowa konstrukcja reprezentacji StabilnoS¢ repre j

wa reprezentacja z niezwartym zbiorem sterujacym

1 1
too if |v[Zx], x#0,
1 9 1 Iv] .
$ £ 0
1 Vo L(xy)={ TI=pT v <l|x|, x#0,

0 if v=0, x=0,
+oo if vz£0, x=0.
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Nowa reprezentacja ze zbiorem parametréw sterujacych
Nowa reprezentacja z niezwartym zbiorem parametréw sterujacycl
Nowa konstrukcja reprezentacji Stabilnosé reprezentacii

Nowa reprezentacja z niezwartym zbiorem sterujacym

N oo v| > x|, x£0,
\%\ ! \ N +M .r VI 12l x£0
© i \ U L =4 F=pr £ <kl =0,
0 if v=0, x=0,
A 9 a +oo if v#£0, x=0.
]Rn+1
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Nowa konstrukcja reprezentacji

Nowa reprezentacja ze zwartym zbiorem parametrow sterujacych

Stabilnos¢ reprezentacji

Nowa reprezentacja z niezwartym zbiorem sterujacym

&

ADa
I
Rn+1

3

A\

+
8

i (v xl, x40,

£ || <|x], x£0,
v=0, x=0,

1
1 L(x,v)=< =11

)
B

+oo if vz£0, x=0.

flx,a)

e(x,a) = (f(x,a),1(x,a))
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Nowa konstrukcja reprezentacji

Nowa reprezentacja z niezwartym zbiorem sterujacym

it 314, 5520,
1 v .
— iy <x], x£0,
L(xy)={ T=pr 1 PI<l
if v=0, x=0,
+oo if v3£0, x=0.

oS
W
Q
0@
J
_ +
°_=3

—|x] | f(x,a) x| R

e(x,a) = (f(x,a),l(x,a))
gphL(x,-) C e(x,R"!) = E(x)
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Nowa konstrukcja reprezentacji

Nowa reprezentacja z niezwartym zbiorem sterujacym

it 314, 5520,
1 v .
— iy <x], x£0,
L(xy)={ T=pr 1 PI<l
if v=0, x=0,
+oo if v3£0, x=0.

oS
W
Q
0@
J
_ +
°_=3

—|x] | f(x,a) x| R

e(x,a) = (f(x,a),l(x,a))
gphL(x,-) C e(x, R™*!) = E;(x)
Trojka (A, f, 1) jest reprezentacja H
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zwartym zbiorem parametréw ste y
niezwartym zbiorem parametréw sterujacych
cji Stabi ji

Nowa reprezentacja z niezwartym zbiorem sterujacym

Twierdzenie (Misztela)

Zatozmy, Ze (H1)-(H3) oraz (HLC) zachodzq. Wowczas istniejq funkcje
F:[0,T]xR*xA — R" oraz I: [0,T] x R" xA — R, t-mierzalne, ze zbiorem
sterujqcym A:= R"*1, takie, ze dla dowolnych t € [0,T), x,p € R”

H(t,x,p) = 525“"”0(”’ a)) —I(t,x,a)}
oraz f(t,x,A) = domH*(t,x, -). Ponadto zachodzq warunki:
@ Dla kazdego R > 0 oraz dowolnycht € [0,T] \ Nk, x,y € Bg, a,b € A
(1, %,0)—F(t,3,B)] < 10(n-+ 1)ka(r)(|x—|+]a—b])
(1, x,0) — 12, v, b)| < 10(n-+1)k(t) (x—y| +1a—b]).
Q [(t,x,a) > —|H(t,x,0)| dla dowolnych t € [0,T], x € R", a € A.

Q Jezeli (H4) zachodz, to | f(t,x,a)| < c(t)(1 + |x|) dia dowolnych
t€[0,T], x e R", a € A.

Q Jezeli H jest ciqgte, to rowniez f, 1 takie sq.

W szczegdlnosci trojka (A, f, 1) jest wiarygodna reprezentacjq H.
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acja ze zwartym zbiorem parametrow sterujacych
acja z niezwartym zbiorem parametréw sterujacych
Nowa konstrukcja reprezentacji a ‘eprezentacji

StabilnosS¢ reprezentacji

Twierdzenie (Misztela)

Niech H,H : [0,T] x R" x R" — R, i € N spetniajq (H1)-(H4), (HLC).
Zatozmy, ze (NC) zachodzi. Rozwazmy reprezentacje (By, f;, I;) oraz (By, f, 1)
hamiltonianow H; oraz H definiowanych jak w dowodzie twierdzenia o repre-
zentacji. Jezeli H;(t, -, -) oraz \i(t, -) zbiegaja jednostajnie na zbiorach zwar-
tych do H(t,-,-) oraz A(t,-), ponadto ¢;(t) — ¢(t) dla kazdego t € [0,T],
to fi(t,-, ) zbiegajq do f(t,-,-) oraz li(t,-, ) zbiegaja do I(t, -, -) na zbiorach
zwartych z R" x B, dla kazdego t € [0, T).
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Stabilnos¢ reprezentacji

Twierdzenie (Misztela)

Niech H,H : [0,T] x R" x R" — R, i € N spetniajq (H1)-(H4), (HLC).
Zatozmy, ze (NC) zachodzi. Rozwazmy reprezentacje (By, f;, I;) oraz (By, f, 1)
hamiltonianow H; oraz H definiowanych jak w dowodzie twierdzenia o repre-
zentacji. Jezeli H;(t, -, -) oraz \i(t, -) zbiegaja jednostajnie na zbiorach zwar-
tych do H(t,-,-) oraz A(t,-), ponadto ¢;(t) — ¢(t) dla kazdego t € [0,T],
to fi(t,-, ) zbiegajq do f(t,-,-) oraz li(t,-, ) zbiegaja do I(t, -, -) na zbiorach
zwartych z R" x B, dla kazdego t € [0, T).

| \

Twierdzenie (Misztela)

Niech Hi,H : [0,7] x R" x R" — R, i € IN spetniajq (H1)-(H4) oraz
(HLC). Rozwazmy reprezentacje (R" ! f,, ;) oraz (R™*! f, 1) hamiltonianéw
H; oraz H definiowanych jak w dowodzie twierdzenia o reprezentacji. Jezeli
Hi(t,-, ) zbiegajq jednostajnie na zbiorach zwartych do H(t, -, -) dla kazdego
t € [0,T), to fi(t,-,-) zbiegaja do f(t,-, -) oraz I;(t,-, -) zbiegaja do I(t, -, ) na
zbiorach zwartych z R" x R"! dla kazdego t € [0, T).

-

Arkadiusz Misztela Reprezentacja réwnania Hamiltona-Jacobiego



Nowa reprezentacja ze zwartym zbiorem parametrow sterujacych

Nowa reprezentacja z niezwartym zbiorem parametréw sterujacych

Nowa konstrukcja reprezentacji Stabilnosé reprezentacj

Dzi¢kuje za uwage!

iusz Mi:

tela Reprezentacja réwnania Hamiltona-Jacobiego
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