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Wst¦p
W referacie tym zajmowa¢ si¦ b¦dziemy zjawiskiem dyfuzji (w 1D) wilgoci w
materiaªach budowlanych (np. cegªa krzemionkowa lub ceramiczna).

� Oznaczamy przez u(x , t) koncentracj¦
wilgoci w punkcie x i czasie t.

� Interesuj¡ nas nast¦puj¡ce warunki:

u(0, t) = C , u(x , 0) = 0.

� Samopodobie«stwo - charakterystyczna
cecha dyfuzji w naszym eksperymencie.
Wilgotno±¢ u(x , t) dla ró»nych czasów
mo»emy narysowa¢ na jednej krzywej [1]:

u(x , t) = U(η), η = x/
√
t,

dla U(0) = C i U(∞) = 0.
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Natura jest przewrotna (a przez to bardzo ciekawa)!

� Okazuje si¦, »e nie wiadomo dlaczego, ale dyfuzja nie zawsze przebiega
w sposób, do którego przywykli±my.

� W licznych eksperymentach (np. [2-4]) skalowanie η = x/t1/2 (tzw.
transformacja Boltzmanna) nie zostaªo zaobserwowane.

� Bardziej odpowiednie okazuje si¦ samopodobie«stwo dyfuzji anomalnej

(rysunek z [2])

u(x , t) = U(η), η = x/tα/2, 0 < α < 2.
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Jak to opisa¢ matematycznie?

� Standardowe równanie dyfuzji nie dziaªa: dla naszych warunków
brzegowych daje skalowanie x/

√
t.

� W [2,4] zaproponowano nast¦puj¡c¡ mody�kacj¦ równania
konstytutywnego okre±laj¡cego strumie«

q = −D(u)

(
∂u

∂x

) 1
α−1

.

Rezultat: bardzo skomplikowane równania i ±redniej wielko±ci bª¦dy
dopasowania.

� Bardziej odpowiednie okazaªo si¦ zamodelowanie tego procesu równaniem
z pochodn¡ uªamkow¡ (zob. [5-7])

∂αu

∂tα
=

∂

∂x

(
D(u)

∂u

∂x

)
.

Otrzymujemy wtedy upragnione skalowanie x/tα/2 a bª¦dy dopasowania
rozwi¡zania do danych s¡ bardzo maªe.
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Pochodna uªamkowa!?
� B¦dziemy stosowa« nast¦puj¡c¡ wersj¦ pochodnej rz¦du dowolnego

(niekoniecznie α jest uªamkiem).

� Pochodn¡ uªamkow¡ Riemanna-Liouville'a rz¦du α wzgl¦dem czasu z
funkcji u de�niujemy nast¦puj¡cym wzorem

∂αu

∂tα
(x , t) =

1

Γ(n − α)

∂n

∂xn

∫ t

0

(t − s)n−α−1u(x , s)ds,

gdzie n = [α] + 1.

� Pochodna ta ma wªasno±ci jakich nale»aªoby oczekiwa¢ po uogólnieniu
standardowego operatora ró»niczkowania, np.

dα

dxα
xβ =

Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
xβ−α

dla β > −1. Dodatkowo wszelkie wªasno±ci pochodnej rz¦du caªkowitego
s¡ zachowane, gdy α→ k , k ∈ Z.
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Czy mo»emy powiedzie¢ co± analitycznie zamiast
numerycznie?

� Wszystkie rezultaty dotycz¡ce dyfuzji anomalnej w o±rodku porowatym
otrzymane przez ró»nych Autorów sprowadzaj¡ si¦ jedynie do
numerycznego rozwi¡zania równania uªamkowego (co wcale nie jest
trywialne).

� Udaªo si¦ nam odnale¹¢ przybli»enia rozwi¡zania równania dyfuzji
anomalnej w bardzo prostej, analitycznej postaci.

[10] �.Pªociniczak, Analytical studies of a time-fractional porous medium equation.

Derivation, approximation and applications, Communications in Nonlinear Science and
Numerical Simulation 24 (1�3) (2015), 169-183.
[9] �.Pªociniczak, Approximation of the Erdelyi-Kober fractional operator with

application to the time-fractional porous medium equation, SIAM Journal of Applied
Mathematics 74(4) (2014), 1219�1237.

[8] �.Pªociniczak, H.Okrasi«ska-Pªociniczak, Approximate self-similar solutions to a

nonlinear di�usion equation with time-fractional derivative, Physica D 261 (2013),

85�91.
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Zarys metody
� Model: równanie dyfuzji z pochodn¡ uªamkow¡, dyfuzyjno±¢

D(u) = D0u
m (od razu wprowadzamy odpowiedni¡ skal¦ czasow¡)

∂αu

∂tα
(x , t) =

∂

∂x

(
um(x , t)

∂u

∂x
(x , t)

)
, 0 < α < 1,

z warunkami u(0, t) = 1, u(x , 0) = 0. Uwaga: Przy takich warunkach
nie ma znaczenia czy u»ywamy pochodn¡ R-L czy Caputo.

� Szukamy rozwi¡zania samopodobnego u(x , t) = U(η), gdzie η = x/tα/2.
Otrzymujemy zwyczajne równanie caªkowo-ró»niczkowe

d

dη

(
Um(η)

d

dη
U(η)

)
=

[
(1− α)− α

2
η
d

dη

]
I 0,1−α− 2

α

U(η),

z warunkami U(0) = 1 oraz U(∞) = 0, gdzie wyst¦puje opeartor
Erdelyi-Kobera

I a,bc U(η) :=
1

Γ(b)

∫ 1

0

(1− z)b−1zaU(ηz
1
c )dz .
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Zarys metody c.d.

� Twierdzenie
Dla U analitycznej oraz a > −1, b > 0, c > 0 mamy nast¦puj¡ce rozwini¦cie

I a,bc U(η) =
∞∑
k=0

λkU
(k)(η)

ηk

k!
,

gdzie λk =
∑k

j=0

(
k
j

)
(−1)k−j

Γ(a+ j
c +1)

Γ(a+b+ j
c +1)

. Ponadto, zachodzi poni»sze

rozwini¦cie asymptotyczne, gdy k →∞

λk ∼ (−1)k
c

Γ(b)

∞∑
n=0

(
b − 1

n

)
(−1)nΓ (c(a + n + 1))

(
1

k

)c(a+n+1)

.

� Powy»sze szeregi zbiegaj¡ bardzo szybko, zwªaszcza dla η bliskich 0.
Wykorzystajmy ten fakt!
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Zarys metody c.d.

� Nawet jak funkcja U nie jest analityczna, to mo»emy s¡dzi¢, »e pierwsze
wyrazy w rozwini¦ciu w szereg operatora E-K dadz¡ dobre przybli»enie.

� Zastosujmy to przybli»enie do naszego gªównego równania. Otrzymamy
wtedy

(UmU ′)′ =
1

Γ(1− α)
U −

(α
2
λ0 − λ1

)
ηU ′,

Ju» jest lepiej: równanie zwyczajne, chocia» nieliniowe.

� Kieruj¡c si¦ intuicj¡ oraz wcze±niejszymi wynikami z sytuacji klasycznej
mo»emy spodziewa¢ si¦, »e istnieje takie η∗, »e U(η∗) = 0.

� Warunki: U(0) = 1 oraz U(η∗) = 0.

� Problem: nie znamy η∗, zatem mamy do rozwi¡zania problem ze
swobodnym brzegiem.
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Zarys metody c.d.

� Wykorzystamy metod¦ zaproponowan¡ w [10]: podstawmy

U(η) =
(
m(η∗)2y(z)

) 1
m , z = 1− η

η∗
.

� Równanie przyjmuje posta¢

1

m
y ′2 + yy ′′ =

1

Γ(1− α)
y +

1

m

α

2Γ(2− α)
(1− z)y ′.

z warunkami pocz¡tkowymi y(0) = 0 y ′(0) = α
2Γ(2−α) .

� Warunek na pochodn¡ otrzymujemy z postaci równania.

� Znaj¡c y mo»na bardzo ªatwo otrzyma¢ poªo»enie frontu:
η∗ = 1/

√
my(1).

� Okazuje si¦, »e szereg Taylora dla y zbiega bardzo szybko.
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Zarys metody c.d.
� Bior¡c kilka pierwszych wyrazów w rozwini¦ciu Taylora dla

y(z) =
∑∞

i=1 aiz
i oraz powracaj¡c do oryginalnej zmiennej otrzymujemy

U1(η) = (1− η/η∗1)
1
m

U2(η) = ((1− η/η∗2) (1−ma2η
∗
2η))

1
m ,
,

gdzie ai mo»na wyliczy¢, np. a1 = y ′(0) = α
2
λ0 − λ1. Pozostaªe ai s¡

bardziej skomplikowane.
� Dodatkowo mo»emy policzy¢ skumulowany zasób wodny

Ii (t) :=

∫ ∞
0

ui (x , t)dx =

∫ ∞
0

Ui

( x

t
α
2

)
dx = t

α
2

∫ η∗

0

Ui (η)dη.

Otrzymujemy

I1(t) =
m

m + 1
η∗1t

α
2 ,

I2(t) =
m

m + 1
η∗2 2F1

(
− 1

m
, 1; 2 +

1

m
;

a2
a1 + a2

)
t

α
2 .
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Wyniki numeryczne
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Rysunek: Po lewej: poªo»enie frontu η∗(t) (zyg-zag) oraz przybli»enie
η∗3 (t) = η∗3 t

α/2 (linia gªadka). Po prawej: skumulowana wilgotno±¢ (linia ci¡gªa)
oraz przybli»enia I1 (linia przerywana) i I2 (linia przerywana z kropkami). Tutaj
α = 0.95 and m = 2.
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Wyniki numeryczne c.d.
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Rysunek: Dopasowanie U3 z danymi eksperymentalnymi z [2]. Po lewej: pro�l
samopodobny; po prawej: ewolucja czasowa. Tutaj α = 0.855, C = 0.71 m3/m3,
m = 6.98, D0 = 5.36 mm/s0.855.
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Problemy odwrotne
� W zastosowaniach mo»liwy jest pomiar U. Czy jest mo»liwo±¢ zbadania

w ten sposób wªasno±ci materiaªowych o±rodka?
� Wielko±ci¡, która zawiera w sobie potrzebne informacje jest D(U)
� Mamy zatem problem odwrotny: z wiedzy o U wyznaczy¢ D(U).

De�nicja

Problem matematyczny (na przykªad równanie ró»niczkowe) jest nazywany
dobrze postawionym je»eli speªnia poni»sze warunki

� ma rozwi¡zanie,

� rozwi¡zanie jest jedyne,

� maªa zmiana w danych wej±ciowych powoduje maªe zmiany na wyj±ciu
(stabilno±¢).

Je±li problem nie jest dobrze postawiony to mówimy, »e jest ¹le postawiony.
Problemy odwrotne cz¦sto wªa±nie takie s¡.

[11] �.Pªociniczak, Di�usivity identi�cation in a nonlinear time-fractional di�usion

equation, Fractional Calculus and Applied Analysis 19(4) (2016), pp. 883-866.
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Identy�kacja dyfuzyjno±ci

� Istnienie i jednoznaczno±¢ (z dokªadno±ci¡ do staªej Ds) - ªatwe
caªkowanie

D(U(η)) =
1

U ′(η)

[
DsU

′(0) +
(
1− α

2

)∫ η

0

FαU(z)dz − α

2
ηFαU(η)

]
.

� A co ze stabilno±ci¡ oraz kosztem obliczeniowym?

� Koszt mo»e zosta¢ obni»ony stosuj¡c przybli»enie (wcze±niejsze wyniki)

D̃(U(η)) =
1

U ′(η)
[DsU

′(0)

+

(
1

Γ(1− α)
+

α

2Γ(2− α)

)∫ η

0

U(z)dz − α

2Γ(2− α)
ηU(η)

]
.

Jak widzimy, ten wzór nie wymaga podwójnego caªkowania (du»o ta«sze
obliczenia)
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Gªówne rezultaty

De�nicja

Niech η0 > 0. Wtedy norma supremum funkcji U : [0,∞]→ R jest
zde�niowana wzorem ‖U‖∞,η0 := supη∈[0,η0] |U(η)|.

De�nicja

Funkcja U : [0,∞]→ [0,∞] jest dopuszczalna je±li jest ograniczona razem
ze swoj¡ pierwsz¡ pochodn¡, niemalej¡ca oraz znikaj¡ca w niesko«czono±ci.

Twierdzenie
Niech U b¦dzie dopuszczalna. Ustalmy η0 > 0 takie, »e
Eη0 := supη∈[0,η0] |η/U ′(η)| jest sko«czone. Mamy wtedy∥∥∥D(U)− D̃(U)

∥∥∥
∞,η0

≤ Eη0 (2A(α) ‖U‖∞ + B(α)η0 ‖U ′‖∞) ,

gdzie A(α) oraz B(α) s¡ jawnie znane oraz O(1− α) gdy α→ 1.
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Gªówne wyniki. Regularyzacja

� Ró»niczkowanie nie jest stabiln¡ operacj¡ dlatego musimy zregularyzowa¢
wzór na D.

� Niech Uδ b¦dzie wilgotno±ci¡ zmierzon¡ z bª¦dem, to jest∥∥U − Uδ
∥∥
∞ ≤ δ.

� Wprowad¹my strategi¦ regularyzacyjn¡ dla U ′ (na przykªad ró»nic¦
sko«czon¡) ∥∥U ′ − (Uδ)′h

∥∥
∞ ≤ R(h, δ),

dla której istnieje takie h0 = h0(δ), »e R(h0(δ), δ)→ 0 kiedy δ → 0.

Ponadto,
(
Uδ
)′
h
jest stabilnym operatorem dla ka»dego h > 0.
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Gªówne rezultaty. Regularyzacja

Twierdzenie
Niech Dh b¦dzie rodzin¡ operatorów regularyzacyjnych dla dyfuzyjno±ci oraz
ustalmy η0 > 0. Wtedy dla U ∈ X takie, »e istnieje ε > 0 o wªasno±ci
ε ≤ infη∈[0,η0] |U ′(η)| <∞ mamy

∥∥D(U)− Dh(Uδ)
∥∥
∞,η0

≤ 1

ε

[
Ds

(
1 +

R(h, δ) + ‖U ′‖∞
ε

)
R(h, δ)

+
η0

Γ(2− α)

(
δ +

δ + ‖U‖∞
ε

R(h, δ)

)]
.

Twierdzenie
Niech speªnione b¦d¡ zaªo»enia powy»szego twierdzenia. Je±li strategia
regularyzacyjna jest taka, »e R(h0(δ), δ) = O(δµ) dla δ → 0 wtedy∥∥D(U)− Dh(Uδ)

∥∥
∞,η0

= O(δµ) gdy δ → 0.

18 / 19



Bibliogra�a

1. L. Pel, K. Kopinga, G. Bertram and G. Lang, Water absorption in a �red-clay brick

observed by NMR scanning, J. Phys. D.: Appl. Phys. 28 (1995) 675�680.

2. Abd El-Ghany, El Abd and J.J. Milczarek, Neutron radiography study of water

absorption in porous building materials: anomalous di�usion analysis, J. Phys. D.:
Appl. Phys. 37 (2004) 2305�2313.

3. S.C. Taylor, W.D. Ho�, M.A. Wilson and K.M. Green, Anomalous water transport

properties of Portland and blended cement-based materials, J. Mater. Sci. Lett. 18
(1999) 1925�27.

4. M.Kuntz and P.Lavallee, Experimental evidence and theoretical analysis of anomalous

di�usion during water in�ltration in porous building materials, J. Phys. D: Appl. Phys.
34 (2001), 2547-2554

5. E. Gerolymatou, I.Vardoulakis and R.Hilfer, Modelling in�ltration by means of a

nonlinear fractional di�usion model, J. Phys. D: Appl. Phys. 39 (2006), 4104�4110.

6. D.N. Gerasimov, V.A. Kondratieva and O.A. Sinkevich, An anomalous non-self-similar

in�ltration and fractional di�usion equation, Physica D 239 (2010) 1593�1597.

7. Y. Pachepsky, D. Timlin and W. Rawls, Generalized Richard's equation to simulate

water transport in unsaturated soils, J. Hydrol. (2003) 2723�13

8. J.R. King, Approximate solutions to a nonlinear di�usion equation, Journal of
Engineering Mathematics 22: 53-72 (1988)

19 / 19


