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Wstep
W referacie tym zajmowac sie bedziemy zjawiskiem dyfuzji (w 1D) wilgoci w
materiatach budowlanych (np. cegta krzemionkowa lub ceramiczna).
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m Oznaczamy przez u(x, t) koncentracje
wilgoci w punkcie x i czasie t.

® |nteresuja nas nastepujace warunki:

u(0,t)=C, u(x,0)=0.
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materiatach budowlanych (np. cegta krzemionkowa lub ceramiczna).
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wilgoci w punkcie x i czasie t.

0.30

® |nteresuja nas nastepujace warunki:

u(0,t)=C, u(x,0)=0.

= Samopodobienstwo - charakterystyczna
cecha dyfuzji w naszym eksperymencie.
Wilgotno$¢ u(x, t) dla réznych czaséw
mozemy narysowac na jednej krzywej [1]:

U(X7 t) = U(77), n:X/\/?v
dla U(O) =Ci U(OO) =0. x 12 {mm 5-112)
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Natura jest przewrotna (a przez to bardzo ciekawa)!
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Natura jest przewrotna (a przez to bardzo ciekawa)!

® QOkazuje sie, ze nie wiadomo dlaczego, ale dyfuzja nie zawsze przebiega
w sposéb, do ktérego przywyklismy.

= W licznych eksperymentach (np. [2-4]) skalowanie 1 = x/t/2 (tzw.
transformacja Boltzmanna) nie zostato zaobserwowane.
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® QOkazuje sie, ze nie wiadomo dlaczego, ale dyfuzja nie zawsze przebiega
w sposéb, do ktérego przywyklismy.

= W licznych eksperymentach (np. [2-4]) skalowanie 1 = x/t/2 (tzw.
transformacja Boltzmanna) nie zostato zaobserwowane.

® Bardziej odpowiednie okazuje sie samopodobienstwo dyfuzji anomalnej

(rysunek z [2])
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Jak to opisa¢ matematycznie?
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m Standardowe réwnanie dyfuzji nie dziata: dla naszych warunkéw
brzegowych daje skalowanie x/+/t.
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m Standardowe réwnanie dyfuzji nie dziata: dla naszych warunkéw
brzegowych daje skalowanie x/+/t.

m W [2,4] zaproponowano nastepujaca modyfikacje réwnania
konstytutywnego okreslajacego strumien

9= -0 (%)

Rezultat: bardzo skomplikowane réwnania i $redniej wielkosci btedy
dopasowania.
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Jak to opisa¢ matematycznie?

m Standardowe réwnanie dyfuzji nie dziata: dla naszych warunkéw
brzegowych daje skalowanie x/+/t.

m W [2,4] zaproponowano nastepujaca modyfikacje réwnania
konstytutywnego okreslajacego strumien

9= -0 (%)

Rezultat: bardzo skomplikowane réwnania i $redniej wielkosci btedy
dopasowania.

® Bardziej odpowiednie okazato sie zamodelowanie tego procesu réwnaniem
z pochodna utamkowa (zob. [5-7])

0%u 0 Oou
—=— | D(u)=— ).
ot~ ox < (”)ax>
Otrzymujemy wtedy upragnione skalowanie x/t*/? a btedy dopasowania

rozwigzania do danych s3 bardzo mate.
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Pochodna utamkowal!?

® Bedziemy stosowan nastepujaca wersje pochodnej rzedu dowolnego
(niekoniecznie « jest utamkiem).

= Pochodna utamkowa Riemanna-Liouville’a rzedu o wzgledem czasu z
funkcji u definiujemy nastepujacym wzorem

9°u 1 ot R
a?(X,t)—maxn/o (t—S) l.I(X,S)dS7

gdzie n = [a] + 1.

® Pochodna ta ma wtasnosci jakich nalezatoby oczekiwa¢ po uogdlnieniu
standardowego operatora rézniczkowania, np.

d* 5 T(B+1) 4.
dxe _F(ﬁ—a—i—l)x

dla 8 > —1. Dodatkowo wszelkie wtasnosci pochodnej rzedu catkowitego
sa zachowane, gdy a — k, k € Z.
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Czy mozemy powiedzie¢ co$ analitycznie zamiast
numerycznie?

m \Wszystkie rezultaty dotyczace dyfuzji anomalnej w osrodku porowatym
otrzymane przez réznych Autoréw sprowadzaja sie jedynie do
numerycznego rozwigzania réwnania utamkowego (co wcale nie jest
trywialne).

m Udato sie nam odnalez¢ przyblizenia rozwiazania réwnania dyfuzji
anomalnej w bardzo prostej, analitycznej postaci.

[10] £.Ptociniczak, Analytical studies of a time-fractional porous medium equation.
Derivation, approximation and applications, Communications in Nonlinear Science and
Numerical Simulation 24 (1-3) (2015), 169-183.

[9] t.Ptociniczak, Approximation of the Erdelyi-Kober fractional operator with
application to the time-fractional porous medium equation, SIAM Journal of Applied
Mathematics 74(4) (2014), 1219-1237.

[8] L.Ptociniczak, H.Okrasinska-Ptociniczak, Approximate self-similar solutions to a
nonlinear diffusion equation with time-fractional derivative, Physica D 261 (2013),
85-91.

6/ 19



Zarys metody

® Model: réwnanie dyfuzji z pochodng utamkowa, dyfuzyjnos¢
D(u) = Dyu™ (od razu wprowadzamy odpowiednia skale czasowa)

0%u o [ . Jdu
a?(X,t):a (U (X,t)a(X,t)), 0<ax<l,

z warunkami u(0, t) = 1, u(x,0) = 0. Uwaga: Przy takich warunkach
nie ma znaczenia czy uzywamy pochodng R-L czy Caputo.
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® Model: réwnanie dyfuzji z pochodng utamkowa, dyfuzyjnos¢
D(u) = Dyu™ (od razu wprowadzamy odpowiednia skale czasowa)
0%u o ( . Jdu
a?(X,t)—a <U (X,t)a(X,t)), 0<ax<l,

z warunkami u(0, t) = 1, u(x,0) = 0. Uwaga: Przy takich warunkach
nie ma znaczenia czy uzywamy pochodng R-L czy Caputo.

= Szukamy rozwiazania samopodobnego u(x, t) = U(n), gdzie n = x/t*/2.
Otrzymujemy zwyczajne réwnanie catkowo-rézniczkowe

d d a d 0.1—cx
L ume) 1- 210l ,
S (rwium) = a-a- ] e
z warunkami U(0) = 1 oraz U(o0) = 0, gdzie wystepuje opeartor
Erdelyi-Kobera
Ia b 1 _ b 1 22U % dz.
U = i [ - 92Utz
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Zarys metody c.d.

= Twierdzenie
Dla U analitycznej oraz a > —1, b > 0, ¢ > 0 mamy nastepujace rozwiniecie

12PU(n) = Z)\kU(k) ﬂ)kla

i
gdzie A\ = ZJ" o ( )(— 1)#1%. Ponadto, zachodzi ponizsze

rozwiniecie asymptotyczne, gdy k — oo

e~ (= —bi< _1> (c(a+n+1))<ll()c(a+n+l).
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= Twierdzenie
Dla U analitycznej oraz a > —1, b > 0, ¢ > 0 mamy nastepujace rozwiniecie

12PU(n) = Z)\kU(k) ﬂ)kla

i
gdzie A\ = ZJ" o ( )(— 1)#1%. Ponadto, zachodzi ponizsze

rozwiniecie asymptotyczne, gdy k — oo
c 1 c(a+n+1)
—1)* 1 .
Ak ) Z( ) "T(c(a+n+ ))<k)

B Powyzsze szeregi zbiegaja bardzo szybko, zwtaszcza dla 7 bliskich 0.
Wykorzystajmy ten fakt!
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Zarys metody c.d.

® Nawet jak funkcja U nie jest analityczna, to mozemy sadzi¢, ze pierwsze
wyrazy w rozwinieciu w szereg operatora E-K dadza dobre przyblizenie.
® Zastosujmy to przyblizenie do naszego gtéwnego réwnania. Otrzymamy

wtedy
1

rN1-a)

Juz jest lepiej: réwnanie zwyczajne, chociaz nieliniowe.

(umury = U= (Fh— M)V,
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Juz jest lepiej: réwnanie zwyczajne, chociaz nieliniowe.
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Zarys metody c.d.

® Nawet jak funkcja U nie jest analityczna, to mozemy sadzi¢, ze pierwsze
wyrazy w rozwinieciu w szereg operatora E-K dadza dobre przyblizenie.
® Zastosujmy to przyblizenie do naszego gtéwnego réwnania. Otrzymamy

wtedy
1

rN1-a)

Juz jest lepiej: réwnanie zwyczajne, chociaz nieliniowe.

(umU'y = U= (Fh— M)V,

m Kierujac sie intuicja oraz wcze$niejszymi wynikami z sytuacji klasycznej
mozemy spodziewac sig, ze istnieje takie 1*, ze U(n*) = 0.

® Warunki: U(0) =1 oraz U(n*) = 0.

= Problem: nie znamy n*, zatem mamy do rozwigzania problem ze
swobodnym brzegiem.
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Zarys metody c.d.

® Wykorzystamy metode zaproponowang w [10]: podstawmy

Un) = (m("2y(2))™, z=1- a3
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U(n) = (m(n*)Py(2))", z=1- L.

77*
= Réwnanie przyjmuje postaé
1 12 1 1 1 @ !
l - l 1-z)y.
m” +tyy ra —a)y+ m2r(2—a)( 2)y
z warunkami poczatkowymi y(0) =0 y’(0) = o)
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Zarys metody c.d.

® Wykorzystamy metode zaproponowang w [10]: podstawmy

* = n
U(n) = (m(n*)’y(2))", z=1- el
= Réwnanie przyjmuje postaé
1 12 1 1 1 @ !
il = — 1-— .
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z warunkami poczatkowymi y(0) =0 y’(0) = o)
= Warunek na pochodng otrzymujemy z postaci réwnania.
® Znajac y mozna bardzo fatwo otrzymac potozenie frontu:

n*=1/y/my(1).
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Zarys metody c.d.

® Wykorzystamy metode zaproponowang w [10]: podstawmy

* = n
U(n) = (m(n*)’y(2))", z=1- el
= Réwnanie przyjmuje postaé
1 12 1 1 1 @ !
— = — 1-— .
m” +tyy ra —a)y+ m2r(2—a)( 2)y

z warunkami poczatkowymi y(0) =0 y'(0) = m
= Warunek na pochodng otrzymujemy z postaci réwnania.
® Znajac y mozna bardzo fatwo otrzymac potozenie frontu:

n*=1/y/my(1).

m QOkazuje sie, ze szereg Taylora dla y zbiega bardzo szybko.
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Zarys metody c.d.

= Biorac kilka pierwszych wyrazéw w rozwinigciu Taylora dla
y(z) =Y 2, a;iz' oraz powracajac do oryginalnej zmiennej otrzymujemy

Ur(n) = (1 —n/ni)™
Ua(n) = (1 = n/n3) (1 — masmzm)) ™,

gdzie a; mozna wyliczy¢, np. a; = y’(0) = $ Ao — A\1. Pozostate a; sa
bardziej skomplikowane.

® Dodatkowo mozemy policzy¢ skumulowany zaséb wodny

0o 0o X o n*
(#) ;:/ ui(x, t)dx:/ U () dx= ta/ Us(m)dn.
0 0 t2 0

Otrzymujemy
I t) = *t%
1( ) m+1771 )
m 1 1 ar o
2(1) m+1n221( m +m al—i-az)
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Wyniki numeryczne

0.35

0.3 1

Wetting front position
Cumulative moisture

0 L L L L L L L L L 0 L L L L L L L L L
0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1 0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1
t t

Rysunek: Po lewej: potozenie frontu n*(t) (zyg-zag) oraz przyblizenie

n3(t) = n3t*/? (linia gtadka). Po prawej: skumulowana wilgotnos¢ (linia ciagta)
oraz przyblizenia /1 (linia przerywana) i I (linia przerywana z kropkami). Tutaj
a=0.95and m=2.
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Wyniki numeryczne c.d.

U [m¥m3]

U
08f ..,

L L L L .. o . L .« — X [m
0.0 0.1 0.2 03 04 05 0 20 40 60 80 100

Rysunek: Dopasowanie Us z danymi eksperymentalnymi z [2]. Po lewej: profil
samopodobny; po prawej: ewolucja czasowa. Tutaj o = 0.855, C = 0.71 m3/m?,
m=6.98, Dy = 5.36 mm/s°'855.
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Problemy odwrotne

® W zastosowaniach mozliwy jest pomiar U. Czy jest mozliwo$¢ zbadania
w ten sposéb wtasnos$ci materiatowych osrodka?

m Wielkoscia, ktéra zawiera w sobie potrzebne informacje jest D(U)

® Mamy zatem problem odwrotny: z wiedzy o U wyznaczy¢ D(U).
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Problemy odwrotne

® W zastosowaniach mozliwy jest pomiar U. Czy jest mozliwo$¢ zbadania
w ten sposéb wtasnos$ci materiatowych osrodka?

m Wielkoscia, ktéra zawiera w sobie potrzebne informacje jest D(U)

® Mamy zatem problem odwrotny: z wiedzy o U wyznaczy¢ D(U).

Definicja

Problem matematyczny (na przykfad réwnanie rézniczkowe) jest nazywany

dobrze postawionym jezeli spetnia ponizsze warunki

B ma rozwigzanie,

B rozwigzanie jest jedyne,

® mafa zmiana w danych wejsciowych powoduje mate zmiany na wyjsciu
(stabilnosc).

Jesli problem nie jest dobrze postawiony to méwimy, ze jest Zle postawiony.

Problemy odwrotne czesto wtasnie takie sa.

[11] t.Pfociniczak, Diffusivity identification in a nonlinear time-fractional diffusion
equation, Fractional Calculus and Applied Analysis 19(4) (2016), pp. 883-866.
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Identyfikacja dyfuzyjnosci

m [stnienie i jednoznacznos¢ (z doktadnoscia do statej D;) - tatwe
catkowanie

D(U(n)) = ﬁ [DSU’(O) + (1 - %) /077 FoU(z)dz — %nFaU(n) .

® A co ze stabilnoscia oraz kosztem obliczeniowym?
m Koszt moze zosta¢ obnizony stosujac przyblizenie (wczesniejsze wyniki)
1

D) = g 10:U'0)

1 o n «Q
+ <r(1 o) Tare = a)> /0 U(z)dz a2 - a)"U(”) '

Jak widzimy, ten wzér nie wymaga podwdjnego catkowania (duzo tansze
obliczenia)
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Gtéwne rezultaty

Definicja
Niech ng > 0. Wtedy norma supremum funkcji U : [0,00] — R jest
zdefiniowana wzorem |[U/ . . = suPy 0.5 IU(N)]-

Definicja
Funkcja U : [0, 00] — [0, 0] jest dopuszczalna jesli jest ograniczona razem
ze swoja pierwsza pochodng, niemalejaca oraz znikajaca w nieskoriczonosci.

Twierdzenie
Niech U bedzie dopuszczalna. Ustalmy ng > 0 takie, ze
Epy 1= sup,c(0,40] 1/ U' (1) jest skoriczone. Mamy wtedy

|oW) =B < Ew CA@) U]l + Bl [V'].).

gdzie A(a) oraz B(«) sa jawnie znane oraz O(1 — «) gdy o — 1.

16 / 19



Gtéwne wyniki. Regularyzacja

® Rézniczkowanie nie jest stabilna operacja dlatego musimy zregularyzowac
wzér na D.
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Gtéwne wyniki. Regularyzacja

® Rézniczkowanie nie jest stabilna operacja dlatego musimy zregularyzowac
wzér na D.

= Niech U°® bedzie wilgotnoécia zmierzona z btedem, to jest
lv-v] <o

® Wprowadzmy strategie regularyzacyjna dla U’ (na przyktad réznice
skonczong)

[V = (Uil < R(h,0),

dla ktorej istnieje takie hg = ho(9), ze R(ho(d),d) — 0 kiedy § — 0.
Ponadto, (U‘s); jest stabilnym operatorem dla kazdego h > 0.
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Gtéwne rezultaty. Regularyzacja

Twierdzenie

Niech Dy, bedzie rodzing operatoréw regularyzacyjnych dla dyfuzyjnosci oraz
ustalmy ng > 0. Wtedy dla U € X takie, zZe istnieje ¢ > 0 o wiasnosci

e <infeo.n0) U (0)] < 00 mamy

<1 [Ds <1 L RO+ [V |Ul”°°> R(h, )

ﬁ <5+ %R(h,s)ﬂ .

|D(U) = Da(U)

00,70

+

Twierdzenie
Niech spetnione beda zatozenia powyzszego twierdzenia. Jesli strategia
regularyzacyjna jest taka, ze R(ho(9),d) = O(6*) dla & — 0 wtedy

ID(U) = Da(V°) ], = O(6") gdy 6 —0.
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