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Plan wyktadu:

wprowadzenie do modeli strukturalnych,
przypomnienie wtasnosci modelu z taczeniem losowym w pary,

model strukturalny (tzw. réwnanie ewolucyjne)

b=

wtasnosci rozktadéw (przetrwanie, stabilizacja lub ewolucyjne
rozgatezienie)

R. Rudnicki, R. Wieczorek, Does assortative mating lead to a
polymorphic population? A toy model justification.

R. Rudnicki, P. Zwolenski, Model of phenotypic evolution in
hermaphroditic populations, J. Math. Biol. 70 (2015), 1295-1321.
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Wprowadzenie — uzgodnienie stownika

Modele strukturalne:
1. Osobnik jest opisywany za pomoca parametru x € F c R”
(wiek, dojrzatosé, rozmiar etc.),
np. gdy x jest wiekiem osobnika — model demograficzny —
Lotka-Sharpe (1911), McKendrick (1926), VonFoester (1959).
2. u(t, x) opisuje rozktad x w chwili t
(lub up(x) w n-tym pokoleniu).

3. §u(t,x) dx — liczba osobnikéw (biomasa) z x € A.

A
4. N(t) = { u(t,x) dx — liczba catkowita osobnikéw w chwili t,
G
u(t, x) oo , , -~
5. p(t,x) = — profil wiekowy, rozmiarowy, dojrzatosciowy,

N(t)
fenotypowy.
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Wprowadzenie — uzgodnienie stownika

Model fenotypowy:
1. model strukturalny, w ktérym parametrem jest cecha lub
zespo6t cech fenotypowych,

2. cechy fenotypowe nie zmieniaja sie w czasie zycia osobnika i
nie zaleza od miejsca jego wystepowania.
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Wprowadzenie — uzgodnienie stownika

Zwiazki miedzy fenotypem i genotypem:

1. genotyp: uktad alleli danego osobnika warunkujacy jego
witasciwosci dziedziczne,

2. fenotyp: zespdt cech organizmu. Oddziatywanie miedzy
genotypem a $rodowiskiem daje fenotyp: G — F,
3. dziedziczenie: G x G — G,

4. taczenie w pary oraz konkurencja wewnatrz gatunkowa — na
poziomie fenotypu.



Wprowadzenie — uzgodnienie stownika

Modele bezpfciowe (aseksualne) — modele, w ktérych nie
wyréznia sie ptci osobnikéw. W szczegdlnosci dziedziczenie jest
tylko po jednym rodzicu, ale populacja moze byé dwuptciowa.
Modele ptciowe — uwzgledniamy taczenie osobnikéw w pary i
dziedziczenie cech po obu rodzicach.



Wprowadzenie — uzgodnienie stownika

populacje monomorficzna — ztozona z osobnikéw o tych samych
(podobnych) cechach fenotypowych.

populacja dymorficzna (polimorficzna) — gdy populacja
podzielona jest na dwie (lub wiecej) podpopulacje o innych
cechach fenotypowych.

specjacja - powstawanie nowych gatunkéw (gtéwnie z populag;ji
dymorficznych)

dynamika adaptacyjna zajmuje sie matematycznym opisem zmian
ewolucyjnych fenotypu w wyniku mutacji i naturalnej selekgji.



Dobér losowy

» kazde dwa osobniki tacza sie z tym samym prawdopodobienstwem w
pary,

» po kazdym potaczeniu w pary rodzi sie potomek,
» wspotczynnik urodzen = wspdtczynnik $miertelnosci,
> potomek zaraz po narodzinach moze bra¢ udziat w interakcjach,

» rozkfad cech potomka K(x,y,"),
> K(Xa)/a') = K()/ax7')'

J zK(x,y,dz) = x—l—y.
X 2



Dziedziczenie fenotypowe

rodzice

potomek

K(x,y,dz) = 5(6. -+ 8,)(de)



Dziedziczenie fenotypowe

rodzice

potomek

K(x,y,dz) = §x+v (dz)

2



Dziedziczenie fenotypowe

rodzice

® o
ﬂ

A «

potomek

1
K(x,y,dz) ma gesto$¢ postaci 5 (h(z —x)+ h(z— y))



Dziedziczenie fenotypowe

rodzice

potomek

1
K(x,y,dz) ma gesto$¢ postaci m]l[x,y]u[y,x](dz)



Dziedziczenie fenotypowe

rodzice

el

potomek

K(x,y,dz) ma gesto$¢ postaci h(z _ X ’; Y)



¢ jest miarg probabilistyczna dla t > 0 opisujaca rozktad profilu
fenotypowego

gere(oe) + e = | | Kooy dooiiian

»

Phe
w losowym przypadku (+ operacja taczenia w pary w przypadku
asortatywnym).



Witasnosci asymptotyczne - zatozenia

Przyjmujemy, ze F jest przedziatem, np. F = [0, ) oraz

X+y

J zK(x,y,dz) = )
i 2
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Witasnosci asymptotyczne - zatozenia

Przyjmujemy, ze F jest przedziatem, np. F = [0, ) oraz

X+y

JFZK(X,)/,C/Z)Z > (2)

Jezeli K(x,y,z) = K(x,y, F n (-, z]), wtedy
(i) dla kazdego a, b,y € F mamy

0 0
= S 1
| [ty 2 = ity )] az <1 3)
(i) istniejg state o > 1, L < 1i C > 0 takie, ze p € My q mamy

f IX|“Pu(dx) < C + LJ x| (). (4)
F F
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Whtasnosci asymptotyczne - twierdzenie

Przez Mg dla g € R oznaczamy zbiér miar borelowskich p na F
takich, ze

szuwz) g

Twierdzenie

Ustalmy q € F. Wtedy istnieje jedyna miara i* € M 4 taka, ze
Pu* = p* dla dowolnej miary poczatkowej g € My q rozwigzanie
pe, t =0, réwnania (1) zmierza do p* w M 4.

Idea dowodu:

(i) = d(pe, fir) < d(pr, i) dla t > r,
(i) = relatywna zwartos¢ orbit rozwigzan z pp € Mgy q.



Przyktady:

1. Zaburzenie addytywne: Niech x i y beda fenotypami
rodzicow. Zaktadamy, ze potomstwo ma fenotyp

xX+y
2

+2Z,

gdzie Z jest symetryczng zmienna losowa, ma gestos¢ i skonczony
drugi moment.



Przyktady:

1. Zaburzenie addytywne: Niech x i y beda fenotypami
rodzicow. Zaktadamy, ze potomstwo ma fenotyp

xX+y
2

+2Z,

gdzie Z jest symetryczng zmienna losowa, ma gestos¢ i skonczony
drugi moment.
1. Zaburzenie multiplikatywne:

(x+y)Z,

gdzie Z jest zmienna losowa o wartosciach w przedziale [0, 1] i
Sredniej 1/2.



Dobér asortatywny (kojarzenie selektywne)

Osobniki z podobnymi cechami t3cz3 sie czesciej niz gdyby
wybieraty partnera losowo.
Dobér asortatywny moze by¢é modelowany

1. przy uzyciu teorii dopasowania, ktéra bazuje na listach
preferencji,
2. przy uzyciu funkcji preferencji a(x, y).
Np.: a(x,y) = ¢(|Jx — y|), dla pewnej funkcji malejacej .
Interesujace jest zagadnienie asymptotycznego zachowania ewolucji

profilu fenotypowego populacji z taczeniem preferencyjnym, t.j.
opisanym réwnaniem

Seinlaz) + pn(z) = [ [ mOy. mo)K (.. (b)),
X X

gdzie m(x, v, 1) = 3720 * 2o




Assortative discrete-time model

Discrete-time model
population of n organisms
with traits xi, ..., x, from some bounded set F c R.

» mating:
» organisms with traits x; i x; mate with probabilty
w(Xian) +/l/)(XjaXi)
2n

m(XhXj) =

1(x, y) — preference function.
» probabilty of self-fertilization /vegetative reproduction

m(x;,x;) =1 —Zm(x,;xj-)

J#Ei
@ trait inheritance: offspring’s trait given by random variable

Gy = 555+ ‘X;zﬂfxw where B¢, =0, E§Z, <c < 1.
K(x,y, dz) —distribution of ¢, .

K(z.y,dz)




Model on measures

Discrete-time model given by operator on measures.
F < R — bounded interval — set of traits
p — trait distriution

Pu(dz) =
:f J U(x,y)K(x, y, dz) p(dx) u(dy)
FJF
+ JF JF (%5x(d2) + %@(dz)) (1 —(x, y)) pldx) u(dy)

¥(x, y) — preference function
Cxy = % + ‘X;zy'&yy, where E¢, , = 0 and E{ﬁ,y <c<l
K(x,y,dz) — trait distribution of a child of x and y parents



Convergence theorem

Pu(dz) =
:L Lw(X’Y)K(Xa%dZ)u(dX)u(dy)
+ JF JF (%&(dz) + %@(dz)) (1 —(x, y)) pldx) u(dy)

Msag={rveM: v=cidy++cndx,, |xi—xj| =difi#j, neN}.

Theorem

Assume that (x,y) > 0 if [x — y| < d.

Then for any measure g € M the sequence (P" ) converges
weakly to some measure v € Ms 4 (v depends on pg).
Moreover § xv(dx) = § - x po(dx).



Proof-steps

1. §p 2K Pu(dz) < §p 2K pu(dz) for all k =0 and p e M.

€) Dneo an:

2.0 mQ(Pm'Hu) < mZ(N) — %(1 _
Y(x,y) pn(dx) pn(dy).

where a,, = SF SF(X —y)?
3. Thus § §-(x — y)?9(x, y) v(dx) v(dy) = 0.

4. Consequently, v € M; 4.



Operator on densities

We consider case K(x,y,dz) = §x+,(dz), and
2

Y(x,y) = o(|x = y).
Then

Pf(x) = 2 f (12X — 2y F(y)F (2x — y)dy
" f (1— o(x — yD)F () F(y)dy

For some family of ¢ and initial densities we proved that the limit
distributions are combinations of two J-functions.



F =[-1.5,1.5], u — uniformly distributed on F.
o(r)=1, forr<1
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Different spread of initial trait

o(r) = (r—1)2(r+1)?, for r <1

fo(x) = 55 1[_1.251.25]
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Different spread of initial trait

o(r)
fo(x)

(r—1)2(r+1)?, forr<1
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Different spread of initial trait

o(r) = (r—1)2(r+1)?, for r <1

fo(x) = 351[-2.152.15]
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Different spread of initial trait

o(r) = (r=1)2(r+1)?, forr <1
fo(x) = %1[—3,3]
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Different spread of initial_trait
o(r)=(r—12%(r+1)2 forr<1
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“Bifurcation diagram”

position of limit deltas
2 2 1 0 1 2

width of initial support
(9]
P

How the limit delta’s positions
depend on the spread of initial trait.



Offspring’s trait distributed around average parental trait
Distribution does not depend on distance of parental traits

We consider the operator:

0= [[ etz =y (x - Z52) 1) azay
+ [ el yDreoray.

where

i o(r)=(r—172%(r+1)? forr<1

k(r) = Co(r — a)%(r + a)?, for Ir| < a




Offspring’s trait distributed around average parental trait
Distribution does not depend on distance of parental traits

k(r) = Co15(r — 0.125)2(r + 0.125)2, for r < 0.125
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Offspring’s trait distributed around average parental trait
Distribution does not depend on distance of parental traits

k(r) = Coas(r — 0.25)%(r 4+ 0.25)?, for r < 0.25
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Offspring’s trait distributed around average parental trait
Distribution does not depend on distance of parental traits

k(r) = Cos(r —0.5)%(r +0.5)2, for r < 0.5
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Mutations

Consider operator in which all offsprings’ trait
is distributed according to the same fixed distribution:

=[]t (o552 e
" ”(1 —p(lz = yD)r(x —y)f(y)f(z) dydz,

where

l p(r) = (r=172(r+1)% forr<1

k(r) = Co(r — a)%(r + a)?, for I < a




o(r)=(r—=12(r+1)?, forr<1
k(r) = Co1(r —0.1)2(r +0.1)2, for r < 0.1
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o(r)=(r—=12(r+1)?, forr<1
rk(r) = Coo(r —0.2)2(r +0.2)2, for r < 0.2
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