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W referacie przedstawi¦ pewn¡ metod¦ badania asymptotyki rozkªadu losowej
liczby zmiennych losowych i zilustruj¦ j¡ na przykªadzie bª¡dzenia losowego
z czasem ci¡gªym.

1 Metoda badania asymptotyki losowej liczby skªadnków

Proces bª¡dzenia losowego w czasie ci¡gªym (CTRW) ma posta¢

R(t) =

N(t)∑
j=1

Yj, t ≥ 0,

gdzie {Yj} jest stacjonarnym ci¡giem zmiennych losowych,

{N(t)} jest procesem licz¡cym punkty, tj.

N(t) = max{k : T1 + T2 + · · ·+ Tk ≤ t}, t ≥ 0,

w którym {Tj} jest ci¡giem nieujemnych zmiennych losowych.

Problem: Zbada¢ asymptotyk¦ rozkªadu R(t) przy t → ∞.

Metoda badania asymptotykiR(t) jest oparta na transformacji czasu. Metod¦
t¦ podaj¦ w nast¦puj¡cych dwóch przypadkach:

1. N(nt)/n
p→ µt, µ staªa,

2. poza tym.

Pierwszy przypadek dotyczy sytuacji, gdy ci¡g {Tj} speªnia prawo wielkich
liczb i wtedy mamy nast¦pujace, dobrze znane twierdzenie.
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Twierdzenie 1 Je»eli

(1) Ȳn(t)
df
=

1

an

[nt]∑
j=1

Yj ⇒ Ȳ (t) w topologii J1 Skorochoda

(2) νn(t)
df
= N(nt)/n

p→ µt ≡ ν(t),

to 1
an

∑N(nt)
j=1 Yj ⇒ Ȳ (ν(t)), w topologi J1 Skorochoda.

Dowód twierdzenia jest oparty na nast¦puj¡cych faktach:
• 1

an
R(nt) = Ȳn(νn(t)) = Ȳn ◦ νn(t),

• transformacja τ(x, ν) = x ◦ ν, jest ci¡gªa w topologii J1 Skorochoda na
D[0,∞)× C[0,∞)u,↑ (zob. Whitt, Tw 13.2.2., str. 430)
• Twierdzenie o zachowaniu si¦ sªabej zbie»no±ci przy przeksztaªceniach
ci¡gªych.

W powy»szym twierdzeniu νn mo»e by¢ dowolnym takim, »e

νn(t)
p→ µt ≡ ν(t).

W referacie przedstawi¦ metod¦, pochodz¡c¡ od B.I. Henry, P. Straka, z
pracy [3], do badania asymptotyki procesuR(t) w przypadku drugim. Metoda
ta oparta jest na zaªo»eniu zbie»no±ci

(3) (Ȳn(t), T̄n(t))
df
= (

1

an

[nt]∑
j=1

Yj,
1

bn

[nt]∑
j=1

Tj) ⇒ (Ȳ (t), T̄ (t)),

w topologii J1 Skorochoda, gdzie (Ȳ , T̄ ) jest dwuwymiarowym procesem
Leviego nie b¦d¡cym zªo»onym procesem Poissona.

Zauwa»my, warunki (1)-(2) Twierdzenia 1 implikuj¡ zbie»no±¢

(Ȳn, T̄n) ⇒ (Ȳ , ν).

Chcemy, aby

1

an

N(nt)∑
j=1

Yj ⇒ Ȳ (ν(t)), ν(t) =????
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Przyjmijmy nast¦pujace de�nicje i oznaczenia.

D = D[0,∞) przestrze« funkcji rzeczywistych na [0,∞) prawostronnie
ci¡gªych z granicami lewostronnymi. Rozwa»amy j¡ w topologii J1 Sko-
rochoda,
Du podprzestrze« D funkcji nieujemnych nieograniczonych ,
Du,↑ podprzestrze« Du funkcji niemalej¡cych,
Du,↑,↑ podprzestrze« Du,↑ funkcji ±ci±le rosn¡cych.
Dla x ∈ D de�niujemy x− jako lewostronn¡ wersj¦ x, tj.

x−(t) =

{
x(t), gdy x(t−) = x(t);
x(t−), gdy x(t−) ̸= x(t).

Dla x− de�nujemy x+ jako prawostronn¡ wersj¦ x−, tj.

x+(t) =

{
x−(t), gdy x−(t) = x−(t+);
x(t+), gdy x−(t) ̸= x−(t+).

Ponadto niech

x−1(t)
df
= inf{s : x(s) > t}, dla x ∈ Du,↑.

Przeksztaªcenie to nie jest ci¡gªe w topologii J1 Skorochoda.
Dla elementów

z = (x, y), gdzie x ∈ D, y ∈ Du,↑,

de�niujmy przeksztaªcenia

ℓz = y−1,

Φ(z) = (z− ◦ ℓ−z )+ =
(
x− ◦ ℓ−z , y− ◦ ℓ−z

)+
, Ψ(z) = z ◦ ℓz.

Twierdzenie 2 ( B.J.Henry, P.Straka).
Przeksztaªcenia Φ i Ψ s¡ ci¡gªe na zbiorze funkcji z = (x, y), gdzie x ∈
D, y ∈ Du,↑↑.

Twierdzenie 3 (W.Szczotka, P.�ebrowski). Przeksztaªcenia

y 7→ y ◦ y−1 oraz y 7→ (y ◦ y−1)−1

s¡ ci¡gªe na Du,↑.

3



2 Ilustracja metody na przykªadzie procesów CTRW

Niech

{(Yn,j, Tn,j) = (
1

an
Yj,

1

bn
Tj), j ≥ 1, n ≥ 1}.

Ȳn(t) =

[nt]∑
j=1

Yn,j, T̄n(t) =

[nt]∑
j=1

Tn,j,

Nn(t) = max{k : Tn,1 + · · ·Tn,k ≤ t}

(Ŷn(t), T̂n(t))
df
= (

Nn(t)∑
j=1

Yn,j,

Nn(t)∑
j=1

Tn,j)

(Ỹn(t), T̃n(t))
df
= (

Nn(t)+1∑
j=1

Yn,j,

Nn(t)+1∑
j=1

Tn,j)

Lemat 1

Φ(Ȳn, T̄n) = (Ŷn, T̂n), Ψ(Ȳn, T̄n) = (Ỹn, T̃n).

Dowód. Zauwa»my, »e

nT̄−1
n (t) = n inf{s : ζn(s) > t} = inf{ns :

[ns]∑
j=1

Tn,j > t}

= inf{k :
k∑

j=1

Tn,j > t} = Nn(t) + 1.

St¡d
nT̄−1

n (t−) = Nn(t−) + 1.

Poniewa»

Ȳ −
n (t) = Ȳn(t−) =

[nt−1]∑
j=1

Yn,j,

wiec
Φ(Ȳn, T̄n)(t−) = (Ȳ −

n ◦ (T̄−
n )

−1, (T̄−
n )

−1)(t)
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= (

Nn(t−)∑
j=1

Yn,j,

Nn(t−)∑
j=1

Tn,j) = (Ŷn(t−), T̂n(t−)).

Zatem

(
Φ(Ȳn, T̄n)(t−)

)+
= (Ŷn(t), T̂n(t)) = (

Nn(t)∑
j=1

Yn,j,

Nn(t)∑
j=1

Tn,j).

Twierdzenie 4 Je»eli zachodzi zbie»no±¢ (3), tj.

(4) (Ȳn, T̄n) ⇒ (Ȳ , T̄ )

oraz prawie wszystkie realizacjie T̄ s¡ ±ci±le rosn¡ce i nieujemne, to

Φ(Ȳn, T̄n) ⇒ Φ(Ȳ , T̄ )

oraz
Ψ(Ȳn, T̄n) ⇒ Ψ(Ȳ , T̄ ),

gdzie

Φ(Ȳ , T̄ ) = (Ȳ − ◦ (T̄−1)−)+, ((T̄−1)−)+) = ((Ȳ − ◦ T̄−1)+, T̄−1),

Ψ(Ȳ , T̄ ) = (Ȳ ◦ T̄−1, T̄−1).

Lemat 2 Je»eli
P (disc(Ȳ ) ∩ disc(T̄ ) = ∅) = 1,

to
Φ(Ȳ , T̄ ) = Ψ(Ȳ , T̄ ).
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Podstawowym zaªo»eniem prezentowanej metody jest zbie»no±¢ (4) oraz za-
ªo»enie, »e prawie wszystkie realizacje procesu granicznego T̄ s¡ ±ci±le rosn¡ce
i nieograniczone.

• Je»eli dla ka»dego n ci¡gi {Yn,j} i {Tn,j} s¡ wzajemnie niezale»ne, to
zaªo»enie zbie»no±ci (4), tj. (Ȳn, T̄n) ⇒ (Ȳ , T̄ ) sprowadza si¦ do

(5) Ȳn ⇒ Ȳ oraz T̄n ⇒ T̄

• Je»eli dla ka»dego n ci¡gi {Yn,j} i {Tn,j} s¡ wzajemnie niezale»ne oraz
ka»dy z nich jest ci¡giem iid, wtedy pokazanie zbie»no±ci (5) sprowadza si¦
do pokazania, »e ka»dy z tych ci¡gów jest zbie»ny do procesu Leviego oraz,
np. T̄ jest α-stabilnym procesem Leviego z 0 < α < 1.

W wielu sytuacjach ci¡gi {Yn,j} i {Tn,j} mog¡ by¢ zale»ne jak równie» zmi-
enne losowe w tych ci¡gach nie musz¡ by¢ iid.
W pracy [5] rozwa»amy nast¦puj¡ce dwie sytuacje.

• W pierwszej sytuacji przyjmujemy »e {Yj} i {Tj} s¡ wzajemnie niezale»ne
i {Tj} jest tworzony w specy�czny sposób. Mianowicie,

Tj = ZXj
, j ≥ 1,

gdzie {Zj,−∞ < j < ∞} jest ci¡giem nieujemnych zmiennych losowych,
iid,
natomiast {Xn} jest bª¡dzeniem losowym na liczbach caªkowitych, tj.

Xn =
n∑

j=1

ξj, n ≥ 1,

gdzie {ξj, j ≥ 1} jest ciagiem zmiennych losowych iid, caªkowitoliczbowych
i Eξj = 0.

• W drugiej sytuacji przyjmujemy, »e

Yj = ξj, j ≥ 1.
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3 Zastosowanie metody do CTRW z specy�cznym ciagiem

{Tj}

3.1 Zaªo»enia

A1: {ξi, i ≥ 0} iid zm.los. o warto±ciach w J = {...− 1, 0, 1, ...}, Eξi = 0.
{Xn, n ≥ 0} bª¡dzenie losowe na J tj. X0 = 0, Xn =

∑n
k=1 ξk, n ≥ 1.

(6) X̄n(t)
df
=

1

n1/α

[nt]∑
k=1

ξk ⇒ X̄(t),

X̄ stabilny proces Leviego z parametrem α, 1 < α ≤ 2;

A2: {Zi,−∞ < i < ∞} ci¡g iid, Zi ≥ 0

(7) Z̄1,n(t)
df
=

1

n1/β

[nt]∑
k=1

Zk ⇒ Z̄1(t),

Z̄1 stabilny proces Leviego z parametrem β, 0 < β < 1;

A3: Procesy {ξn} i {Zn} s¡ wzajemnie niezale»ne;

A4: {Yn, n ≥ 1} ci¡g iid

(8) Ȳn(t)
df
=

1

n1/γ

[nt]∑
k=1

Yk ⇒ Ȳ (t)

Ȳ stabilny proces Leviego z parametrem γ, 0 < γ ≤ 2.

3.2 De�nicja Tk

Niech
Tk = ZXk

, k ≥ 1,

N(t) = max{k : T1 + · · ·+ Tk ≤ t}.

Problem I. Znale¹¢ asymptotyk¦ procesu R(t) =
∑N(t)

j=1 Yj.

problem II. Znale¹¢ asymptotyk¦ procesu R(t) =
∑N(t)

j=1 ξj.
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3.3 De�nicje procesów

Niech

Z̄1,n(x)
df
=

1

n1/(αβ)

[n1/αx]∑
j=1

Zj, Z̄2,n(x)
df
=

1

n1/(αβ)

[n1/αx]∑
j=1

Z−j x ≥ 0, n ≥ 1;

Zn(x)
df
= Z̄1,n(x)I(x ≥ 0) + Z̄2,n(−x)I(x < 0), x ∈ R, n ≥ 1.

Uwaga 1 Przy zaªo»eniu A2 zachodzi zbie»no±¢

(9) (Z̄1,n, Z̄2,n) ⇒ (Z̄1, Z̄2)

w (D[0,∞)×D[0,∞)) z topologi¡ produktow¡ J1 z D[0,∞), gdzie Z̃1 i Z̃2

s¡ wzajemnie niezale»nymi β-stabilnymi procesami Leviego.

Niech

N(n, i) =
n∑

k=0

I(Xk = i), n ≥ 1, i ∈ J,

ℓn(t, x)
df
=

1

n1−1/α
N([nt], [xn1/α]), t ≥ 0, x ∈ R.

{ℓn(t, x), t ≥ 0, x ∈ R} jest procesem czasu lokalnego dla procesu X̄n.

Niech

T̄n(t)
df
=

1

nδ

[nt]∑
j=1

Tj, t ≥ 0, n ≥ 1,

δ
df
= 1− 1

α
+

1

αβ
.

Wykorzystuj¡c de�nicj¦ Tk = ZXk
, k ≥ 1 otrzymujemy równo±¢

n∑
j=1

Tj =
∑
i∈J

ZiN(n, i),

St¡d

(10) T̄n(t) =
1

nδ

∑
i∈J

ZiN([nt], i) =

∫ ∞

−∞
ℓn(t, x)Zn(dx)
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gdzie {ℓn(t, x), t ≥ 0, x ∈ R} jest procesem czasu lokalnego dla procesu X̄n.

Z Twierdzenia 2.3 w [2] (Borodin1981) i Twierdzenia 1.1 w [4] (Kesten) mamy
nast¦puj¡cy fakt.

Uwaga 2 Przy zaªo»eniach A1 , A2 i A3 zachodzi zbie»no±¢

(11) T̄n ⇒ T̄ ,

gdzie

(12) T̄ (t) =

∫ ∞

−∞
ℓ(t, x)Z(dx), t ≥ 0.

{ℓ(t, x), t ≥ 0, x ∈ R} jest procesem czasu lokalnego dla procesu X̄, nato-
miast

(13) Z(x) = Z̄1(x)I(x ≥ 0) + Z̄2(−x)I(x < 0), x ∈ R.

Proces T̄ ma prawie wszystkie ci¡gªe realizacje, przyrosty stacjonarne oraz
jest δ-samopodobnym.

Twierdzenie 5 Przy zaªo»eniach A1, A2, A4 oraz zaªo»eniu, »e procesy
{Yn}, {ξn} i {Zn} s¡ wzajemnie niezale»ne, mamy sªab¡ zbie»no±¢

(14) Rn ⇒
(
Ȳ − ◦ (T̄−1)−

)+ ≡
(
Ȳ −(T̄−1)

)+
,

gdzie

Rn(t) =
1

n1/γ

N(nδt)∑
j=1

Yj, t ≥ 0, n ≥ 1.

Dowód. Poniewa» procesy T̄n oraz Ȳn s¡ wzajemnie niezale»ne oraz T̄n ⇒
T̄ , Ȳn ⇒ Ȳ , gdzie Ȳ jest γ- stabilnym procesem Leviego, wi¦c

(15) (Ȳn, T̄n, ) ⇒ (Ȳ , T̄ ).

Zauwa»my, »e

Rn(t) =
1

n1/γ

N(nδt)∑
j=1

Yj = Ȳn(
N(nδt)

n
)
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oraz

T̄−1
n (t) = inf{s > 0 : T̃n(s) > t} = inf{s > 0 :

1

nδ

[ns]∑
k=1

Tk > t}

= inf{s > 0 :

[ns]∑
k=1

Tk > nδt} =
1

n
(N(nδt) + 1) =

1

n
N(nδt) +

1

n
.

St¡d

Ȳn

(
N(nδt)

n

)
= Ȳn

(
T̄−1
n (t)− 1

n

)
=

(
Ȳ −
n ◦ (T̄−1

n )−
)+

(t),

Poniewa»
Rn = Φ(Ȳn, T̄n),

oraz Φ jest ci¡gªa w topologi J1 w punktach (x, y) takich, »e y jest ±ci±le
rosn¡ca, wiec korzystaj¡c z tego,»e proces T̄ ma realizacje nieograniczone,
ci¡gªe i ±ci±le rosn¡ce oraz z Twierdzenia 2 lub 4 (lub z Proposition 2.3 z [3])
i Twierdzenia 5.1 w [1], otrzymujemy zbie»no±¢

Rn = Φ(Ȳn, T̄n) ⇒ Φ(Ȳ , T̄ ).

Poniewa» proces T̄ ma realizacje nieograniczone i ±ci±le rosn¡ce, wi¦c równie»
t¦ wªasno±¢ ma proces T̄−1 i ponadto z prawdopodobie«stwem jeden ma
ci¡gªe realizacje
St¡d

Φ(Ȳ , T̄ )(t) =
(
Ȳ − ◦ (T̄−1)−

)+
(t) =

(
Ȳ − ◦ T̄−1

)+
(t)

= Ȳ −(T̄−1(t))+.

W przypadku, gdy Yi = ξi rozwa»amy procesy

Rn(t) =
1

n1/α

N(nδt)∑
k=1

ξk.

Twierdzenie 6 Przy zaªo»eniach A1 A2 i A3 zachodzi sªaba zbie»no±¢

Rn ⇒ (X̄− ◦ (T̄−1)−)+ = (X̄− ◦ T̄−1)+.
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