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Konstrukcja modelu PARMA z periodogramu
Ciąg zespolonych zmiennych losowychX(n), n ∈ Z, o średniej zero i skończonej wariancji

nazywamy okresowo skorelowanym o okresie T , jeśli dla każdego m,n ∈ Z,
EX(m+ T )X(n+ T ) = EX(m)X(n). Zdefiniujmy

aj(n) :=
T−1∑
r=0

e−ijr(2π/T )Rx(n+ r, r), j = 0, . . . , T − 1.

Spectrum ciągu okresowo skorelowanego o okresie T to wektorowa miara γ(dt) = (γ0(dt), . . . ,
γT−1(dt)) zdefiniowana na odcinku [0, 2π) taka, że

aj(n) =

∫ 2π
0

e−itnγj(dt), n ∈ Z.

Mówimy, że ciąg okresowo skorelowany (X(n)) ma wymierną gęstość, jeśli istnieje wymierna
funkcja zmiennej zespolonej g(z)= (g0(z), . . . , gT−1(z)) taka, że γ(dt)= g(eit) dt, t∈ [0, 2π).

PARMA system o okresie T jest to nieskończony system równań różnicowych w postaci

X(n) = −
l∑

j=1

aj(n)X(n− j) +
r∑
j=0

bj(n)ξn−j , n ∈ Z, (1)

gdzie aj(n), bj(n) są T -okresowymi zespolonymi ciągami zmiennej n, a ciąg (ξn) jest ciągiem
nieskorelowanych zmiennych losowych o średniej zero i jednostkowej wariancji. PARMA
system nazywamy PARMA reprezentacją ciągu (X(n)), jeśli dla każdego n ∈ Z

sp{X(m) : m ¬ n} = sp{ξm : m ¬ n}.
Tylko ciągi z wymiernymi gęstościami mają PARMA reprezentację [1]. PARMA reprezenta-
cja nie jest jednoznaczna. Jeśli (1) jest PARMA reprezentacją ciągu (X(n)), to żeby otrzy-
mać najlepszą liniową prognozę zmiennejX(n), bazującą na „przeszłości” sp{X(m) : m ¬n},
wystarczy w równaniu (1) podstawić b0(n) = 0. W konsekwencji praktyczne zagadnienie pro-
gnozy szeregu czasowego będzie rozwiązane, jeśli będziemy umieli znaleźć (aproksymować)
jakąś PARMA reprezentację obserwowanego ciągu.

Związki między ciągami okresowo skorelowanymi o wymiernych gęstościach i systemami
PARMA były treścią mojej prezentacji na XLV Konferencji Zastosowań Matematyki (wrze-
sień 2016) i są opublikowane w pracy [1]. Uzyskane w niej wyniki prowadzą do jawnych
procedur, które między innymi mogą być użyte do obliczenia gęstości spektralnej okreso-
wo skorelowanego rozwiązania systemu PARMA lub do konstrukcji PARMA reprezentacji
okresowo skorelowanego ciągu znając jego wymierną gęstość spektralną [2].

W tym referacie postaram się przekonać słuchaczy, że istnieje możliwość użycia tych
procedur do konstrukcji modelu PARMA dla danego szeregu czasowego. Konstrukcja wyko-
rzystuje analizę kształtu przesuniętego periodogramu (jest to popularny estymator gęstości
spektralnej).
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