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Reprezentacje wypukłych hamiltonianów
o podliniowym wzroście

Równanie Hamiltona–Jacobiego

−Vt(t, x) +H(t, x,−Vx(t, x)) = 0 na (0, T )× Rn (1)
V (T, x) = g(x) na Rn

z wypukłym hamiltonianem w zmiennej gradientu można opisać używając funkcji
wartości, pochodzącej z teorii rachunku wariacyjnego, która jest definiowana wzorem

V̄ (t, x) = inf
z(·)∈W 1,1([t,T ],Rn)

z(t)=x

{
g(z(T )) +

∫ T
t

H∗(s, z(s), ż(s)) ds
}
,

gdzie H∗(t, x, ·) jest sprzężeniem Legendre’a–Fenchela H(t, x, ·). Równanie (1) rów-
nież można opisać używając funkcji wartości pochodzącej z teorii sterowania optymal-
nego, pod warunkiem, że istnieje odpowiednio regularna trójka (A, f, l) spełniająca
równość

H(t, x, p) = sup
a∈A
{ 〈p, f(t, x, a)〉 − l(t, x, a) }. (2)

Dysponując trójką (A, f, l), funkcję wartości można zdefiniować wzorem

Ṽ (t, x) = inf
a(·)

{
g(za(T )) +

∫ T
t

l(s, za(s), a(s)) ds
}
,

gdzie a(·) jest sterowaniem o wartościach w zbiorze A, zaś za(·) rozwiązaniem rów-
nania

ża(s) = f(s, za(s), a(s)), dla p.w. s ∈ [t, T ], takim, że za(t) = x.

Trójkę (A, f, l) spełniającą równość (2) będziemy nazywać reprezentacją hamiltonia-
nu H. Podczas wykładu przedstawimy nową konstrukcję reprezentacji pochodzącą
z artykułów [1], [2]. Następnie porównamy ją z konstrukcjami występującymi w li-
teraturze. W końcu uzasadnimy, że zdefiniowane powyżej funkcje wartości V̄ i Ṽ są
równe, oraz wskażemy związek między trajektoriami optymalnymi w zagadnieniach
rachunku wariacyjnego a sterowaniami optymalnymi w zagadnieniach teorii sterowa-
nia.
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