
1. Na przestrzeni V = C([0, 1]) zadajemy iloczyn skalarny

〈f, g〉 =
∫ 1
−1
f(x)g(x)dx, f, g ∈ V.

Niech S =lin{p0, p1, p2}, gdzie p0 = 1, p1 = x, p2 = x2. Znaleźć bazȩ ortonormalna̧ S.

2. Niech A ∈ GLn(K) oraz A = QR bȩdzie jej rozkładem takim, że Q ∈ On(K) oraz R jest
macierza̧ górna̧ trójka̧tna̧ o dodatnich wyrazach na przeka̧tnej. Wykazać jedyność takiego
rozkładu (wykorzystać fakt, że jeżeli macierz jest jednocześnie ortonormalna i górna trójka̧tna
o dodatnich wyrazach na diagonali, to jest jednostkowa.)

3. Wykazać, że każda macierz A ∈Mm×n o niezależnych kolumnach posiada rozkład A = QR,
gdzie Q ∈Mm×n jest macierza̧, której kolumny stanowia̧ układ ortonormalny wektorów, a
R ∈Mn×n jest górna trójka̧tna, o dodatnich wyrazach na diagonali. Wykazać jedyność takiego
rozkładu.

4. Wyznaczyć, używaja̧c ortonormalizacji Grama-Schmidta rozkłady QR macierzy

(a)

 1 1 0
1 0 1
0 1 1

 (b)

 0 −20 −14
3 27 −4
4 11 −2


5. Posługuja̧c siȩ rozkładami z poprzedniego ćwiczenia, rozwia̧zać układy równań Ax = b, gdzie

(a) b =

 7
3
6

 (b) b =

 −6
28
9


a macierze A sa̧ odpowienimi macierzami z poprzedniego zadania.

6. Znaleźć rozkład QR macierzy 
1 3 5
−1 −3 1
0 2 3
1 5 2
1 5 8

 .

7. Niech U bȩdzie przestrzenia̧ unitarna̧ skończonego wymiaru nad ciałem R. Niech
a, b ∈ U, a 6= b, ‖a‖ = ‖b‖. Wykazać, że istnieje dokładnie jedna symetria PS wzglȩdem pewnej
hiperpłaszczyzny S taka, że S(a) = b.

8. Wykazać, że symetria przestrzeni unitarnej Kn wzglȩdem hiperpłaszczyzny prostopadłej do
linc, gdzie c ∈ Kn zadana jest przez macierz

I − 2
‖c‖2

cc∗.

9. Używaja̧c odbić Hausholdera, znaleźć rozkład QR macierzy 1 19 −34
−2 −5 20
2 8 37

 .
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10. Niech U bȩdzie przestrzenia̧ unitarna̧ skończonego wymiaru oraz niech a, b ∈ U, ‖a‖ = ‖b‖ bȩda̧
wektorami liniowo niezależnymi. Wykazać, że istnieja̧ λ ∈ K, |λ| = 1 oraz symetria S wzglȩdem
pewnej hiperpłaszczyzny taka, że S(a) = λb. Wykazać ponadto, że jeżeli 〈a, b〉 6= 0, to istnieja̧
dokładnie dwie takie izometrie.
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