. Niech V' bedzie przestrzenig euklidesowg oraz niech x,y € V. Wykazaé, ze
zachodza nastepujace zwiazki:

(a) v Ly <> [z +yll* = =] + lyll* (tw. Pitagorasa),
(b) llz +yll = llz —yll = = Ly

. Niech V' bedzie przestrzenig euklidesowsg, oraz niech U, W beda jej
podprzestrzeniami. Wykaza¢, ze zachodza nastepujace zwiazki:

(a) jezeli dimV < oo, to Ut)t = U,
b) UcCW = Wt cU,

(c) (U+W)t=Utnw+,

(d) jezeli dimV < oo, to V =U @ U+,

. W przestrzeni euklidesowej R* ze standardowym iloczynem skalarnym wyznaczy¢
baze podprzestrzeni prostopadtej do podprzestrzeni:

(a) Vi = {([L’l,l’g,l‘g,x4) € R4| 2r1 + T3 — Ty = O},
(b) va = {([L’l,l’g,l‘g,lhl) € R4| T + T2 -+ T3 = 0,1]3 — 2ZL’4 = 0},
(C) ‘/}) - {(.’,5171’2,1'3,[[‘4) S IR4| 2.171 +:L‘2 = 07x2 — Xy = Oa Z?:l Xy = 0}

. Niech R, [X] bedzie przestrzenia wielomianéw stopnia co najwyzej n
o wspblezynnikach rzeczywistych. Niech f, g € R, [X]. Ich iloczyn skalarny
okreslamy nastepujaco:

n n

(f,g9) = Zaibi, gdzie f(z) = Zaixi’ g(z) = szxz
i=0 i=0 i=0

W przestrzeni Ry[X| znalezé wielomian h réwnoodlegly od wielomianéw

fi=322 422+ 1, fo=—2+2v+1, f3=32"+20+5, fy =32" + 5z +2.

. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesows, oraz niech wq, ..., u, bedzie jej baza
ortonormalng. Wykazac, ze dla x,y € V' zachodzi zaleznosé

n

(r,y) = Z(%%)(Uuy)

=1

. Zastosowaé procedure Grama-Schmidta do nastepujacej bazy przestrzeni R3 ze
standardowym iloczynem sklarnym

1 —1 d



7. Zastosowaé procedure Grama-Schmidta do nastepujacej bazy przestrzeni R* ze
standardowym iloczynem sklarnym

(a)

[ 1] [ 3 ] [ —2 ] [0 ]
1 -3 0 1
T T BT e |0 T
L1 | —1 | L 8 ] L 0]
(b) o o o -
1 -1 0 0
v = 1 Vy = ! V3 = 1 (e 1
1]’ 1|’ -1 |’ 0
| 1] | —1 ] 0 ] | 1]

8. Postugujac sie algorytmem Grama-Schmidta znalez¢ baze ortonormalng
podprzestrzeni V' C R? rozpictej przez wektory

1 1 3
0 2 1
Ty = 0 ) Tg = 0 ) T3 = 1

-1 -1 -1
Znalezé baze ortonormalng R* zawierajaca wektory powstate w wyniku tego
algorytmu.

9. Niech X bedzie przestrzenia euklidesowa, a f : X — X endomorfizmem tej
przestrzeni. Wykazaé, ze nastepujace warunki sg rownowazne:

(a) (f(u), f(v)) = (u,v), dla kazdych u,v € X
(b) [If @)l = llull, v e X,
(c) d(f(u), f(v)) = d(u, ),

Endomorfizm spetliajacy powyzsze warunki nazywamy izometrig.

10. Niech X bedzie n-wymiarowa przestrzenia euklidesowa, oraz niech P C X bedzie
hiperptaszczyzna w X (tzn. (n — 1)-wymiarowa podprzestrzenia). Definiujemy
symetrie wzgledem P jako jedyny endomorfizm Sp taki, ze

SP’P:idP, SP‘PL :—idpl.

(a) Dlaczego Sp jest poprawnie okreslony?
(b) Wykazaé, ze Sp jest izometria.
(c) Wykazaé, ze dla kazdego N € P+ takiego, ze | N|| = 1 i dla kazdego

u € X zachodzi
Sp(u) =u—2(N,u)N.



