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Recenzja rozprawy doktorskiej Adama Tyca

Zigzag structure in triangulations of surfaces

Zanurzenia graféw w powierzchnie to ekscytujaca tematyka z pogranicza kombinatoryki
i topologii. Praca doktorska Adama Tyca koncentruje sie na pewnych specjalnych ciggach
krawedzi zanurzonego grafu, zwanych zygzakami. Ciagi tego typu uzyskujemy w wyniku spa-
ceru po zanurzonym grafie, w ktorym kazde dwie kolejne krawedzie lezg w tej samej Scianie,
ale nastepna krawedz jest juz na innej $cianie i jest roztaczna z przedostatnia. Pojecie to
zostalo wprowadzone w kontekscie zastosowan teorii graféw w chemii (fulereny). Nawiagzuje
ono réwniez do wielokgtow Petriego, a takze do grafow Eulerowskich i kodow Gaussa.

Zgodnie z tytutem, rozprawa Adama Tyca bada strukture zygzakdéw w triangulacjach na
dowolnych powierzchniach. Zawiera ona szereg ciekawych rezultatéow stanowiacych znaczacy
postep w tej tematyce. Omdwie pokrotce kilka z nich stosujac gdzieniegdzie pewne uprosz-
czenia terminologiczne.

Niech G bedzie grafem zanurzonym w powierzchnie (sfere, torus, butelke Kleina, etc.). Zda-
rza sie, ze zygzak w GG przechodzi po wszystkich krawedziach, wéwczas G nazywamy grafem
z-zawigzanym. Narzuca si¢ naturalne pytanie o charakteryzacje takich graféw. We wspol-
nej pracy z Markiem Pankovem, autor rozprawy podaje taka charakteryzacje dla przypadku
triangulacji, przy uzyciu pojecia z-monodromii scian (Twierdzenie 3). Owa monodromia $cia-
ny trojkatnej F' to po prostu funkcja, ktora przypisuje krawedzi skierowanej e z F' te krawedz
z I, ktora pojawi sie jako pierwsza w dalszym obiegu zygzaka wyznaczonego przez pare
(e, f), gdzie f jest kolejng krawedzia w jednej z dwoch cyklicznych orientacji F. Okazuje sie
(Twierdzenie 2), ze istnieje siedem typéw z-mondromii $cian, z ktérych cztery odpowiadaja
triangulacjom z-zawiazanym (Twierdzenie 3). Kolejny ciekawy wynik (Twierdzenie 4) mowi,
ze kazda triangulacje na dowolnej powierzchni (sp6jnej i zamknietej) mozna “rozdrobnié” do
triangulacji z-zawigzanej, gdzie przez rozdrobnienie rozumie si¢ wklejenie w niektoére Scia-
ny odpowiednich triangulacji dysku. Dowody wymienionych wynikéw sg niebanalne, bazuja
na pomystowej analizie kombinatorycznych i topologicznych wtasnosci réznorakich obiek-
tow opisujgcych strukture zygzakow. W szczegdlnodci, dowdd twierdzenia o rozdrobnieniu
podaje efektywng metode jego konstrukcji. Praca z tymi wynikami ukazala sie w Discrete
and Computational Geometry. Zawiera ona ponadto znacznie uproszczony dowodd wezesdniej-
szego twierdzenia autorow (Twierdzenie 5), opublikowanego w European Journal of Combi-
natorics, méwigcego o tym kiedy suma spojna dwéch triangulacji z-zawigzanych pozostaje

z-zawigzana.
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Kolejny ciekawy watek w pracy Adama Tyca taczy zygzaki w triangulacjach z zanurzenia-
mi graféw Eulerowskich skierowanych. W takim zanurzeniu, oprocz podstawowego warunku
niekrzyzowania sie¢ krawedzi, wymaga si¢ aby cykle ograniczajace Sciany byty skierowane. Dla
danej triangulacji G mozemy utworzy¢ jej z-orientacje poprzez wybor pelnej reprezentacji
rodziny zygzakow (z doktadnoscia od odwrécenia zygzaka). Kazda krawedz pojawia sie w
tej reprezentacji dokladnie dwa razy — albo w dwéch przeciwnych kierunkach (typ I), albo
w tym samym kierunku (typ II). Krawedzie typu II tworza wiec podgraf zorientowany D w
triangulacji G. Autor definiuje pojecie triangulacji z-jednorodnej (ze wzgledu na typy $cian,
ktore zaleza od typéw krawedzi), a nastepnie dowodzi zaskakujacego twierdzenia (Twierdze-
nie 6 i Propozycja 5). Mowi ono, ze w przypadku triangulacji z-jednorodnej, podgraf D jest
zanurzonym grafem Eulerowskim i na odwrot, kazde zanurzenie grafu Eulerowskiego skiero-
wanego mozna uzupetni¢ do triangulacji z-jednorodnej, w ktérej odgrywa on role podgrafu D.
Dodatkowo, autor scharakteryzowat (Twierdzenie 7) sktadowe sp6jnosci powierzchni powsta-
jace po usunieciu z niej grafu D. Sa to otwarty dysk, otwarta wstega Mcobiusa lub otwarty
walec. Te tadne wyniki ukazaly sie w pracy Adama Tyca opublikowanej w Ars Mathematica
Contemporanea.

Inne ciekawe twierdzenie (Twierdzenie 8) elegancko taczy pojecie jednorodnosci z poje-
ciem zawigzania triangulacji. Autor podaje w nim algorytm przeksztatcajacy triangulacje
z-jednorodna w triangulacje z-zawiazana zachowujaca wtasnosé¢ jednorodnosci. Dodatkowo,
autor (wspdlnie z Markiem Pankovem) uzyskuje szereg ciekawych informacji o owych mono-
dromiach. Na przyktad, Twierdzenie 9 orzeka, ze wierzchotki grafu dualnego do wyjéciowe]
triangulacji odpowiadajace $cianom o monodromiach typu 1 i 2 zawsze indukuja lasy (czyli
grafy bez cykli). Dowody tych twierdzen sa do$¢ trudne technicznie, wymagaja szczegétowe;
analizy réznorakich wtasnosci z-monodromii w powigzaniu z wieloma pojeciami pomocniczy-
mi. Wyniki te ukazalty sie w dwoch pracach w Discrete Mathematics.

Rozprawa jest dos¢ dobrze zredagowana, zawiera sporo przyktadéw i rysunkéw dobrze
ilustrujacych nietatwa miejscami materie. Drobne niedoskonalosci (na przyktad w definicji
pojecia zygzaka) nie wptywaja znaczaco na przyjemnosé lektury. Lekki niedosyt pozostawia
catkowity brak problemoéw otwartych, ktorych nie znalaztem takze w publikacjach autora.

Podsumowujgc stwierdzam, ze praca Adama Tyca to bardzo dobry doktorat zawierajg-
cy szereg nowych i warto$ciowych rezultatow dotyczacych ciekawej tematyki zygzakow w
triangulacjach. Ich uzyskanie $wiadczy o swietnym opanowaniu warsztatu badawczego oraz
znakomitej intuicji i erudycji autora. Uwazam zatem, ze przedtozona rozprawa doktorska
spetnia wymogi ustawowe i wnosze o dopuszczenie Adama Tyca do dalszych etapéw przewo-
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du doktorskiego.



