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4c) omowienie celu naukowego prac i osiagnietych wynikow wraz z omowieniem ich ewentual-
nego wykorzystania.

Prace mieszczg sie w nurcie Geometrii Nieprzemiennej, ktérej motywem przewodnim jest
patrzenie na algebry nieprzemienne tak, jak gdyby byly one algebrami funkcji [7]. Twierdzenie
Gelfanda-Najmarka mowi, ze lokalnie zwarta przestrzen topologiczna Hausdorffa X jest w zu-
petnosci wyznaczona przez C*-algebre funkceji ciaglych, zespolonych, znikajacych w oo — Co (X))
i, odwrotnie, kazda przemienna C*-algebra jest tej postaci. Odpowiednios¢ X <> Cu(X) jest
(kontrawariantna) rownowaznoscia kategorii. W tym podejsciu na C*-algebry patrzymy jak na
“lokalnie zwarte nieprzemienne (kwantowe) przestrzenie topologiczne”.

Szczegdlna klase przestrzeni nieprzemiennych tworza grupy kwantowe. Poczatki tych obiek-
tow siegaja lat 60. 1 wiaza sie z uogodlnieniem dualnosci Pontriagina dla lokalnie zwartych grup
abelowych na inne typy grup. W tych uogélnieniach — dualno$ci Tannaki-Kreina dla grup
zwartych [42, 20], Stinespringa dla grup lokalnie zwartych unimodularnych [40] czy tez Tatsu-
umy dla grup lokalnie zwartych [43] — obiekty dualne do grup nie bylty grupami, nalezaty do innej
kategorii. Prébg zdefiniowania kategorii z dualnoscia, ktorej szczegolnymi przyktadami beda
wspomniane wyzej, byto pojecie ring-group wprowadzone przez G. I. Kaca w [17]. W dzisiejszym
jezyku byly to algebry Hopfa-von Neumanna z inwolutywnym antypodem, wyposazone do-
datkowo w wierny, normalny $lad (peliacy role miary Haara). W tej teorii udalo sie zawrze¢
prawie wszystkie wezesniejsze dualnosci (Pontriagin, Tannaka-Krein, Stinespring). Dalszy jej
rozwoj, w szczegolnosci rezygnacja ze §ladowosci miary Haara, doprowadzit do kategorii algebr
Kaca, wyposazonej w wewnetrzng dualnosé, ktora pokrywalta wszystkie wyzej wymienione du-
alnos$ci znane z kategorii grup lokalnie zwartych. Teoria ta osiagneta dojrzata posta¢ w latach
70. 1 80. XXw i zostala opisana w monografii [14].

W latach 80. XXw pojawily sie nowe przyklady algebr Hopfa: kwantowe uniwersalne
algebry obwiednie, ktore nazwano, chyba po raz pierwszy, “grupami kwantowymi” [12]. W tych
przyktadach antypod nie byt inwolucja, lecz poniewaz byly one natury czysto algebraicznej, nie
stanowitly powaznego “zagrozenia”’ dla algebr Kaca.

W roku 1987 pojawity sie przelomowe prace S. L. Woronowicza o kwantowej grupie SU(2)
[47] i kwantowych grupach macierzowych [48]. Zapoczatkowaly one rozwdj teorii (zwartych)
grup kwantowych opartych na C*-algebrach a obiekty te wykraczaly poza aksjomatyke algebr
Kaca (antypod nie byl inwolucja). Teoria zwartych grup kwantowych osiagneta niezwykle
prosty i elegancki system aksjomatow w [49]; w szczegolnosci istnienie miary Haara jest w
tej teorii twierdzeniem. W miedzyczasie skonstruowano przyktady obiektow, ktore nalezatoby
uznaé za lokalnie zwarte (ale nie zwarte i nie dyskretne) grupy kwantowe |52, 34, 54]. Zwarte
grupy kwantowe oraz obiekty do nich dwoiste, kwantowe grupy dyskretne, zyskaly wspolny
opis jako algebraiczne grupy kwantowe w |10, 21|. Byl to opis algebraiczny, w terminach “x-
algebr Hopfa bez 17 (multiplier Hopf algebras) |8|, ale istnienie dodatniego, niezmienniczego
funkcjonatu, z ktorego potem konstruowano miare Haara, byto zatozZone.

Ogolna teoria lokalnie zwartych grup kwantowych sprawiata jednak duze trudnosci, w przeci-
wienstwie do przypadku zwartego niemozliwe byto udowodnienie istnienia miary Haara. Pewna
wersja tej teoril zostala zaprezentowana (po wielu latach prac) w [30]. Zanim jednak to
nastapilo w roku 2000 ukazata sie praca S. Vaesa i J. Kustermansa [45], gdzie zaproponowano
definicje lokalnie zwartej grupy kwantowej (co dalej bede skracal do LZGK), w ktorej istnienie



lewej © prawej miary Haara byto czescig definicyi. Ta definicja jest obecnie w wiekszosci zaak-
ceptowana jako definicja LZGK (wystepuje ona w dwoch, w zasadzie rownowaznych, postaciach:
opartych na algebrach von Neumanna lub C*-algebrach).

Niejako alternatywna (do definicji Vaesa i Kustermansa) teoria bazuje na pojeciu operatora
multiplikatywnego i unitarnego wprowadzonego przez S. Baaja i G. Skandalisa w pracy [2]
(ponizej Def. 1.1) wraz z warunkiem porecznosci zaproponowanym przez S. Woronowicza w
[50] (ponizej Def. 1.2) lub, nieco ogoélniejszym, warunkiem modularnosci [36, 37]. Tutaj nie
zaklada sie istnienia miary Haara. To podejscie jest, w zasadzie ogélniejsze, z aksjomatow
Vaesa i Kustermansa wynika bowiem, ze grupy kwantowe w ich sensie sa generowane przez
modularne operatory multiplikatywne i unitarne. 7 drugiej strony, nie jest znany przyktad
grupy kwantowej generowanej przez taki operator bez miary Haara, a np. A. van Daele wyrazit
opinie, ze “still it is not possible to give axioms so that the Haar weight can be found. It must
be mentioned however that in this case, there are some indications that this might be possible
in the near future” [9]. Od tej opinii mija wlagnie 13 lat.

Wazng klasa przyktadow grup kwantowych sa grupy kwantowe zwigzane z rozktadami grup
klasycznych na dwie podgrupy. Byly jednymi z pierwszych nietrywialnych (tzn. nieprzemi-
ennych i niekoprzemiennych) przyktadow algebr Kaca [18] (przyktad ten jest podany réwniez
w [31]). W kontekscie algebr Hopfa byly badane przez M. Takeuchi’ego [41] i S. Majida [27],
(iloczyny bikrzyzowe algebr Hopfa — bicrossproduct construction); ten ostatni badal tez, kiedy
konstrukcja tego typu, zwiazana z rozktadem grup Liego, prowadzi do algebr Kaca [28|.

W bardzo ogoélnym kontekscie LZGK, konstrukcja iloczynu bikrzyzowego zostata podana
w pracy S. Vaesa i L. Vainermana [46]. Mniej wiecej w tym samym czasie pracowalem nad
artykutem (H2) (umieszczony w arXiv w roku 2002). Jest w nim przedstawiona alternaty-
wna, cho¢ mniej ogélna, konstrukcja grupy kwantowej wychodzaca od rozktadu grupy Liego
na dwie podgrupy i bazujaca na algebrach grupoidéw w naturalny sposéb zwigzanych z takim
rozktadem. Oparta jest ona na kategorii grupoidéw opisanej przez Stanistawa Zakrzewskiego
w pracach [56, 57]. Kluczowa réznica jest pojecie morfizmu grupoidow jako relacji a nie odw-
zorowanta. Tak pojmowane morfizmy dziataja na elementy algebry grupoidowej i sprawiaja,
ze przypisanie grupoidowi rozniczkowemu jego C*-algebry jest funktorem |39]. Teraz, z rozkla-
dem grupy G = AB na dwie podgrupy A, B C G zwiazane sa dwa grupoidy (transformacyjne)
G4 : G = A (notacja jest objasniona ponizej) oraz Gp : G = B. Okazuje sie, 7e relacja
mnozenia w jednym z tych grupoidéw, powiedzmy G, definiuje kotaczny morfizm z G4 do
G4 X G4, ktory po “podniesieniu”’ do C*-algebr daje komnozenie.

Jedna z najbardziej popularnych i badanych, zwtaszcza w kontekscie mozliwych zastosowarn
fizycznych (lub “fizycznych”), kwantowych deformacji jest tzw. kappa deformacja algebry
Poincaré opisana po raz pierwszy w pracy J. Lukierskiego, A Nowickiego i H. Ruegga [26].
Jej struktura jako iloczynu bikrzyzowego (algebr Hopfa) zostala rozpoznana w pracy S. Majida
i H. Ruegga [29]. Z kolei k-deformacje Grupy Poincaré na poziomie *-algebry Hopfa podat
S. Zakrzewski w [58]. Jest ona bezposrednia kwantyzacja pewnej struktury Poissona-Liego na
grupie Poincaré [55, 38]. Deformacja ta i zwiazana z nia “kwantowa przestrzen Minkowskiego”
byta i wciaz jest tematem licznych prac z pogranicza fizyki i matematyki, pewien obraz daje
przeglad [24]. Jednak niemal wszystkie rachunki odbywaja sie na poziomie formalnych szeregow
potegowych (do wyjatkow mozna zaliczyé np. [1, 13, 16]), w zwiazku z czym trudno na ich



podstawie czynié¢ jakiekolwiek fizyczne ilogciowe przewidywania. Jedna z motywacji autora byto
“zrobienie porzadku z k-deformacja”. Wiadomo bylo bowiem od mojej pracy [38], ze jest ona
zwigzana z pewnym rozktadem grupy Liego, ale rozklad ten nie zachodzi na catej grupie, lecz
na zbiorze otwartym i gestym, co nie przeszkadza w zastosowaniu wynikow pracy [46], jednak
uniemozliwia bezposrednie zastosowanie metod grupoidowych. Zrozumienie natury przeszkod
i sposobdéw ich pokonania byto motywacja dla moich kolejnych prac. Skuteczny schemat, choé¢
moze nie do kotica zadowalajacy, zostal opisany w On the quantum ’ax + b’ group i zastosowany

“osiagniecie”.

do grupy k-Poincaré w ostatniej pracy skladajacej sie na

Na zakoriczenie tego wstepu chciatbym wspomnieé¢ o zaletach tego, mniej ogdlnego niz w
|46], podejscia. Grupy lokalnie zwarte, ktore wystepuja w fizyce, to grupy Liego i tam struk-
tura rozniczkowa jest do naszej dyspozycji. Metody oparte na algebrach grupoidowych uzy-
waja bezposrednio tej struktury. Dostrzegajac strukture grupoidéw rézniczkowych, wiemy tez,
jakiej (semi) klasycznej grupy (Poissona-Liego) jest odpowiednikiem (kwantyzacja) nasza grupa
kwantowa (ta grupa Poissona-Liego jest wigzka dualna do algebroidu Liego). Mamy tez “nat-
uralnych” kandydatéw na generatory naszej C*-algebry i ich klasyczne odpowiedniki, wreszcie
mozemy opisa¢ mnozenie w terminach *-produktu i ogladaé, jak r6zni si¢ “prawdziwe” mnozenie
w nieprzemiennej algebrze od “zwyktego” iloczynu funkcji.

Podstawowe definicje i uzywana notacja

Ogodlnie stosowane konwencje i oznaczenia. Ilekro¢ mowa jest o rozmaitosci mam na mysli
rozmaito$¢ Hausdorffa, bez brzegu, gtadka, parazwarta i spelniajaca drugi aksjomat przeliczal-
nosci; podrozmaito$é znaczy podrozmaito$é zanurzona (embedded).

Relacjg v ze zbioru X do Y nazywamy trojke (X,Y; R CY x X). R jest wykresem relacji
r i bedzie oznaczane przez Gr(r). Te formalna definicje bede na ogot skracal, utozsamiajac
relacje z jej wykresem. Fakt, ze r jest relacjag z X do Y, bede zapisywal r : X —>Y. Dla
relacji 7 : X —Y relacja transponowana r7 1 Y —> X jest okreslona przez warunek (z,y) €
Gr(r) < (y,z) € Gr(r). Jezeli X,Y sa rozmaitosciami i R podrozmaitoscia w Y X
X, to r nazywamy relacjqg rozniczkowalng. Przez ~ oznaczal bede przestawienie w iloczynie
kartezjariskim (tensorowym): ~ (z,y) = (y,2) (~ (z ®y) = y Q@ z).

Dla rozmaitosci X przez L?(X) rozumiem (o$rodkowa) przestrzen Hilberta zdefiniowana
jako uzupelnienie O 2(X ) - przestrzeni gladkich, zespolonych polgestosci na X o zwartym
nos$niku. Wtedy kazdy dyfeomorfizm ¢ : X — X definiuje operator unitarny na L*(X), ktory
na ogol bede oznaczal rowniez przez ¢, zadany na Qi/z(X) przez popchniecie polgestosci:

(W) (A(2)) (A" Tpp)v,) = w(z)(vy), w € QVAX), x € X, v, € AT, X (1)

Dla C*-algebr A, B, ich morfizm oznacza niezdegenerowany s-homomorfizm A — M (B);
takie odwzorowanie rozszerza sie jednoznacznie do x-homomorfizmu M(A) — M(B) i to roz-
szerzenie umozliwia sktadanie morfizméw; symbol A® B oznacza minimalny iloczyn tensorowy;
wszystkie wystepujace ponizej C*-algebry, z wyjatkiem algebr mnoznikéw, sa osrodkowe. Tlekro¢
jest mowa o generatorach C*-algebry uzywam tego pojecia w sensie Woronowicza [53].
Grupy kwantowe. Przez grupe kwantowq rozumiem lokalnie zwartq grupe kwantowqg(LZGK).

Podstawowymi sktadnikami tej struktury sa C*-algebra A i komnozenie A € Mor(A, A® A),

ktore jest kotgczne:
(A ®id)A = (id @ A)A (2)
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i spetnia warunek gestosci:
Dla dowolnych a,b € A, elementy A(a)(b® I) oraz A(a)({ ® b) naleza do A ® A oraz

cds{A(a)(b®I):a,be A} = cls{A(a)(I ®b) :a,be A} = A® A, (3)

gdzie symbol “cls” oznacza domknieta powloke liniowa.
Miara Haara. Miara Haara (prawa) na LZGK to gesto okreslona, polciagla z dotu, waga
KMS (na temat wag np. [45]), ktora jest prawoniezmiennicza, czyli

Y((id @ w)A(a)) =w()(a),a € A, a >0, ¢Y(a) <o, we A", w > 0.

Jak juz wspominatem, istniejg dwa gtéwne podejscia: jedno oparte na definicji Vaesa i Kuster-
mansa [45], w ktorym istnienie dwoch - prawej i lewej - wiernych miar Haara jest czescig
definicyi LZGK, i drugie, rozwijane przez Woronowicza, w ktérym nie zaktada sie istnienia mia-
ry Haara a gtéwna role pelni modularny operator multiplikatywny unitarny [50, 37]. Te roznice
w podejsciu nie sg istotne w omawianych pracach, poniewaz tam miara Haara istnieje.
Antypod (koodwrotnosé) w LZGK jest odwzorowaniem nieograniczonym i ma rozktad bie-
gUNowy:
S =R-7p, (4)

gdzie R : A — A jest inwolutywnym s-antyautomorfizmem (tzn odwraca kolejno$¢ mnozenia)
nazywanym unitarnym antypodem, a T3 jest analitycznym generatorem l-parametrowej grupy
x-automorfizmow algebry A: R 5 t — 7 [50] nazywanej grupq skalujgeq (the scaling group).
Obiekty te sa zwiazane z komnozeniem szeregiem warunkow, ktore mozna znalezé np. w [50].

Grupoidy rézniczkowe i ich C*-algebry. Grupoidem nazywamy mala kategorie, w ktorej
kazdy morfizm jest izomorfizmem. Jak zauwazyl S. Zakrzewski [56] nastepujaca definicja jest
rownowazna klasycznej definicji grupoidu.

Definicja 0.1 Grupoidem nazywamy czworke (I, m, s, ) sktadajaca sie ze zbioru I" oraz relacji
m:TxT—>Ie: {x} >, s: T —>TI speliajacych warunki:

m(m x id) = m(id x m), m(e x id) = m(id x e) = id

s =id, m(s x s) ~=sm, gdzie ~: T x> (z,y) — (y,2) € x T,
Vel : 0#m(x,s(x)) Ce({*}).

{*} oznacza zbiér jednopunktowy, zbior e({*}) C I' bede oznaczal przez E i nazywal zbiorem
jednosci; grupoid I' ze zbiorem jednosci F bede oznaczat I' = E'; dla zbioru jedno$ci stosowatl tez
bede (szeroko rozpowszechnione) oznaczenie I'®. Rzuty na zbiér jednosci bede oznaczal przez
er,er: ' = E, ep standardowo nazywa sie rzutem na dziedzine (domain or source projection)
a ey, - rzutem na przeciwdziedzine (obraz) (range or target projection) ; ey (er) bede nazywal,
zgodnie z oznaczeniem, lewym (prawym) rzutem, a dla v € T zbiory Fy(y) = e;'(er(7)) oraz
F.(7) := ex' (er(7)) lewym i prawym wtéknem przechodzacym przez . Okazuje sie, ze m jest
odwzorowaniem ze zbioru elementéw sktadalnych D(m) :=T® = {(y;,7,) € T x ' : eg(n) =
er(y2)} na I'. To spojrzenie na grupoidy prowadzi do alternatywnej definicji morfizmu (jako
relacji) [56]:



Definicja 0.2 Niech (I',m, s, e) oraz (IV,m/, s, €’) beda grupoidami. Relacje h : I'—>1" nazy-
wamy morfizmem (grupoiddw) jezeli

hm =m/(h x h), hs=sh, he=¢.

Grupoidy wraz ze zdefiniowanymi powyzej morfizmami (morfizmami Zakrzewskiego) tworza
kategorie. Warto podkresli¢, ze tak zdefiniowane morfizmy nie sq uogolnieniem standardowych
(homo)morfizméw grupoidow czyli funktorow. Okazuje sie, ze dla grupoidow I' = £, I" = E’
morfizm h : I' —>1" definiuje odwzorowanie bazowe f, : E' — FE oraz, dla kazdego ¢ € F',
odwzorowania h% : Fi(fu(e)) — Fi(¢') i hfl : F.(fu(€')) — F.(¢/) miedzy lewymi i prawymi
wiloknami.

Zbior B C T nazywamy bicieciem (grupoidu T'), jezeli jest cieciem prawego i lewego rzutu
nad E, tzn ep|p,er|p : B — E sa bijekcjami. W przeciwienistwie do standardowych homo-
morfizméw, morfizmy Zakrzewskiego dzialaja na biciecia: jezeli h : ' —> 1" jest morfizmem i
B C T bicieciem, zbior h(B) jest bicieciem I'. Biciecia tworza grupe wzgledem naturalnego
mnozenia podzbiorow grupoidu oraz dzialaja na grupoidzie przez lewe mnozenie. To dziatanie
zachowuje prawe wlokna i przeprowadza lewe wlokna w lewe wiokna. Morfizm grupoidow
zadaje homomorfizm grupy biciec.

Grupoidy zwiazane z grupami podwdjnymi (opisane ponizej) sa grupoidami transforma-
cyjnymi. Jezeli X x G 3 (x,9) — xg € X jest (prawym) dziataniem grupy G na zbiorze X, na
zbiorze I' := X X G mamy strukture grupoidu zdefiniowang jako:

E:={(z,e):z€ X}~ X, s(x,9) = (xg,g "), m:={(z,9h;2,9,29,h) :x € X, g,h € G}

Ten grupoid nazywamy grupoidem transformacyjnym (dla dziatania G).

Grupoid rozniczkowy to rozmaitoéé z “gladka struktura grupoidu”, czyli wystepujace w
definicji relacje sa relacjami rozniczkowalnymi. Poniewaz jednak ztozenie relacji rézniczko-
walnych moze nie by¢ relacja rézniczkowalna, konieczne jest natozenie dodatkowych warunkow
transwersalnosci na wystepujace w definicji ztozenia [57]. W ten sposdb otrzymujemy grupoidy
rozniczkowe, w ktorych: zbior jednosci E oraz zbior elementow sktadalnych I'® sg podroz-
maito$ciami, rzuty ey, er oraz mnozenie m (jako odzworowanie z I'®) sg surjektywnymi sub-
mersjami a odwrotnosé grupoidowa s jest dyfeomorfizmem. Morfizmy grupoidow rozniczkowych
sa relacjami rozniczkowalnymi spelniajacymi warunki zawarte w Def. 0.2 oraz odpowiednie
warunki transwersalnosci, ktore zapewniajg, miedzy innymi, gtadko$¢ odwzorowania bazowego
i odwzorowan miedzy wtoknami.

7 grupoidem roézniczkowym jest w kanoniczny sposob zwigzana pewna (C*-algebra, ktora
uogolnia konstrukcje C*-algebry grupowej (Scisle rzecz biorac, podobnie jak dla grup, mamy
dwie wersje tej algebry: pelna i zredukowana). Ta konstrukcja i jej wtasnosci byly tematem
mojej rozprawy doktorskiej [39]. Ponizej przedstawiam zarys konstrukeji potrzebny do zrozu-
mienia zawartosci prac sktadajacych sie na “osiggniecie”.

Niech I' = FE bedzie grupoidem rézniczkowym. Niech QlL/ 2, Q}%/z beda wigzkami zespolonych
polgestosci wzdtuz lewych i prawych wiokien I' a A (') oznacza przestrzen wektorowa gtadkich
cie¢ wiazki Qi/ ’® Q}f o zwartych nosnikach. Na A (T") wprowadzamy strukture x-algebry w
nastepujacy sposob. Wybierzmy \q - rzeczywista, nieznikajaca i lewoniezmiennicza polgestosé
wzdhuz lewych wlokien (taka potgestosé definiuje na T' lewy system Haara; w [39] wykazano,



ze nic dalej od tego wyboru nie zalezy i zaprezentowano konstrukcje jawnie wolng od tego
wyboru). Niech py := s(\g) bedzie obrazem \g w dziataniu odwrotnosci grupoidowej s, wtedy
po jest prawoniemiennicza polgestoscia i definiujemy wy := Ao ® po. Kazdy element w € A (T)
moze by¢ wtedy jednoznacznie zapisany jako w = fwg dla pewnej funkeji f € C°(T") (gladkie;
zespolonej, o zwartym nosniku). Mnozenie w; = fiwy oraz ws = fowy w A (T') jest zdefiniowane
jako:

(fiwo) (fawo) =: (f1 * fa)wo,
(fi* f2)(7) == / ) fa(s()y) = / pe(V) fL(vs(Y) f2(7)
r(7)

Fi(7v)

(5)

Operacja sprzezenia jest zdefiniowana nastepujaco:

(fwo)" =: (f")wo, f*(v) == f(s(7)) (6)

Wyboér A\g wraz z konstrukcja odpowiadajacej jej wo definiuje na A (I') norme, wzgledem ktorej
A (T') jest unormowang *-algebra:

Il = 1o s=mar {sup [ séelselsup [ stonlre}

eck eckE

x-algebra A (T') jest wiernie reprezentowana na L*(T'), oznaczmy te reprezentacje przez mq.
Jest ona zdefiniowana nastepujaco: wybierzmy v, - rzeczywista, nieznikajaca gltadka polgestosé
na F; poniewaz er : I' — E jest surjektywna submersja, wzor: vy := py ® vy definiuje na I"
rzeczywista, nieznikajaca potgestosé ¢y. Wtedy na Qi/z(f‘) reprezentacja ;g jest dana przez;

Wid(f1wo)(f2¢o) = (Wid(fl)f2)¢0, 7Tz'd(f1)f2 =fixfo, fi,fo € CSO(F) (7)

Wystepujaca w powyzszym wzorze operacja fi * fo zostala zdefiniowana w (5). Z uwagi na
oszacowanie ||mq(w)|| < ||wl|o, nastepujaca definicja ma sens:

Definicja 0.3 Zredukowang C*-algebrg grupoidu rozniczkowego I' nazywamy domkniecie
mia(A (")) w normie operatorowej. Te algebre bedziemy oznaczaé przez Cr(I)

Okazuje sie, ze morfizmy grupoidéow rozniczkowych dzialaja na elementy algebry grupoid-
owej. Morfizm h : T — T definiuje odwzorowanie liniowe i : A (T) — L(A(T")) (L(A ("))
oznacza odwzorowania liniowe na A (I')) oraz reprezentacje 7, *-algebry A (T') w L?(T). Odw-
zorowanie h jest przemienne z mnozeniem w A (I') w sensie:

h(w) (W) = h(w)(Ww") , w e A), w,w" € A(IY)
Ponadto zachodzi:

Stwierdzenie 0.4 [39] Niech T, T",T” bedg grupoidami rézniczkowymi a h : T —>T" oraz
k. TV—>T" morfizmami (grupoidéw rézniczkowych). Dla dowolnych w € A(T), o' ,w] €
A(F/)’w// e A(l—‘//):

a) k((A(w)w)w” = kh(w)(k(w)w")

b) m(h(w)w') = T (W) (W')



¢) (@) (h(w)wi) = (Alw*)w')w;
d) Dla dowolnego wyboru wy zachodzi oszacowanie: ||my(w)|| < ||w|lo
"

Ponizej jest podana jawna formuta takiego odwzorowania dla morfizmu zadajacego komnozenie
w przypadku podwojnych grup Liego (10).

Bicigcia grupoidu roézniczkowego dziataja na algebrze grupoidowej A (T') i na L*(T); te
dziatania umozliwiaja ich interpretowanie jako unitarnych mnoznikow w C*(I"). Sa one roéwniez
transportowane przez morfizmy:

Stwierdzenie 0.5 [(H2) Prop. 1.6] Niech ',V bedq grupoidami rdézniczkowmi, B bicieciem
grupoidu T oraz h : T —>T" morfizmem. Dla w,w; € A(T) i ' € A(T):

Grupy podwdjne i grupoidy zwigzane z grupami podwéjnymi. Niech G bedzie grupa
a A, B C G jej podgrupami speliajacymi warunek AN B = {e}. Zdefiniujmy zbior elementdw
rozktadalnych T == AB N BA; kazdy element z tego zbioru moze by¢ zapisany jednoznacznie w
postaci

9 =ar(9)br(9) =br(g9)ar(g);  ac(g),ar(g) € A, br(9),br(g) € B. (8)

Te rozklady definiuja surjekcje: ap,ar : I' — A oraz by, by : I' — B. Okazuje sie, ze na
zbiorze I' mozna zdefiniowa¢ strukture grupoidu (a nawet dwie takie struktury). Jedna z nich,
I'y: ' = A, zadana jest wzorami:

E:=A, sa(g) :=br(g9) tar(g) = ar(g)br(g) ™", Gr(ma) := {(biaby; bia,aby) : bia,aby € '}
(9)
Podobnie definiujemy grupoid I'p : I' = B z odwrotnoscia sg i relacja mnozenia mp.

Jezeli G =T = AB trojke (G; A, B) nazywamy grupg podwdjng (terminologia zaczerpnieta
z [23]). W tej sytuacji grupoidy T'4,T's beda oznaczane przez Ga,Gp. Grupoid G4 jest
grupoidem transformacyjnym wzgledem kanonicznego (prawego) dzialania B na B\G: G4 ~
(B\G) x B (analogicznie Gg). Okazuje si¢ [56], ze relacja m% : G4 —> G4 x G4 jest kotacznym
(tzn. (m% x id) m% = (id x m%) m%) morfizmem grupoidéw.

Gdy G jest grupa Liego a A, B jej domknictymi podgrupami grupe podwojna (G; A, B)
bede nazywal podwdjng grupg Liego, co bedzie w dalszym ciggu skracane do PGL. W tej
sytuacji grupoidy G4 i Gp sa grupoidami rézniczkowymi a § := m% jest morfizmem grupoidéw
rozniczkowych. Opisze teraz postaé¢ odwzorowania 5. Wybierzmy rzeczywista potgestosé ug # 0
na 7T,B i zdefiniujmy lewoniezmiennicza potgestosé \g na G4 jak ponizej, i niech py bedzie
odpowiadajgca jej prawoniezmiennicza potgestoscia;

Mo(9)(v) = polg™v), v € A" T Ga, polg)(w) == jplar(g)) Puo(wg™), w € A" T7 G4,



gdzie T;GA(T;GA) jest przestrzenia styczna g do lewego (prawego) wlokna grupoidu G4 oraz
jB(g) = |det(PyAd(g)|p)|, tutaj Py jest rzutem na algebre Liego grupy B zadanym przez
rozktad algebry Liego grupy G na sume prosta g = a @ b. Wzdr na d ma postac:

0(fwo)(F(wo ® wo)) =: (do(f)F)(wo @ wp), f€CX(G), FeCXGxa)
(S(f)F) (Clel, agbg) = /BdlbjB(bL(agb))_l/Qf(a1a2b) F(bL(alagb)_lCLﬂ)l? aR(agb)b_le), (10)

gdzie d;b jest lewa miara Haara na zdefiniowang przez py.

Przystapie teraz do omowienia prac sktadajacych sie na “osiggniecie”.

Manageability of Multiplicative Unitaries Associated to Double Lie Groups.

Jednym z “milowych krokéw” w teorii grup kwantowych jest praca [2]|, wprowadzajaca
pojecie unitarnego operatora multiplikatywnego (multiplicative unitary operator), ktory (przy
pewnych dodatkowych warunkach) zawiera w sobie peing informacje o C*-algebrze i komnoze-
niu (rowniez o grupie dwoistej).

Definicja 1.1 Niech H bedzie przestrzenia Hilberta a W operatorem unitarnym na H ® H.
W nazywamy operatorem multiplikatywnym, jezeli spelnia réwnanie:

WasWia = WiaWi3Whas, (11)
gdzie W;; oznacza operator na H @ H ® H, np. Wiy =W ® I, itd.

Dodatkowy warunek, natozony na W nosi nazwe regularnodci. Okazalo sie jednak [3], ze op-
eratory multiplikatywne unitarne zwigzane z niektérymi znanymi grupami kwantowymi nie sg
regularne. Woronowicz zaproponowal zastapienie regularnosci warunkiem porecznosci (man-
ageability), ktory byt spetlniony we wszystkich znanych przykladach. Oto ten warunek:

Definicja 1.2 [50] Niech H oznacza przestrzerni zespolenie sprzezona do H. Niech W bedzie
operatorem multiplikatywnym i unitarnym na H ® H. Powiemy, ze W jest poreczny, jezeli
istnieje operator unitarny W :HoH— HeH oraz Scidle dodatni, samosprzezony operator
Q:H D D(Q) — H, ktore spelniaja warunki:

a) (z@u|W(zey)=EoQuIWE®Q'y),z.2€ H, ueD(Q),ycDQ"),

(12)
b) WHQ @ QW = (Q® Q).

Wiadomo byto, ze z PGL (G; A, B) jest zwiazany unitarny operator multiplikatywny. Gtéwnym
rezultatem tej krotkiej pracy bylo wykazanie jego porecznosci (i jawne podanie operatorow W

oraz (Q).
Operator W : L*(G x G) — L*(G x G) jest zadany (wzorem (1)) przez dyfeomorfizm

UG x G2 (s,t) = W(s,t):= (sar(t) ™, br(sar(t) )t) € G x G, (13)



ktory spetnia rownanie pentagonalne: WosWiy = WioWi3Wos gdzie ¥, : GXGXG = GXG X G
oraz indeksy 77 moéwia, na ktore “nogi” w iloczynie dziata W, np. Wo3 = id x U, itd.

Operator @ jest zadany jako operator mnozenia przez pewna dodatnia funkcje na G otrzy-
mana w nastepujacy sposob: niech g, a, b beda algebrami Liego grup G, A, B, wtedy g =a® b
(suma prosta przestrzeni wektorowych); korzystajac z tego rozktadu mozemy zapisaé reprezen-

tacje dolaczona jako Ad, =: il zZ ,gdzie g1 :a — a, go : b — a, etc.; funkeja Q jest
3 G4
definiowana jako:
~ det(Ad,)
G3g— = 22— e R\ {0}. 14
9 Qo) = gyt € R\ 0) (14)

Okazuje sie, ze Q jest 1-kocyklem na grupoidach G4 i Gp:

Stwierdzenie 1.3 Dla dowolnych a,a’ € A, b,b' € B:

Q(ab)@(ba') = Q(aba’) , Q(ba)@(ab’) = Q(bab’).

Definiujemy operator Q : Qim(G) — Qi/Q(G) jako operator mnozenia przez funkcje |Q|"/2.

Operator unitarny W : L%(G) ® L*(G) — L*(G) @ L*(G) jest zadany (jako popchniecie
polgestosei) przez dyfeomorfizm

Q:GExG> (s,t) = (sar(t),br(s)t) € G x G.
Glownym wynikiem pracy jest

Twierdzenie 1.4 Operator @ jest domykalny i jego domkniecie jest operatorem samosprze-
zonym 1 Scisle dodatnim. Tak otrzymany operator (Q wraz z operatorami W i W spelniajg
warunki porecznosci (12). "

From Double Lie Groups to Quantum Groups

W pracy tej, jak glosi tytul, zaprezentowana jest kompletna konstrukcja grup kwantowych
zwigzanych z podwojnymi grupami Liego. Konstrukcja wykorzystuje algebry grupoidowe i
wyniki z pracy [39]. Jej zasadniczy rezultat to twierdzenie:

Twierdzenie 2.1 [(H2) Thm. 4.1] Niech (G; A, B) bedzie PGL, G4 = (G,ma,s4,A) oraz
Gp = (G,mg,sp, B) zwigzanymi z niq grupoidami rézniczkowymi i § := mbL : G4 —> Gy ¥
Ga. Odwzorowanie b, zadane wzorem (10), rozszerza sie jednoznacznie do komnozenia A €
Mor(CHGa),CHGA) @ CHGA)) (innymi stowy A jest kolgezne (2) oraz spetnia warunki ges-

tosci (3)). n

Ponadto, jak mozna byto oczekiwaé, A jest implementowane przez zwigzany z PGL unitarny
operator multiplikatywny zdefiniowany przez dyfeomorfizm (13).
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Stwierdzenie 2.2 [(H2) Proposition 4.2| Reprezentacja ms (zwigzana z morfizmem § wzorem
analogicznym do (10)) jest implementowana przez operator W, czyli

ms(w) = W(mg(w) @ I)W*

Zwiazek operatora unitarnego i multiplikatywnego W (a doktadnie definiujacego go dyfeomor-
fizmu) ze struktura grupoidow jest dany przez nastepujace

Stwierdzenie 2.3 [(H2) Lemma 3.3] Niech G oznacza grupoid Gp z odwrdcong kolejnoscig
mnozenia. Niech U = {(sp(g),9) : g € G}, gdzie sp jest odwrotnosciq w grupoidzie Gg. U
jest bicieciem grupoidu rézniczkowego GB X G4 oraz

U(s,t) =V(s,t), s,t €@,

(po lewej stronie réwnosci mamy dziatanie biciecia na elementy grupoidu, po prawej dziatanie
dyfeomorfizmu U zdefiniowanego w (13)) ]

Roéwniez pozostate skladniki struktury grupy kwantowej majg w tej sytuacji grupoidowsg
interpretacje i mozna je okresli¢ najpierw na A (G 4) a nastepnie przedtuzyé do C*(G4). Opisze
pokrotce konstrukcje antypodu i miary Haara.

Antypod. Poniewaz komnozenie A jest implementowane przez poreczny operator multip-
likatywny unitarny W, to z pracy [50] wiadomo, jak powinna wyglada¢ grupa skalujaca, ktorej
analityczny generator wystepuje w rozkladzie biegunowym antypodu (4)— grupa ta powinna
by¢ zwiazana z funkeja Q zdefiniowana w (14). Poniewaz Q jest 1-kocyklem na G4 (Stw. 1.3)
nastepujace odwzorowanie zadaje automorfizm (ale nie x-automorfizm) algebry A (G 4):

7. A(Ga) 3w |Q)*we A(Gy), z€C
Z kolei unitarna czesé¢ antypodu R jest implementowana przez odwrotnosé w grupie G:

Rw)(g)(v@w) =w(g )(w @v) we A(Ga), ve AN (I Fi(g)), w e A" (T, F(g)),

gdzie F(g), F.(g) oznaczaja lewe i prawe wiokno przechodzace przez g a v—',w™! oznaczaja

obrazy v, w w (odwzorowaniu stycznym do) odwrotnosci w grupie G, odwrotnosé ta przeksztatca
lewe wlokna w prawe. Wreszcie antypod S, na poziomie algebry A (G 4), jest zadany wzorem
(4). Te obiekty maja nastepujace wlasciwosci:

Stwierdzenie 2.4 [(H2) Prop. 5.1]

1. Rodzina {1,, z € C} jest jednoparametrowq (zespolong) grupg automorfizmoéw algebry
A(G4); ponadto 7, - x = % - T

2. R jest inwolutywnym *x-antyautomorfizmem oraz R-1, =1, - R;

3. S(wiwsg) = S(wq)S(wy), wi,ws € A(l'4) oraz S - x-S - =id.
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Obiekty te rozszerzaja sie na C*(G4), dajac “prawdziwa” grupe skalujaca i “prawdziwy” antypod
[(H2) Props. 5.4, 7.2, Lem. 7.1].

Miara Haara. Niech (I'; m, s, E) bedzie grupoidem rozniczkowym. Niech p bedzie rzeczywi-
sta, prawoniezmienniczg, nieznikajgca potgestosécig wzdtoz prawych wiokien I' a v rzeczywista,
nieznikajaca polgestoscia na E. Para (p,v) zadaje na A (I') nastepujace obiekty:

e gladki kocykl o : T' — R\ {0} zadany wzorem o(g)(p ® v)(g) = (s(p) ® v)(g), kocykl
ten definiuje jednoparametrowa (zespolona) grupe automorfizmow algebry A (I") wzorem
0. wr o*w, 2 € C,

e dodatni liniowy funkcjonalt h na A (T") zadany wzorem h(fwg) := / fr?, wo = s(p) ®p,
E

e odwzorowanie h : A(T) 3 fwy — f(p®@v) € LA(T).
Zwiazek miedzy o, h i h opisuje

Stwierdzenie 2.5 [(H2) Prop. 6.1] Niech w,w; € A(T).

o hw'w) = (ﬁ(w) | fz(w)), gdzie po prawej stronie mamy iloczyn skalarny w L*(T);

o h(o.(w)wr) = h(wio.4(w))

o h(wwy) = mig(w)h(w)

Jak sugeruja powyzsze zaleznosci, te dane zadaja na C'(I') wage h; dla ktorej h jest odw-
zorowaniem GNS a o, grupa modularng:

Stwierdzenie 2.6 [(H2) Prop. 6.4] Odwzorowanie h jest domykalne i definiuje odwzorowanie
GNS z C*(T') w L*(T"). Wobec tego, h rozszerza sie do gesto okreslonej, pdtcigglej z dotu wagi
KMS na Cf(T') z grupg modularng oy. "

W sytuacji grupoidu G 4 para (p, v) jest zdefiniowana przez wybor py # 0 oraz vy # 0 polgestosci
na T.B i T. A (odpowiednio) i zdefiniowaniu

p(9)(w) == po(wg™), g € G, we A" T;Ga, v(a)(u) :=w(ua™), a€ A, ue A" T,A

Otrzymana w ten sposob waga jest prawa waga Haara na (Cf(G,),A) [(H2), Prop. 6.8].

Towards a topological (dual of ) quantum k-Poincaré group

Celem tej pracy byla, z jednej strony analiza relacji definiujacych x-Poincaré algebre Hopfa
w tzw. bazie bikrzyzowej (bicrossproduct basis) podanych przez S. Majida i H. Ruegga w [29] i
wyjasnienie pewnych pojawiajacych sie w literaturze (gtownie fizycznej) sprzecznych stwierdzer,
z drugiej — wskazanie, ze dzieki wynikom S. Vaesa i L. Vainermana [46] z moich rachunkow
dokonanych w pracy (P2) wynika, ze relacje s-Poincaré algebry Hopfa maja “podniesienie” do
LZGK, dwoistej do grupy s-Poincaré.

r-Poincaré algebra Hopfa (w bazie bikrzyzowej) jest generowana przez elementy (N;, M;, P,),
i,7=1,2,3, p=0,1,2,3 i relacje (A € R jest parametrem, A = 1/k):

My, M| = i €gm My, [My, Ni| = @ €41 Ny, [Ni, Ni| = =i € My,
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[Mk713l]:i€k’lmpma [Mk7PO]:O7 [NkHPO]:Zka [P/upl/]:()a (15)

s B
[Ny, P = % [g (1 — exp(—2A\Py) + /\2P2> - vpkpll

(do tych relacji dochodza wzory na komnozenie i antypod, ktorych nie bede tu przytaczat).
Te relacje sa pewna deformacja relacji w algebrze Liego grupy Poincaré; jezeli N; sg genera-
torami pchnie¢, M; obrotow a P, translacji, to relacje (15) sa zwyklymi relacjami w algebrze
Liego, jedynie komutacja (generator6w) pchniec¢ z translacjami jest zdeformowana (przechodzac
w ostatniej relacji z A do zera, odzyskujemy standardowsa relacje dla algebry Liego). Jednak
obecno$¢ funkcji wykltadniczej w ostatnim wzorze, zmusza nas do rozwazania tych relacji w
algebrze formalnych szeregéw potegowych, czyli A jest formalnym parametrem i trudno przyp-
isa¢ mu jakas fizyczng interpretacje. Mozna jednak przepisa¢ te relacje w nieco innej formie,
mianowicie definiujac Y, := AP, i (formalnie) S := exp(—Y)), otrzymujemy te sposrod (15),
ktore zawieraja S i Yy jako:
[Yi, Y] = [S,Yi] = 0,

(M, Y] =i €pimYm, (M, S] =0, (16)

[Ny, S] = —i §Ys, [Ny, Vi] = i {% (1 e +?2) . Yle} .

W tej postaci, naturalne jest szuka¢ realizacji tych relacji przez dziatanie algebry Lorentza
(generatory N, M;) przez pola wektorowe na (by¢ moze podzbiorze) Ry X R? ze wspolrzednymii
S,Yy, a nastepnie spyta¢, czy to dziatanie calkuje sie do dzialania Grupy Lorentza. Tego
rodzaju (niekompletne) rachunki dokonane zostaly w pracy [6]. W swojej pracy pokazalem, jak
te relacje wynikaja ze struktury grupoidu I'c (opisanego ponizej) i z czego wynikaja przeszkody
w scatkowaniu dzialania algebry do grupy Liego. Wyjasnilem tez, dlaczego relacje powyzsze
sa, jak zauwazono w [25], zgodne z pewnym symetrycznym komnozeniem.

Zasadniczym rezultatem pracy byl opis grupoidu rozniczkowego I'c (por. wzory (9)), w
szczegolnosci kompletny opis jego orbit i grup izotropii. C*-algebra grupoidu I'c “winna by¢”
C*-algebra grupy dwoistej do grupy s-Poincaré. Opisze teraz rozklad, ktory stoi za grupa x-
Poincaré (i grupa do niej dwoista). Dlaczego grupa kwantowa zwiazana z takim wlasnie rozktad
daje nam “kwantyzacje” Grupy Poincaré opisatem w pracy (P8), tam réwniez podalem bardziej
geometryczne definicje grup A i C.

Niech G := SO¢(1,n + 1), n > 1 bedzie spojng sktadowa grupy Lorentza, definiujemy
nastepujace podgrupy G.

Grupa A jest niespojnym rozszerzeniem grupy SOq(1,n) wewnatrz SOy(1,n + 1) (jest to nor-
malizator SOy(1,n) w SOg(1,n + 1)) i jest zdefiniowana jako:

A::{(S?)(% 2):ueSOO(1,n),h::(g2),d:il}. (17)

Grupa C' jest dana przez:

SHi4yl? 1, s2-14yl?
2s sy 2s
C = —y I —y seR,yeR"» C G; (18)
S—1—ly*> 1.t +1-|y?
2s sy 2s
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jest to grupa (AN) w rozktadzie Iwasawy SOg(1.n 4+ 1) = SO(n + 1)(AN); grupa ta jest
izomorficzna z iloczynem potprostym R, x R™ z mnozeniem (s, y1)(S2, y2) := (S152, S2y1 + Ya).
W pracy podany zostal jawny opis zbioru elementéw rozkladalnych I' := AC N CA wraz z
rzutami ar, ag, cp,cg na AiC [(H3) Lem. 1]. Wykaz orbit grupoidu I'c : I' = C zawiera [(H3)
Prop. 1|, a grupy izotropii zostaly policzone w [(H3) Prop. 2.
Ponadto grupoid I'¢ zostal zanurzuny w grupoid transformacyjny C x A poprzez konstrukcje
rozmaitosci C' z dziataniem grupy A. Podano rowniez jawny opis rozmaitoéci C' [(H3) Prop. 9].

On the quantum ‘ax + b’ group

Jak wiadomo z pracy [46], nie tylko PGL definiuja grupy kwantowe, jest tez tak w sytuacji,
gdy zbior elementow rozktadalnych I' = ACNC A (notacja opisana we wstepie) jest “dostatecznie
duzy” (méwiac bardziej precyzyjnie, gdy jest otwarty i pelnej miary w G). Niech m¢ oznacza
relacje mnozenia w grupoidzie I'c : [' = C. Podstawowa przeszkoda w zastosowaniu “metod
grupoidowych” jest fakt, ze § = m& :Ta—>Ta x Ta nie jest morfizmem grupoidéw i zamiast
rownosci

Mema = (ma X my)(idx ~ xid)(mg x mg)) (19)

mamy jedynie zawieranie m&ma D (ma x my)(idx ~ xid)(mL x m&). Jezeli jednak réznica
miedzy dwiema stronami powyzszego zawierania jest “mala”, mozna mie¢ nadzieje, ze po “pod-
niesieniu” obiektoéw grupoidowych na poziom operatoréw w przestrzeni Hilberta odpowiednie
rownosci beda zachodzi¢. Ta idea byta mysla przewodniag omawianej pracy. Wtasnie z tego
typu sytuacja mamy do czynienia w opisanej powyzej grupie Lorentza SOy(1,n) i, w najprost-
szym przypadku, w grupie ‘ax+b’. Poniewaz dalej bede mowit tylko o przyktadzie (kwantowej)
grupy ‘ax+b’ opisanej przez Baaja i Skandalisa w [35, 4] (a takie w [46]), a grupa opisana przez
Woronowicza i Zakrzewskiego w [51] nie bedzie sie pojawiaé, bede przyktad Baaja i Skandalisa
nazywat po prostu kwantowa grupa ‘ax+b’.

Wryniki otrzymane w tej pracy sa dwojakiego rodzaju, z jednej strony analiza przyktadu
kwantowej grupy ‘ax+b’, z drugiej sformulowanie pewnych ogélnych warunkow (cho¢ nie do
korica zadowalajacych), ktorych spetnienie pozwala zastosowaé¢ metody grupoidowe i opisa¢
otrzymane grupy kwantowe jako “skrecone” wersje grup zadanych przez PGL i opisanych w (H2).
Wspblng bowiem cecha struktury stojacej za kwantowa grupa ‘ax-+b’ i grupa x-Poincaré jest
istnienie, niejako “tuz obok”’, struktury PGL. Tym rozkladem jest w grupie ‘ax+b’ rozklad na
translacje i stabilizator dowolnego punktu, a w grupie Lorentza jest to rozklad Iwasawy.

Istnienie tego pelnego rozktadu, w $wietle pracy (H2), nasuwa pomyst “przepchniecia” calej
struktury do grupoidu zwiazanego z PGL. Jego realizacja doprowadzita mnie do zidentyfikowa-
nia obiektu 7' - twistu, zdefiniowanego ponizej (22), zbadania jego wlasnosci algebraicznych
(Stw. 4.1) a nastepnie dodania pewnych zalozeni analitycznych w przypadku PGL zawartch w
Tw. 4.2. Omoéwie najpierw sytuacje ogolng a nastepnie zastosowanie do grupy ‘ax—+b’.

Niech dana bedzie grupa G i trzy jej podgrupy A, B,C' C G spekiajace warunki:

BNC={et=AnC , BC=0G, (20)

(czyli (G; B,C) jest grupg podwojna). W tej sytuacji mamy grupoid Gg : G = B oraz
Fa:T = A(l:= ACNCA). Grupoid Gp jest wyposazony w kolaczny morfizm &y := mZ :
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Gp—>Gp x Gpg, gdzie me jest mnozeniem w grupoidzie Go : G = C. Grupoid Gp jest
izomorficzny z grupoidem transformacyjnym (C\G) x C (z kanonicznym prawym dziataniem
(C\G) x C > (lg],¢) = lgc] € (C\G)), natomiast I'y mozna utozsami¢ z obcieciem tegoz
grupoidu do pewnego podzbioru, ktory (po utozsamieniu B ~ (C\G) jest zdefiniowany jako

B :=BNCA, (21)

['4 jako obciecie Gp bedzie oznaczany przez ['g.. Po zanurzeniu I'y w G mozemy relacje
m& (czyli “prawie” morfizm, ktory “powinien” zadawa¢ komnozenie) traktowaé jako relacje
Gp—> Gp X Gp. Zdefiniujmy nastepujacy zbior:

T :={(g,b) : cr(g)b e A} C Gp x Gp, (22)

gdzie cgr : G — C jest rzutem zwiazanym z rozkladem G = BC jak w (8). Najwazniejsze
wlasnosci tego zbioru opisuje ponizsze:

Stwierdzenie 4.1 [(H4) Prop. 3.1, Lemma 3.2]

1. T jest cieciem lewego i prawego rzutu (w Gp X Gg) nad zbiorem B x B’ oraz bicieciem
Gp x Up; w zwigzku z tym lewe mnozenie przez T zadaje bijekcje G X b;l(B’).

2. Oznaczmy Tis .= T x B C Gg x Gg x G oraz Ty .= BxT C Gg Xx Gg x Gg. Ma
miejsce rownosé zbiorow:
T23(’id X 50)T = T12<50 X Zd)T

3. Zdefiniugmy relacje Adr : Gg x Gg—=> Gpg X G jako:
(91, 925 g3, g1) € Adp <= Ft1,ta € T : (g1,92) = t1(g3, 94)(s5 X sB)(t2).

Relacja 6 := Adr - &y jest rozszerzeniem mb, tzn mb C 6

Zmnaczenie tego zbioru opisuje glowny rezultat z “ogdlnej” czesci tej pracy:
Twierdzenie 4.2 [(H4) Lemma 3.4, Prop. 3.5 Niech G bedzie grupg Liego a A,B,C C G
domknietymi podgrupami spetniajgcymi warunki (20). Zatdzmy ponadto, Ze

1. Zbior I' := CAN AC jest otwarty © gesty w G.

2. Niech U = b;'(B') oraz A(U) oznacza przestrzen wektorowq elementow z A(Gp) o
nosnikach zawartych w U. Zaktadamy, ze A(U) jest geste w CH(Gp).

3. Dla zbioru zwartego Ko C C, zbioru otwartego V- C B oraz (by,bs) € B x B’ zdefiniujmy
2bior Z(by, by, Koy V') := Ko N{c € C : br(bic)by € V'} oraz funkcje :

Bx B' > (bl,bg) — [L(bl, b27Kc; V) = / dc.
Z(b1,b2,Kc;V)

Dla zbioréw zwartych K; C B and Ky C B' definiujemy
WKy, Koy Koy V) i=sup{p(b1,be, Koy V') : by € Ky, by € Ky}
1 zaktadamy, zZe

Ve> 03V — otoczenie B\ B'wB : u(Ky, Ko, Ko; V) <€ (23)

15



Wtedy

2. Odwzorowanie T : A(Gp x U) — A(Gp x U), zadawane przez lewe mnozenie przez
podzbior (w tym wypadku podrozmaitosé) T zdefiniowany w (22), rozszerza sie do uni-
tarnego T € M(C}(Gp) ® CH(Gp)), ktory spetnia rownanie:

(T @ (A ®id)T = (I®T)(id® AT

3. Wzor Aa) := %Ao(a)?_l zadage kotgezny morfizm A € Mor(C!HGg), CH(Gp)RCH(Gg));
morfizm ten spetnia warunki gestosci (3).

Ten ogo6lny schemat byt nastepnie zastosowany do grupy ‘ax+b’. Ta grupa, czyli grupa
afinicznych przeksztalcen prostej rzeczywistej, utozsamiona jest tutaj z iloczynem polprostym
G =R xR, (R, :=R\{0}) z dziataniem (b, a1)(ba, az) := (b1 + a1bs, ajas). Podgrupy A, B,C
sa zdefiniowane jako:

B:={(b,1),beR}, C:={(c—1,¢),ceR,}, A:={(0,a), a € R,}

i spelniaja one zalozenia Tw. 4.2. Ponadto podane zostaly generatory C*-algebry kwantowej
grupy ‘ax—+b’ [(H4) Prop. 5.2|, a takze twist T zostal wyrazony jako funkcja od generatorow
[(H4) Lem. 5.6|, zostalo opisane takze, w jakim sensie kwantowa grupa ‘ax-+b’ jest kwantyzacja
struktury Poissona-Liego na klasycznej grupie ‘ax+b’ [(H4) Props. 6.3, 6.7].

The k-Poincaré Group on a C*-level.

Glownym celem tej pracy byto wykazanie, ze kwantowa grupa x-Poincaré pasuje do schematu
podanego w pracy (H4), opisanie C*-algebry i komnozenia dla tej grupy i por6wnanie z relacjami
dla *-algebry Hopfa podanymi w [58].

Uzywam oznaczen spojnych z Tw.4.2 i opisem pracy (H3). Grupa G := SOy(1,n+1), n >
1 jest spojna skltadowa grupy Lorentza; grupa A jest niespojnym rozszerzeniem SOg(1,n)
zdefiniowanym w (17); grupa C, zdefiniowana w (18), jest grupa AN w rozktadzie Iwasawy
SOu(1,n+1) = SO(n+1)(AN) a grupa B := SO(n + 1).

Pierwszym zadaniem byta weryfikacja zatozen Tw.4.2. Zostalo to dokonane, by¢ moze
niezbyt elegancko, przez szczegbétows analize struktury grupoidu Gp : G = B zwiazanego z
rozktadem Iwasawy [(H5) Lemmas 2.4, 3.2|, co dalo rezultat w postaci rownosci C*(I"4) =
C*(Gp) oraz komnozenia zadanego przez twist [(H5) Theorem 3.1].

Nastepnie podane zostaly generatory i relacje, jakie spelniaja. Zaréwno ogdlne wzory dla
C*-algebr zwiazanych z PGL w terminach reprezentacji dotaczonej [(H5) Prop. 4.3|, jak ich
konkretna posta¢ dla omawianej grupy; podobnie ze wzorami na komnozenie [(H5) sections 4.3,
4.4]; wreszcie zostata podana ogélna formuta na twist (przy dodatkowym zatozeniu, ze grupa
C jest wyktadnicza) [(H5) Prop. 4.6] i jej szczegolna postaé dla k-Poincaré .

W celu poréwnania z relacjami podanymi w [58| trzeba byto wroci¢ do opisu zwiazanego z
grupoidem I'4 : I' == A, a nastepnie zidentyfikowa¢ odpowiednio$¢ miedzy generatorami w obu
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zestawach wzoréw, co wymagalo obliczenia dziatania unitarnej czesci antypodu na generatorys;
by nie zwieksza¢ objetosci pracy (ktora i tak catkowicie pomija formuly na antypod i miare
Haara), rachunki te zostaly ukryte a ich wyniki przedstawione w algebraicznej postaci [(H5)
Lemma 5.1].

Wreszcie ostatnia czesé jest poswiecona dziataniu grupy kwantowej C (G p) zwiazanej z PGL
(G; B.C') na “kwantowej przestrzeni” opisanej przez C’(C) i sytuacji dla x-Poincaré. Opisuje
tam, jak “spojrzenie grupoidowe” prowadzi do naturalnego dziatania i dlaczego to dziatanie
jest “kwantyzacja” odpowiedniego dziatania grupy klasycznej. Ten rozdzial nie jest zamkniety
i pytanie, czy rzeczywiscie (i w jakim sensie) dostajemy dziatanie grupy kwantowej, wymaga
zbadania.

Rezultaty tej pracy maja pewne nieoczekiwane i nie do konca rozumiane przeze mnie as-
pekty. Rownosé C*(T'4) = CF(Gp) mowi, ze “przestrzenn kwantowa” tej grupy jest taka sama,
jak grupy kwantowej zwiazanej z grupoidem Gp, ktéra winna by¢ nazwana grupa x-Euklidesowa
i uwazana za (pewna) kwantowa deformacje grupy euklidesowej; jest tak z powodéow analogi-
cznych do zaprezentowanych w (P8). Nie jest to tak zadziwiajace, jakby sie na pierwszy rzut oka
wydawato, gdy uswiadomimy sobie, ze “tak naprawde” kwantujemy nie sp6jna sktadowa grupy
Poincaré, ale jej niespojne rozszerzenie, ktére w wymiarze fizycznym 1+ 3 zawiera odbicie cza-
sowe, jak to zostalo opisane w (P8), a grupa B = SO(n+ 1) jest uzwarceniem naszej niespojnej
i niezwartej grupy A. W zwiazku z tym, wydaje sie, ze np. elementy macierzowe (wlasciwej)
grupy Lorentza w podstawowej reprezentacji, cho¢ sa stowarzyszone z C*(I'4), nie sa genera-
torami (kwantowej) grupy Poincaré, ale jedynie pewne ich kombinacje, ktore przedtuzaja sie
do funkcji cigglych na B po zanurzeniu A — B. Z drugiej strony komnozenie, ktore wyraza
sie prostym wzorem algebraicznym dla tychze elementéw macierzowych, wyraza sie wzorami
dosy¢ skomplikowanymi dla generatorow.

Zanurzenie grupoidu I'y — Gp, ktore w zasadzie dokonuje sie przez zanurzenie A — B,
pozwala rozwiaza¢ nastepujacy problem: w grupoidach definiowanych przez PGL (G; B, (C),
ciecia algebroidu Liego grupoidu G mozemy interpretowaé jako samosprzezone elementy sto-
warzyszone z C*(Gg), dla ktorych A (Gp) stanowi dziedzine istotna i ktore (pomijajac prob-
lem pela czy zredukownana algebra) sa posrod generatorow C*-algebry. Dla grupoidu I'4
odpowiednie pola wektorowe sq niezupetne, zatem odpowiadajace im operatory symetryczne nie
sq istotnie samosprzezone na “naturalnej dziedzinie” Qi/Q(FA). Zanurzenie ['y — Gpg pozwala
wybraé¢ dziedzine, czyli Qi/Q(GB), na ktorej te operatory juz sa istotnie samosprzezone.
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5. Pozostale osiagniecia naukowo - badawcze

Pozostate prace:

(P1) Bicovariant Differential Calculi on S,U(2) Group, Lett Math Phys 25 (1992), 175-188,
(praca magisterska);

(P2) Double Lie Algebras and Manin triples, arXiv:q-alg/9712040;

(P3) Poisson-Lie structures on Poincaré and Euclidean groups in three dimensions, J. Phys.
A: Math. Gen. 31 (1998), 4555-4564;

(P4) C*-algebra of a differential groupoid, Poisson Geometry, Banach Center Publ. 51 (2000),
263-281, (skrocona rozprawa doktorska, petna wersja w archiwum: arXiv:math/9905097);

w tym po doktoracie:

(P5) M.R. Buneci, P. Stachura, Morphisms of locally compact groupoids endowed with Haar
systems, arXiv:math/0511613;

(P6) J. Wojtkiewicz, W. Pusz, P. Stachura, Operator Reflection Positivity Inequalities and
their applications to interacting quantum rotors, Rep. Math. Phys. 77 (2016), 183-201;

(P7) D. R. Dalton, M. A. Stawinski, P. Stachura, T. Stanoev, Sensitivity of Love and quasi-
Rayleigh waves to model parameters, Q. J. Mech. Appl. Math. 70 (2) (2017), 103-130;

(P8) On Poisson structures related to k Poincaré Group Int. J. Geom. Methods M. 14 (2017),
1750133;

(P9) J. Wojtkiewicz, W. Pusz, P. Stachura, Bogolyubov inequality for the ground state and its
application to interacting rotor systems, Rep. Math. Phys. 80 (2017), 233-253;

(P10) Short and biased introduction to groupoids, J. Knot Theor. Ramif. 27(7) (2018), 1841010.

Praca (P1) to moja praca magisterska; praca (P2) omawia rozklady “typu Iwasawy” na
algebrach Liego grup SO(p, q) i ich zwiazek z pewnymi strukturami bialgebry na iloczynie pol-
prostym tych algebr przez przestrzen wektorowa; w pracy tej po raz pierwszy (o ile mi wiadomo)
pojawil sie rozktad grupy SOq(1,n), ktory stoi za grupa k-Poincaré. Praca (P3) przedstawia
kompletng liste struktur Poissona-Liego na Grupie Euklidesowej i Grupie Poincaréw trzech
wymiarach. Z nie do konica dla mnie jasnych powodéw najliczniej cytowana z moich prac (15
cytowan, bez autocytowan, ostatnie w roku 2019). Praca (P4) to skondensowana wersja mojego
doktoratu, petna wersja spoczywa w archiwum. Omowie teraz prace po doktoracie.

Morphisms of locally compact groupoids endowed with Haar systems

W tej pracy pokazano, jak pojecie morfizmu grupoidéw rézniczkowych, wprowadzone przez
S. Zakrzewskiego w [56] i uzywajaca tego pojecia konstrukcje z pracy (P4) uniwersalnej C*-
algebry grupoidu rézniczkowego, rozszerzy¢ na grupoidy topologiczne z wybranymi systemamsi
Haara. Grupoidy, ktore rozwazalismy byty o-zwarte, lokalnie zwarte, Hausorffa oraz, poniewaz
zaktadalismy istnienie systemu Haara, rzuty na zbior jednosci byly otwarte. Przypomne, ze
system Haara (lewy) na grupoidzie I' = TI'® to rodzina A := {\*, x € I'®} (dodatnich)
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miar Radona na lewych wtéknach, ktora jest lewoniezmiennicza, tzn. dla kazdego x € I' z
a:=ep(x), b := er(x): /f(xy)d)\b(y) = /f(y)d)\a(y) i ciagta, tzn. dla f € C.(I') funkcja
IO 35 ams [ f(y)d\(y) jest ciagla. Przypomne tez definicje dziatania grupoidu na zbiorze:

Definicja 6.1 Niech I' = T'©) bedzie grupoidem a X zbiorem. Grupoid T' dziata na X jezeli
1. Dane jest odwzorowania p: X — T'O niech T x, X :={(v,2) € x X : egr(y) = p(z)},

2. Dane jest odwzorowanie ¢ : I'x, X — X,

3. Spetnione sq warunki: (a) (v,x) € I'x, X = p(o(y,2)) = e (), (b)) v € X =
o(p(x),2) =, (¢) [(11,72) € TP, (32, 2) €T %, X] = d(1172,2) = b, (672, )

Wazna role pelnita obserwacja, ze morfizm Zakrzewskiego, h : I'y —> 1Ty, moze byé¢ opisany
jako dziatanie grupoidu I'y na T'y, ktore jest przemienne z mnozeniem (z prawej strony) w
[';. Poniewaz warunek ciagtosci dziatania mozna sformutowaé¢ bardzo naturalnie i prosto,
dostaje sie w ten sposob pojecie morfizmu dla grupoidéw topologicznych. Jezeli (I, \) i (G, v)
sa grupoidami z wybranymi systemami Haara, ich morfizm jest zdefiniowany jako morfizm
grupoidow topologicznych, ktory jest w pewien sposob zgodny z para (A, v) [(P5), Def. 7|;
dowodzimy, ze grupoidy topologiczne (o-zwarte, lokalnie zwarte, Hausdorffa) z wybranymi
systemami Haara tworza kategorie [(P5) Prop. 15|. Tak zdefiniowane morfizmy dziataja na
elementy algebry grupoidowej (funkcje ciaglte o zwartym nosniku ze splotem) i konstrukcja ta
prowadzi do funktora przypisujacego grupoidowi topologicznemu (o-zwartemu, lokalnie zwar-
temu, Hausdorffa) rodzaj uniwersalnej C*-algebry.

7 powodu pewnych nieporozumienn miedzy autorami praca pozostata w archiwum, jednak
zyje jako$ w tej formie i jest czasem cytowana (wg WoS 7 cytowan, bez autocytowar, ostatnie
w 2018r).

Operator Reflection Positivity Inequalities and their applications to interacting
quantum rotors.

Praca z kwantowej mechaniki statystycznej. Jej celem bylo wykazanie wystepowania dtugo-
zasiegowego porzadku dla uktadu dwuwymiarowych rotoré6w na sieci przy zatozeniu dostatecznie
silnego oddzialywania miedzy rotorami. Jednym z kluczowych narzedzi byto uogolnienie klasy-
cznej nieréwnosci macierzowej Kennedy-Lieb-Shastry [19] na operatory Hilberta-Schmidta w
oSrodkowych przestrzeniach Hilberta.

Twierdzenie 6.2 | (P6) Theorem 2.3] Niech L, R bedq osrodkowymi przestrzeniami Hilberta
a A € B(L), B € B(R) operatorami ograniczonymi. Niech, ponadto, ¢ : L — R bedzie
operatorem Hilberta-Schmidta oraz |c| := v/ c*c i |c*| := Veer. Wiedy

1. || oraz |c*| sq hermitowskimi operatorami na L i R ;

2. ¢*BcA*, |c|A|c|A* sq operatorami sladowymi na L a |c*|B|c*|B* jest operatorem sladowym
na R;

3. Zachodzi nieréwnodé: 1
|Tr ¢* BcA™| < 5 [Tr (|¢| Ale| A*) + Tr (|c*| B |c"| BY) ] (24)
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Ta nier6wnos¢ zostata nastepnie sformutowana w jezyku wartosci oczekiwanych dla operatorow
na £L® R i w tej formie uogélniona na pewne operatory nieograniczone |(P6) Propositions 2.9
i2.10].

Rozpatrywany uktad fizyczny byl zdefiniowany przez skonczong, szeScienng sie¢ A:

AN={xe€Z'":-N+1<z;<N,i=1,....d} (25)

Z kazdym weztem sieci x € A jest zwiazany jeden (katowy) stopieri swobody ¢ € [0, 27| opisu-
jacy pozycje rotoru w wezle x; rownowaznie, potozenie mozna opisaé¢ jednostkowym wektorem
sy € T: sy = [s%, 8Y] = [cos @y, sin ). Przestrzen stanéw na wezle x jest dana jako H, = L*(T)

i przestrzen Hilberta zwigzana z catym ukladem jest rowna Hy = ®@ Hy = L*(TIA)
xEA

Hamiltonian ukladu oddziatujacych rotoréw jest dany przez H = T + V, gdzie T', operator
energii kinetycznej jest proporcjonalny do Laplasjanu na (plaskim) torusie T
2

0
T=—-—— Z R gdzie I > 0 jest stala interpretowana jako moment bezwtadnosci rotoru.
xEA
Oddziatywanie 1% jest operatorem mnozenia przez gtadka funkcje V := —JZCOS Ox — Py),
(xy)

J > 0 jest stala zwiazang z sila oddzialywania a symbol (xy) oznacza, ze x and y sa najblizszymi
sgsiadami na sieci (sieé¢ jest interpretowana jako sie¢ na torusie).

Nierownosé (24) zostata nastepnie, w formie sformutowanej w [(P6) Propositions 2.9 i 2.10],
wraz z symetria sieci A wykorzystana do wykazania nastepujacego

Twierdzenie 6.3 | (P6) Theorem 3.5] Dla funkcji b: A 5 x — by € C rozwazmy hamiltonian
H(b) :=T+V(b), gdzie

J
V(b) = ) Z [|cos ©x — bx — cospy + by|2 + (sin px — sin gpy)Q]

(xy)
Niech Eo(b) oznacza energie stanu podstawowego operatora H(b). Prawdziwa jest nieréwno$é:
Eo(b) 2 Eo(()) = EO ]

Operator catkowitego spinu jest dany jako S := Z Sx, a jako miara uporzadkowania jest

xEA
uzyta Srednia warto$¢ w stanie podstawowym (jak dowodzimy, jest on jedyny w rozpatry-

wanym przypadku) kwadratu gestosci (sktadowej) catkowiego spinu czyli <¢0 | (|A|_1Sx)2¢0>.
Twierdzenie 6.3 zostalo wykorzystane do otrzymania glownego (z punktu widzenia fizycznego)
wyniku pracy:

Twierdzenie 6.4 | (P6) Theorem 3.3] Zaldzmy, ze stale 1,J spelniajq nieréwnosé

d
VI1J > ,gdzie £ :R? 5 (k) > E(k) =d — ) _cosk; €R,

M\/_

Witedy istnieje C > 0 takie, zZe dla dostatecznie duzych |A| zachodzi nierdunosé

<¢0 | (|A’_1Sx)2¢o> > C,
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Poniewaz powyzsza calka jest rozbiezna w wymiarze d = 1, twierdzenie daje wystepowanie
porzadku dla d > 2; przy czym dla d > 3 byto to wiadome uprzednio [33]. Zatem wynik jest
nowy dla d = 2, a dla d > 2 daje inny spos6b uzyskania znanych rezultatow.

Sensitivity of Love and quasi- Rayleigh waves to model parameters.

Praca z zastosowan w sejsmologii, niewiele (wyrazajac sie nieco eufemistycznie) wnoszaca
w rozw6j matematyki. Badane byly dwa typy fal elastycznych (fale Love’a i odpowiedniki fal
Rayleigha) w osrodku spetniajacym prawo Hooke’a skladajacym sie z warstwy i lezacej pod nia
polprzestrzeni. BadaliSmy wrazliwo$¢é roznych obserwowanych charakterystyk fal (krzywych
dyspersji) na parametry osrodka; w szczegdlnosci dobor optymalnej czestosci dla wyznaczenia
grubosci warstwy. Praca byla wykorzystana w obliczeniach numerycznych [5]. Ubocznym
efektem okazalo sie wykrycie kilku btedow we wzorach zamieszczonych w szeroko uzywanym
podreczniku z sejsmologii teoretycznej [44].

On Poisson structures related to k Poincaré Group

W pracy pokazuje, jaka geometryczna sytuacja lezy u podstaw struktury Poissona-Liego
stojacej za grupa k-Poincaré a takze zwiazana z nia strukture Poissona na (afinicznej) prze-
strzeni Minkowskiego. Pokazuje takze, dlaczego C*-algebra grupoidu I'y : I' = A, gdzie
['=ACNCA agrupy A i C zdefiniowane sa w (17,18) powinna by¢ uwazana za kwantyzacje
Grupy Poincaré .

Punktem wyjscia jest (wektorowa) przestrzen Minkowskiego (V,n),dim(V) > 3 i spdjna
sktadowa grupy Lorentza G := SOy(n). Przez Grupe Poincaré , dalej skracana do GP, rozumiem
grupe afinicznych przeksztalcenn V' zachowujacych 7 i zawierajaca translacje oraz grupe G. Jej
spojna sktadowa, wtasciwa GP, to iloczyn polprosty V' x G; petna GP ma 4 skladowe i jest
rowna V' x O(n); mamy tez “posrednie” GP, ktore zawieraja odbicie czasowe, przestrzenne lub
ich ztozenie.

GP moze by¢ zrealizowana jako podgrupa T*G, ktéra, przez prawe przesuniecia, mozemy
utozsami¢ z iloczynem polprostym g* x G (z dzialaniem kodotaczonym). Jezeli H C G jest
podgrupg Liego z algebrg Liego b to h° x H jest podgrupa w g* x G. Algebra Liego g jest
wyposazona kanoniczna, niezdegenerowana forme dwuliniowa (forme Killinga) i mozemy jej
uzy¢ do zdefiniowania formy na g¢*. Jezeli wybierzemy w V' pewien przestrzenny wektor s i
oznaczymy przez A jego stabilizator w G a przez a algebre Liego A, to grupa a® x A jest wlasciwg
GP (w wymiarze o 1 nizej). Jezeli zdefiniujemy A jako stabilizator kierunku wyznaczonego przez
s otrzymamy (po wyborze odpowiedniej bazy w V') grupe zdefiniowana w (17) i odpowiednia
GP:a"x A

Okazuje sie, ze wybor czasowego wektora t ortogonalnego do s definiuje nam podalgebre «,
ktora jest algebra Liego grupy (znowu po wyborze bazy) C zdefiniowanej w (18). Teraz o° x A
jest w naturalny sposob dualne do algebroidu Liego grupoidu I'4, czyli jest wyposazone w
kanoniczna strukture Poissona, ktora jest struktura Poissona-Liego. Zgodnie z [22] C*-algebra
tego grupoidu winna by¢ uwazana za “kwantyzacje” tejze grupy (Poissona-Liego).
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Bogolyubov inequality for the ground state and its application to interacting
rotor systems

Kolejna wycieczka w kierunku kwantowej mechaniki statystycznej na sieci. Gléwnym matem-

atycznym rezultatem jest uogoélnienie klasycznej, zerotemperaturowej nieréwnosci Bogoliubowa
|15] na pewne klasy operatoréw nieograniczonych. Nierownosé ta miata by¢ nastepnie uzyta do
celu przeciwnego niz w pracy (P6), mianowicie do wykazania braku dlugozasiegowego uporzg-
dkowania, w przypadku stabych oddziatywan, w uktadzie kwantowych rotoréw na sieci. Cel ten
udalo sie zrealizowa¢ polowicznie; poniewaz w nieréwnosci (31) wystepuje przerwa energety-
czna (roznica energii miedzy stanem podstawowym a pierwszym stanem wzbudzonym), co jest
cecha skoriczonych sieci ale nie jest oczywiste w granicy termodynamicznej (moéwiac bardziej
precyzyjnie, nie jest wiadome, czy istnieje C' > 0 takie, ze w granicy termodynamiczne]j przer-
wa energetyczna jest nie mniejsza niz C'), udalo sie jedynie wykaza¢ brak dlugozasiegowego
porzadku, o ile wystepuje przerwa energetyczna w granicy termodynamiczney.
Klasyczna nieré6wnosé¢ Bogoliubowa w temperaturze 0 [15]. Niech H bedzie skoriczenie
wymiarowq przestrzenia Hilberta a H € B(H ) operatorem samosprzezonym (mozemy mysleé
o nim, i tak bywa w zastosowaniach fizycznych, jako o hamiltonianie uktadu). Wtedy, dla
dowolnych A, B € B (H ) zachodzi nier6wnos¢:

[{[A, Bl)ol* < %([B, [H, B'))o(ATA + AAT) (26)

W wyrazeniu powyzej: (A)g = Tr (PyAF,), gdzie P, jest rzutem na podprzestrzen stanoéw o
minimalnej energii Ey (czyli najmniejszej wartosci wlasnej H) oraz A := E; — Ey > 0 jest
przerwa energetyczna (réznica miedzy dwiema najmniejszymi wartosciami wlasnymi).
Nier6wnos¢ powyzsza jest prostym wnioskiem z nieréwnosci Schwarza dla nastepujacej nieu-
jemnej formy poéttoraliniowej na B (H ):

tutaj a numeruje wektory wtasne H o najmniejszej wartosci wtasnej Ejy, m numeruje pozostale
wektory wilasne oraz Z := ) (a|a) = Tr (F).

Omowie teraz uogodlnienie nier6wnosci (26) otrzymane w omawianej pracy. Niech H bedzie
samosprzezonym i ograniczonym z dohu operatorem ze zwartg rezolwenta w osrodkowej przestrzeni
Hilberta H . Ponumerujmy wartosci wlasne H:

Ey<bBi<---<E,<... , limE,=0

n—oo

i niech H = ZEnPn bedzie rozktadem spektralnym H. Ustalmy H -niezmiennicza pod-
n=0

przestrzen Sy C H, taka ze P,(H) C Sy dla kazdego n = 0,1,... i zdefiniujmy zbiér op-
eratorow:

Op(Su) :={C € L(Su,H):Su C D(C*)} (28)
Dla operatora C € Op(Sy) definiujemy CT := g, wtedy CT € Op(Sy) oraz (CNT = C.

Podprzestrzen Sy jest dziedzing istotng dla H (czyli H = (H|g, )) oraz Ho := H|g € Op(Sn),
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ponadto H = Hy. Na Op(Sy) definiujemy rodzine form pottoraliniowych

Ny,
pui(C, B) := Tr(P,C*P,BP;) = > (Ce;| P,Be;), nk=0,1,2,... (29)

J=1

gdzie (e;) jest dowolna baza ortonormalna w Py (H ) (N, := dim P,(H )). Role formy (27) pelni
teraz wyrazenie:

Op(Su) x Op(Su) 2 (B,C) = (B,C)g =Y

n>0

m(ﬂno + pon) (B, C) (30)

I zachodzi nastepujace twierdzenie (“nieréwnosé Bogoliubowa”):

Twierdzenie 6.5 | (P9) Theorem 2.1] Niech operatory B,C € Op(Su) bedq takie, ze
BT(SH) C SH, C(SH) C SH, CT(SH) C Sq.

Zachodzi wtedy nierdwnodé:

No
1
Te(Ro[CY, BTP)P < | = Y (IBesl + |1BTes|*) | Tr(R[C, [Ho, CIR),  (31)
Ey — Eo <=
gdzie (e;) jest dowolng bazg o.n w Py(H ). =

Uklad fizyczny byl uktadem na sieci (25). W kazdym wezle mielismy dwu- lub trojwymia-
rowy rotor, czyli przestrzen Hilberta byta albo H  := L?(T) albo H 5 := L?(S? x --- x S?)
(|A| razy). Nieréwnosé¢ byta nastepnie zastosowana dla operatora H = T + V + H,,,, gdzie T
byl (z dokladnoscia do czynnika) operatorem Laplace’a na zwartej rozmaitosci Riemanna M
(torus lub produkt dwuwymiarowych sfer) a V' i H;,,; byly operatorami mnozenia przez funkcje.
W przypadku sferycznych rotorow

Ve Y gy 3 V0V my) . ey = J(x -y, J(0) =0, (32)

m=—1

gdzie n, € S? oznacza polozenie rotoru w wezle x € A i Y™ oznaczaja harmoniki sferyczne;
oddzialywanie J : [0, oo[— [0, oo[ zanika dostatecznie szybko: Z J(|x])|x|* < oo. Czton H,,

x€eZa
wyr6znia kierunek w przestrzeni i opisuje oddziatywanie z zewnetrznym polem magnetycznym

Hi = —hZPl(cos 0x), gdzie P, jest wielomianem Legendre’a. Podobnego rodzaju czlony

wystepowaly xdla dwuwymiarowych rotorow.

Poniewaz oddzialywanie jest opisywane przez (operatory mnozenia przez) funkcje gtadkie
wiadomo, ze H jest istotnie samosprzezony na C*°(M), ma zwarta rezolwente oraz gladkie
wartosci wlasne [32]; wobec czego mozna za Sy wziaé przestrzen funkeji gladkich.

Za parametr opisujacu uporzadkowanie przyjeliSmy magnetyzacje

1
ma(h) = TA| <¢0| (g Py(cos 9x)) ¢0> :
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gdzie ¢ jest (jak dowodzimy uzywajac [11]) jedynym stanem podstawowym hamiltonianu H.
Nierownosé Bogolubowa, zastosowana do specjalnie dobranych operatorow [(P9) (24), (25),
(35)] prowadzi do oszacowania na magnetyzacje [(P9) Prop. 3.1]. Jak zaznaczytem na wstepie, w
tym oszacowaniu pojawia sie przerwa energetyczna, ktore nie wiadomo, czy “przezywa” przejécie
do granicy termodynamicznej |A| — oc.

Short and biased introduction to groupoids

Praca z jednej strony przegladowa, prezentujaca algebraiczng czes¢ podejscia do grupoidow
i ich morfizmoéw zapoczatkowana przez S. Zakrzewskiego w [56|, z drugiej zawierajaca nowe
obserwacje; w szczegolnosci dotyczace formalnych wlasnosci kategorii grupoidéw z morfizmami
Zakrzewskiego oraz zwigzek tych morfizméw z dziataniami grupoidéw i klasycznymi homomor-
fizmami grupoidow (czyli funktorami, gdy patrzymy na grupoidy jako na kategorie). Podaje
wiele przyktadow morfizmow a takze pokazuje, ze wiele znanych rezultatow z kategorii grup
jest prawdziwych w kategorii grupoidéw z morfizmami Zakrzewskiego. Ponizej przytocze kilka
z nich. Dla relacji r : X —>Y jej dziedzine bede oznaczal przez D(r) .= {x € X : Jy € Y :
(y,x) € Gr(r)} a obraz przez Im(r) :={y € Y : 3z € X : (y,x) € Gr(r)} = D(r"); morfizmy
Zakrzewskiego zostaly zdefiniowane w Def. 0.2.

Definicja 6.6 [(P10) Def. 3.9] Niech h : I'—> A bedzie morfizmem grupoidéw. Jgdrem h
nazywamy zbior ker(h) := {y € D(h) : (6,v) € Gr(h) = § € A},

W szcezegolnosei, jezeli ') A sg grupami, definicja ta pokrywa sie z definicja jadra homomorfizmu
grup; jadro morfizmu zawiera sie w wiazce grup izotropii. Tak, jak w kategorii grup mamy
kompletng charakteryzacje monomorfizmow:

Stwierdzenie 6.7 [(P10) Proposition 3.11| Niech h : I'—> A bedzie morfizmem grupoidéw. h

0)

jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker(h) =T, n

Podobnie jak w kategorii grup, epimorfizmy sg surjekcjami:
Stwierdzenie 6.8 [(P10) Proposition 3.13| Jezeli h : I'—1> A jest epimorfizmem, to h jest
surjektywne (czyli Im(h) = A). =

Jednak, w przeciwienistwie do grup, nie jest to warunek wystarczajacy, oczywiscie surjekty-
wne odwzorowania, ktore sg jednocze$nie morfizmami sa tez epimorfizmami ale “bycie odw-
zorowaniem” nie jest konieczne. Natomiast, podobnie jak dla grup zachodzi twierdzenie o
faktoryzacji:

Stwierdzenie 6.9 [(P10) Proposition 4.18] Niech h : I' —> A bedzie morfizmem grupoidow.
Istnieje groupoid T, epimorfizm hy : T — T oraz monomorfizm he : T — > A takie, e h = hohy.m

Klasyczna definicja dzialania grupoidu na zbiorze zostata przytoczona powyzej w Def. 6.1.
Okazuje sie, ze jest ona rownowazna |(P10) Proposition 4.4| nastepujacej, formalnie identycznej
z definicja dzialania grupy na zbiorze, definicji:

Definicja 6.10 [(P10) Def. 4.3] Niech I' = E bedzie grupoidem (z relacjg mnozenia m) a X
zbiorem. Dziataniem I' na X nazywamy relacje @ : T' x X —> X spetniajgecqg warunk:

O(m x id) = ®(id x D), P(e x id) = id.

24



W pracy tej ponadto omoéwitem zwiazek morfizméw z dziataniami, co po raz pierwszy zostalo
zauwazone w (P5), a ponadto morfizm jako funktor pomiedzy kategoriami I'-zbiorow, czyli
zbioréw wyposazonych w dzialanie grupoidow (o ile mi wiadomo, spostrzegt to pierwszy R.
Meyer). Dyskutuje tez takie odpowiedniki poje¢ zwiazanych z grupami, jak przestrzenie jed-
norodne, tranzytywnos¢ i dzialania indukowane.
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