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��� ����� G = AB �� ���� �������� A,B ⊂ G �������� �� ��� �������� �����������������

GA : G ⇒ A �������� ���� ���������� �������� ���� GB : G ⇒ B� ������� ���� �� �������

�������� � ������ � ���� ���������� ��������� GB� �������� �������� ������ � GA ��
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��������� ���������� �� ���������� ������ C∗�������� � ��� ��������� ������������� ��������

������ ������ �������� � ��������� ∗��������� � �������� ��� ����� ��� ����������� ��������
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���������� �������� � ������� �������

������� ��������� ��������� � ����������� ������� ���� ���� � ����������� ��� �� �����

���������� ���������� ��� ������� ������� ���������� � ����������� ����� �������� �����������

������ ������������� ������ ������������� ��������� �����������

������� r �� ������ X �� Y �������� ������ (X, Y ;R ⊂ Y ×X)� R ���� �������� �������

r � ������ ��������� ����� Gr(r)� �� �������� �������� ���� �� ���� �������� ������������

������� � ��� ��������� ����� �� r ���� ������� � X �� Y � ���� ��������� r : X �Y � ���

������� r : X �Y ������� ������������� rT : Y �X ���� ��������� ����� ������� (x, y) ∈
Gr(rT ) ⇐⇒ (y, x) ∈ Gr(r)� ������ X, Y �� �������������� � R ��������������� � Y ×
X� �� r �������� ������� ��������������� ����� ∼ �������� ���� ������������� � ���������

������������� ������������� ∼ (x, y) = (y, x) �∼ (x⊗ y) = y ⊗ x��

��� ����������� X ����� L2(X) �������� ����������� ���������� �������� �����������

���� ������������ Ω
1/2
c (X) � ����������� ��������� ����������� ����������� �� X � �������

�������� ����� ����� ����������� φ : X → X �������� �������� �������� �� L2(X)� �����

�� ���� ���� �������� ������� ����� φ� ������ �� Ω
1/2
c (X) ����� ����������� ������������

(φ(ω))(φ(x))((ΛmaxTxφ)vx) := ω(x)(vx) , ω ∈ Ω1/2
c (X) , x ∈ X , vx ∈ ΛmaxTxX ���

��� C∗������� A,B� ��� ������ ������� ���������������� ∗����������� A → M(B)�

����� ������������ ��������� ��� ������������� �� ∗������������ M(A) → M(B) � �� ����

��������� ��������� ��������� ��������� ������ A⊗B ������� ��������� ������� ����������

��������� ����������� ������� C∗��������� � ��������� ������ ���������� �� ���������� �������

���� ���� � ������������ C∗�������� ������ ���� ������� � ������ ����������� �����

����� ��������� ����� ����� �������� �������� �������� ������ ����� ���������������

������������ ����������� ��� ��������� �� C∗�������� A � ���������� Δ ∈ Mor(A,A ⊗ A)�

����� ���� ���������
(Δ⊗ id)Δ = (id⊗Δ)Δ ���

�



� ������� ������� ���������
��� ��������� a, b ∈ A� �������� Δ(a)(b⊗ I) ���� Δ(a)(I ⊗ b) ������ �� A⊗ A ����

cls{Δ(a)(b⊗ I) : a, b ∈ A} = cls{Δ(a)(I ⊗ b) : a, b ∈ A} = A⊗ A, ���

����� ������ ����� ������� ��������� ������� ��������

����� ������ ����� ����� ������� �� ���� �� ����� ���������� ��������� � ����� ����

��� ��� ����� ��� ��� ������ ����� ���� ������������������� �����

ψ((id⊗ ω)Δ(a)) = ω(1)ψ(a) , a ∈ A , a ≥ 0 , ψ(a) < ∞ , ω ∈ A∗ , ω ≥ 0.

��� ��� ������������ �������� ��� ������ ���������� ����� ������ �� �������� ����� � �������

����� ����� � ������ ��������� ����� � ������ � ����� � �������� ���� ����� ���� �������
�������� ����� � ������� ��������� ����� ������������ � ������ ��� ������� ��� ��������� ����

�� ����� � ������ ���� ����� ��������� �������� ��������������� �������� ���� ���� �� �������

� ��������� ��� �� ������� � ���������� �������� �������� ��� ����� ����� ���������

������� �������������� � ���� ���� ������������� ��������������� � �� ������� ����

�������

S = R · τi/2, ���

����� R : A → A ���� ������������ ∗����������������� ���� ������� ��������� ���������

��������� ��������� ���������� � τi/2 ���� ������������ ����������� �������������� �����

∗������������� ������� A� R � t �→ τt ���� ��������� ����� ��������� ���� ������� �������

������� �� �� �������� � ����������� ��������� ��������� ����� ����� ������� ��� � �����

�������� ����������� � ��� C∗��������� ��������� �������� ���� ���������� � ������

����� ������ ���� ������������ ��� �������� �� ���������� ���� ����������� �������� ����

���������� ���������� �������� ���������

�������� ��� ��������� �������� ������� (Γ, m, s, e) ���������� ��� �� ������ Γ ���� �������

m : Γ× Γ �Γ� e : {∗} �Γ� s : Γ �Γ ������������� ��������

m(m× id) = m(id×m) , m(e× id) = m(id× e) = id

s2 = id , m(s× s) ∼= sm , gdzie ∼: Γ× Γ � (x, y) �→ (y, x) ∈ Γ× Γ,

∀ x ∈ Γ : ∅ �= m(x, s(x)) ⊂ e({∗}).

{∗} ������� ����� �������������� ����� e({∗}) ⊂ Γ ���� �������� ����� E � ������� �������
��������� ������� Γ �� ������� �������� E ���� �������� Γ ⇒ E� ��� ������ �������� �������� ���

���� �������� ����������������� ���������� Γ(0)� ����� �� ����� �������� ���� �������� �����

eL, eR : Γ → E� eR ����������� ������ ��� ������ �� ��������� ������� �� ������ �����������

� eL � ������ �� ���������������� ������� ������ �� ������ ����������� � eL �eR� ���� ��������

������� � ������������ ����� �������� ������� � ��� γ ∈ Γ ������ Fl(γ) := e−1
L (eL(γ)) ����

Fr(γ) := e−1
R (eR(γ)) ����� � ������ ������� ������������� ����� γ� ������� ���� �� m ����

������������� �� ������ ��������� ����������� D(m) := Γ(2) := {(γ1, γ2) ∈ Γ× Γ : eR(γ1) =

eL(γ2)} �� Γ� �� ���������� �� �������� �������� �� ������������� �������� ������� �����

�������� �����

�



�������� ��� ����� (Γ,m, s, e) ���� (Γ�,m�, s�, e�) ���� ����������� ������� h : Γ �Γ� �����

���� �������� ����������� ������

hm = m�(h× h) , hs = s�h , he = e�.

�������� ���� �� ������������� ������� ��������� ���������� �������������� ������

���������� ����� ����������� �� ��� ����������� ������� ��� �� ������������ �������������

�������������� ��������� ����� ���������� ������� ���� �� ��� ��������� Γ ⇒ E , Γ� ⇒ E �

������ h : Γ �Γ� �������� ������������ ������ fh : E � → E ����� ��� ������� e� ∈ E ��

������������ hL
e� : Fl(fh(e

�)) → Fl(e
�) � hR

e� : Fr(fh(e
�)) → Fr(e

�) ������ ������ � �������

���������

����� B ⊂ Γ �������� ��������� ��������� Γ�� ������ ���� ������� ������� � ������ �����

��� E� ��� eL|B, eR|B : B → E �� ����������� � ��������������� �� ������������� �����

��������� ������� ������������� �������� �� ��������� ������ h : Γ �Γ� ���� �������� �

B ⊂ Γ ���������� ����� h(B) ���� ��������� Γ�� �������� ������ ����� �������� �����������

�������� ���������� �������� ���� �������� �� ���������� ����� ���� ��������� �� ���������

��������� ����� ������ � ������������ ���� ������ � ���� ������� ������ ���������

������ ���������� ����� �������

�������� �������� � ������� ���������� �������� �������� �� ���������� �����������
�������� ������ X ×G � (x, g) �→ xg ∈ X ���� �������� ���������� ����� G �� ������� X� ��

������� Γ := X ×G ���� ��������� �������� ����������� �����

E := {(x, e) : x ∈ X} � X , s(x, g) := (xg, g−1) , m := {(x, gh; x, g, xg, h) : x ∈ X , g, h ∈ G}

��� ������� �������� ��������� ���������������� ���� ��������� G��

������� ����������� �� ���������� � ������� ��������� ���������� ����� ����������� �

�������� ������� �� ��������� ����������������� �������� ������ �������� ������� ����������

������� ���� ��� ��� ������� ��������������� ��������� ���� ��������� ����������� ��������

���������������� �� ����������� � �������� �������� ����� � ��� ������ ����������� ��������

������������ � �������� ����� �������� E ���� ����� ��������� ����������� Γ(2) �� �������

������������ ����� eL, eR ���� �������� m ����� ������������ � Γ(2)� �� ������������� ����

�������� � ���������� ���������� s ���� �������������� ������� ��������� �������������
�� ��������� ���������������� ������������� ������� ������� � ���� ��� ���� �����������

������� ����������������� ����� ����������� ������ ������� �������� ������������ ��������

� ���������� ������ ���������

� ��������� ������������ ���� � ���������� ������ �������� ����� C∗��������� �����

�������� ����������� C∗�������� �������� ������� ����� ������� �������� ��� ��� ����� ����

���� ������ ��� �������� ����� � ������������� �� ����������� � ��� ��������� ���� �������

����� �������� ����������� ����� ������� ������������ ����� ����������� ��������� �� ������

������ ���������� ���� ������������ ��� �� ��������������

����� Γ ⇒ E ������ ��������� ������������� ����� Ω
1/2
L ,Ω

1/2
R ���� �������� �����������

����������� ������ ������ � ������� ������� Γ � A (Γ) ������� ���������� ��������� ��������

���� ������ Ω
1/2
L ⊗ Ω

1/2
R � �������� ���������� �� A (Γ) ����������� ��������� ∗�������� �

����������� ������� ��������� λ0 � ������������ ������������ � ����������������� ����������

������ ������ ������� ����� ���������� �������� �� Γ ���� ������ ������ � ���� ���������

�



�� ��� ����� �� ���� ������ ��� ������ � �������������� ����������� ������ ����� �� ����

�������� ����� ρ0 := s(λ0) ������ ������� λ0 � ��������� ����������� ����������� s� �����

ρ0 ���� ����������������� ������������ � ���������� ω0 := λ0 ⊗ ρ0� ����� ������� ω ∈ A (Γ)

���� ��� ����� ������������� �������� ���� ω = fω0 ��� ������ ������� f ∈ C∞
c (Γ) ���������

����������� � ������� ��������� �������� ω1 = f1ω0 ���� ω2 = f2ω0 � A (Γ) ���� �����������

�����

(f1ω0) (f2ω0) =: (f1 ∗ f2)ω0,

(f1 ∗ f2)(γ) :=
�

Fl(γ)

λ2
0(γ

�)f1(γ
�)f2(s(γ

�)γ) =

�

Fr(γ)

ρ20(γ
�)f1(γs(γ

�)f2(γ
�)

���

�������� ���������� ���� ����������� ������������

(fω0)
∗ =: (f ∗)ω0 , f

∗(γ) := f(s(γ)) ���

����� λ0 ���� � ����������� �������������� ��� ω0 �������� �� A (Γ) ������ �������� ������

A (Γ) ���� ���������� ∗���������

||fω0||0 := ||f ||0 := max

�
sup
e∈E

�

Fl(e)

λ2
0(γ)|f(γ)|, sup

e∈E

�

Fr(e)

ρ20(γ)|f(γ)|
�
.

∗�������� A (Γ) ���� ������� �������������� �� L2(Γ)� �������� �� ������������� ����� πid�

���� ��� ����������� ������������ ��������� ν0 � ������������ ������������ ������ ����������

�� E� �������� eR : Γ → E ���� ����������� ���������� ����� ψ0 := ρ0 ⊗ ν0 �������� �� Γ

������������ ������������ ���������� ψ0� ����� �� Ω
1/2
c (Γ) ������������� πid ���� ���� ������

πid(f1ω0)(f2ψ0) =: (πid(f1)f2)ψ0 , πid(f1)f2 = f1 ∗ f2 , f1, f2 ∈ C∞
c (Γ) ���

����������� � ��������� ������ �������� f1 ∗ f2 ������� ����������� � ���� � ����� ��

����������� ||πid(ω)|| ≤ ||ω||0� ����������� �������� �� �����

�������� ��� ����������� C∗�������� �������� ������������� Γ �������� ����������

πid(A (Γ)) � ������ ������������� �� ������� �������� �������� ����� C∗
r (Γ)

������� ���� �� ������� ��������� ������������� �������� �� �������� ������� ��������

����� ������ h : Γ �Γ� �������� ������������ ������� ĥ : A (Γ) → L(A (Γ�)) �L(A (Γ�))

������� ������������ ������� �� A (Γ�)� ���� ������������� πh ∗�������� A (Γ) � L2(Γ�)� ����

��������� ĥ ���� ���������� � ��������� � A (Γ�) � �������

ĥ(ω)(ω�)ω�� = ĥ(ω)(ω�ω��) , ω ∈ A (Γ) , ω�,ω�� ∈ A (Γ�)

������� ���������

������������ ��� ���� ����� Γ,Γ�,Γ�� ���� ���������� ������������� � h : Γ �Γ� ����
k : Γ� �Γ�� ��������� ���������� ��������������� ��� ��������� ω ∈ A (Γ), ω�,ω�

1 ∈
A (Γ�),ω�� ∈ A (Γ��)�

�� k̂((ĥ(ω)ω�))ω�� = k̂h(ω)(k̂(ω�)ω��)

�� πk(ĥ(ω)ω
�) = πkh(ω)πk(ω

�)

�



�� (ω�)∗(ĥ(ω)ω�
1) = (ĥ(ω∗)ω�)∗ω�

1

�� ��� ��������� ������ ω0 �������� ������������ ||πh(ω)|| ≤ ||ω||0

������� ���� ������ ����� ������� ������� ������������ ��� ������� ���������� ����������

� ��������� ���������� ���� ����� �����

�������� �������� ������������� �������� �� �������� ����������� A (Γ) � �� L2(Γ)� ��

��������� ����������� ��� ��������������� ���� ���������� ��������� � C∗
r (Γ)� �� ��� �������

�������������� ����� ��������

������������ ��� ����� ����� ���� ����� Γ,Γ� ���� ���������� ������������� B ���������
�������� Γ ���� h : Γ �Γ� ��������� ��� ω,ω1 ∈ A (Γ) � ω� ∈ A (Γ�)�

�� ω∗(Bω1) = (s(B)ω)∗ω1

�� (ĥ(Bω))ω� = h(B)(ĥ(ω)ω�)

�� πh(Bω) = h(B)πh(ω)�

����� �������� � �������� �������� � ������� ����������� ����� G ������ �����

� A,B ⊂ G ��� ���������� ������������� ������� A∩B = {e}� ���������� ����� ���������
������������� Γ := AB ∩BA� ����� ������� � ���� ������ ���� ��� �������� ������������� �

�������

g = aL(g)bR(g) = bL(g)aR(g) ; aL(g), aR(g) ∈ A , bL(g), bR(g) ∈ B. ���

�� �������� �������� ���������� aL, aR : Γ → A ���� bL, bR : Γ → B� ������� ���� �� ��

������� Γ ����� ���������� ��������� �������� �� ����� ���� ����� ����������� ����� � �����

ΓA : Γ ⇒ A� ������ ���� ��������

E := A , sA(g) := bL(g)
−1aL(g) = aR(g)bR(g)

−1 , Gr(mA) := {(b1ab2; b1a, ab2) : b1a, ab2 ∈ Γ}
���

�������� ���������� ������� ΓB : Γ ⇒ B � ������������ sB � ������� �������� mB�

������ G = Γ = AB ������ (G;A,B) �������� ����� �������� ������������� ������������

� ������ � ��� �������� �������� ΓA,ΓB ���� ��������� ����� GA, GB� ������� GA ����

��������� ���������������� �������� ������������ ��������� ��������� B �� B\G� GA �
(B\G)×B ������������� GB�� ������� ��� ����� �� ������� mT

B : GA �GA×GA ���� ���������

����� (mT
B × id)mT

B = (id×mT
B)m

T
B� �������� ����������

��� G ���� ����� ����� � A,B ��� ����������� ���������� ����� �������� (G;A,B)

���� ������� �������� ����� ������ �� ������ � ������� ����� �������� �� ���� � ���

�������� �������� GA � GB �� ���������� ������������� � δ := mT
B ���� �������� ���������

�������������� ������ ����� ������ ������������ δ̂� ��������� ����������� ���������� µ0 �= 0

�� TeB � ���������� ����������������� ���������� λ0 �� GA ��� �������� � ����� ρ0 ������

������������� ��� ������������������ �������������

λ0(g)(v) := µ0(g
−1v) , v ∈ ΛmaxT l

gGA , ρ0(g)(w) := jB(aL(g))
−1/2µ0(wg

−1) , w ∈ ΛmaxT r
gGA,

�



����� T l
gGA(T

r
gGA) ���� ������������ ������� g �� ������ ��������� ������ �������� GA ����

jB(g) := | det(PbAd(g)|b)|� ����� Pb ���� ������ �� ������� ����� ����� B ������� �����

������� ������� ����� ����� G �� ���� ������ g = a⊕ b� ���� �� δ̂ �� �������

δ̂(fω0)(F (ω0 ⊗ ω0)) =: (δ̂0(f)F )(ω0 ⊗ ω0) , f ∈ C∞
c (G) , F ∈ C∞

c (G×G)

(δ̂(f)F )(a1b1, a2b2) =

�

B

dlb jB(bL(a2b))
−1/2f(a1a2b)F (bL(a1a2b)

−1a1b1, aR(a2b)b
−1b2), ����

����� dlb ���� ���� ����� ����� �� ����������� ����� µ0�

���������� ����� �� ��������� ���� ������������ ��� �� ��������������

������������� �� �������������� ��������� ���������� �� ������ ��� �������

������ � ��������� ������� � ������ ���� ���������� ���� ����� ���� �������������

������� ���������� ��������� ����������������� ��������������� ������� ���������� ����� �����

������� ����������� ���������� ������� � ����� ����� ���������� � C∗��������� � ��������

��� �������� � ������ ����������

�������� ��� ����� H ������ ������������ �������� � W ���������� ��������� �� H ⊗ H�

W �������� ���������� ����������������� ������ ������� ���������

W23W12 = W12W13W23, ����

����� Wij ������� �������� �� H⊗H⊗H� ��� W12 = W ⊗ I� ����

��������� �������� �������� �� W ���� ����� ������������� ������� ��� ������ ���� �� ���

������� ��������������� �������� �������� � ���������� ������� ������� ���������� ��� ��

���������� ���������� ������������ ����������� ������������ ��������� ����������� �����

������������ ����� ��� ��������� �� ���������� ������� ������������ ��� ��� ��������

�������� ��� ���� ����� H ������� ���������� ���������� ��������� �� H� ����� W ������

���������� ���������������� � ��������� �� H ⊗ H� �������� �� W ���� ��������� ������

�������� �������� �������� �W : H ⊗H −→ H ⊗H ���� ������ �������� ������������� ��������

Q : H ⊃ D(Q) −→ H� ����� ��������� ��������

a) (x⊗ u |W (z ⊗ y)) = (z ⊗Qu |�W (x⊗Q−1y)) , x, z ∈ H , u ∈ D(Q) , y ∈ D(Q−1),

b) W ∗(Q⊗Q)W = (Q⊗Q).
����

������� ����� �� � ��� (G;A,B) ���� �������� �������� �������� ���������������� �������

���������� ��� �������� ����� ���� ��������� ���� ����������� �� ����� ������� ���������� �W
���� Q��

�������� W : L2(G×G) → L2(G×G) ���� ������ ������� ���� ����� �����������

Ψ : G×G � (s, t) �→ Ψ(s, t) := (saL(t)
−1, bR(saL(t)

−1)t) ∈ G×G, ����

�



����� ������� �������� ������������� Ψ23Ψ12 = Ψ12Ψ13Ψ23 ����� Ψij : G×G×G → G×G×G

���� ������� ij ������ �� ����� ������ � ��������� ������ Ψ� ��� Ψ23 = id×Ψ� ����

�������� Q ���� ������ ���� �������� �������� ����� ����� �������� ������� �� G ������

���� � ����������� ������� ����� g , a , b ���� ��������� ����� ���� G,A,B� ����� g = a⊕ b

����� ������ ����������� ������������� ����������� � ���� �������� ������ ������� ���������

����� ��������� ���� Adg =:

�
g1 g2
g3 g4

�
� ����� g1 : a −→ a , g2 : b −→ a� ����� ������� Q̃ ����

���������� �����

G � g �→ Q̃(g) :=
det(Adg)

det(g1) det(g4)
∈ R \ {0}. ����

������� ���� �� Q̃ ���� ���������� �� ���������� GA � GB�

������������ ��� ��� ��������� a, a� ∈ A , b, b� ∈ B�

Q̃(ab)Q̃(ba�) = Q̃(aba�) , Q̃(ba)Q̃(ab�) = Q̃(bab�).

���������� �������� Q : Ω
1/2
c (G) −→ Ω

1/2
c (G) ���� �������� �������� ����� ������� |Q̃|1/2�

�������� �������� �W : L2(G) ⊗ L2(G) → L2(G) ⊗ L2(G) ���� ������ ����� �����������

������������ ����� �����������

Ω : G×G � (s, t) �→ (saL(t), bR(s)t) ∈ G×G.

������� �������� ����� ����

����������� ��� �������� Q ���� ��������� � ���� ���������� ���� ���������� ����������
����� � ������ ��������� ��� ��������� �������� Q ���� � ����������� W � �W ���������
������� ����������� �����

���� ������ ��� ������ �� ������� ������

� ����� ���� ��� ����� ������ �������������� ���� ��������� ����������� ���� ����������

���������� � ���������� ������� ������ ����������� ������������ ������� ���������� �

������ � ����� ����� ��� ���������� �������� �� ������������

����������� ��� ����� ���� ���� ����� (G;A,B) ������ ���� GA = (G,mA, sA, A) ����
GB = (G,mB, sB, B) ���������� � ��� ���������� ������������� � δ := mT

B : GA �GA ×
GA� ������������ δ̂� ������ ������ ����� ��������� ��� ������������� �� ���������� Δ ∈
Mor(C∗

r (GA), C
∗
r (GA)⊗C∗

r (GA)) ������� ����� Δ ���� �������� ��� ���� ������� ������� ����
����� �����

�������� ��� ����� ���� ���������� Δ ���� �������������� ����� �������� � ��� ��������

�������� ��������������� ����������� ����� ����������� �����

��



������������ ��� ����� ����������� ���� ������������� πδ ��������� � �������� δ ������
������������ �� ����� ���� �������������� ����� �������� W � �����

πδ(ω) = W (πid(ω)⊗ I)W ∗

������� ��������� ���������� � ����������������� W �� ��������� ������������ �� ���������

����� �� ��������� ��������� ���� ���� ����� �����������

������������ ��� ����� ����� ���� ����� Gop
B ������� ������� GB � ��������� �����������

��������� ����� U := {(sB(g), g) : g ∈ G}� ����� sB ���� ������������ � ���������� GB� U

���� ��������� �������� ������������� Gop
B ×GA ����

U(s, t) = Ψ(s, t) , s, t ∈ G,

��� ����� ������� �������� ���� ��������� �������� �� �������� ��������� �� ������ ���������
������������ Ψ ������������� � �����

������� ��������� ��������� ��������� ����� ��������� ���� � ��� �������� ����������

������������� � ����� �� �������� �������� �� A (GA) � ��������� ���������� �� C∗
r (GA)� ������

�������� ����������� �������� � ����� ������

�������� �������� ���������� Δ ���� �������������� ����� �������� �������� �������

��������� �������� W � �� � ����� ���� �������� ��� ������� �������� ����� ���������� ������

����������� ��������� ��������� � ���������� ���������� �������� ���� ����� �� �������

��� �������� � ������� Q̃ ����������� � ����� �������� Q̃ ���� ���������� �� GA ����� ����

����������� ������������ ������ ���������� ���� ��� ∗������������ ������� A (GA)�

τz : A (GA) � ω �→ |Q̃|izω ∈ A (GA) , z ∈ C

� ����� �������� ����� �������� R ���� �������������� ����� ���������� � ������ G�

R(ω)(g)(v ⊗ w) := ω(g−1)(w−1 ⊗ v−1) ,ω ∈ A (GA) , v ∈ Λmax(TgFl(g)) , w ∈ Λmax(TgFr(g)),

����� Fl(g), Fr(g) ��������� ���� � ����� ������ ������������ ����� g � v−1, w−1 ���������

������ v, w � ������������� �������� ��� ����������� � ������ G� ���������� �� ������������

���� ������ � ������ �������� ������� S� �� �������� ������� A (GA)� ���� ������ ������

���� �� ������� ���� ����������� ������������

������������ ��� ����� ����� ����

�� ������� {τz , z ∈ C} ���� ���������������� ����������� ����� ������������ �������
A (GA)� ������� τz · ∗ = ∗ · τz�

�� R ���� ������������ ∗����������������� ���� R · τz = τz ·R�

�� S(ω1ω2) = S(ω2)S(ω1) , ω1,ω2 ∈ A (ΓA) ���� S · ∗ · S · ∗ = id�

��



������� �� ����������� ��� �� C∗
r (GA)� ����� ����������� ����� ��������� � ����������� �������

����� ������ ���� ���� ���� �����

����� ������ ����� �Γ,m, s, E) ������ ��������� ������������� ����� ρ ������ ���������

���� ������������������� ������������ ������������ ������ ������� ������� Γ � ν ������������

������������ ������������ �� E� ���� (ρ, ν) ������ �� A (Γ) ����������� ��������

• ������ ������ σ : Γ → R \ {0} ������ ������ σ(g)(ρ ⊗ ν)(g) = (s(ρ) ⊗ ν)(g)� ������

��� �������� ���������������� ����������� ����� ������������ ������� A (Γ) ������

σz : ω �→ |σ|2izω , z ∈ C�

• ������� ������� ���������� h �� A (Γ) ������ ������ h(fω0) :=

�

E

fν2 , ω0 := s(ρ)⊗ ρ�

• ������������ ĥ : A (Γ) � fω0 �→ f(ρ⊗ ν) ∈ L2(Γ)�

������� ������ σ, h � ĥ �������

������������ ��� ����� ����� ���� ����� ω,ω1 ∈ A (Γ)�

• h(ω∗ω) = (ĥ(ω) | ĥ(ω))� ����� �� ������ ������� ���� ������� �������� � L2(Γ)�

• h(σz(ω)ω1) = h(ω1σz−i(ω))

• ĥ(ωω1) = πid(ω)ĥ(ω1)

��� �������� �������� ����������� �� ���� ������ �� C∗
r (Γ) ���� h� ��� ������ ĥ ���� ����

���������� ��� � σt ����� ����������

������������ ��� ����� ����� ���� ������������ ĥ ���� ��������� � �������� ������������
��� � C∗

r (Γ) � L2(Γ)� ����� ����� h ��������� ��� �� ����� ����������� ���������� � ���� ����
��� �� C∗

r (Γ) � ����� ��������� σt�

� �������� �������� GA ���� (ρ, ν) ���� ����������� ����� ����� µ0 �= 0 ���� ν0 �= 0 �����������

�� TeB � TeA ������������� � ������������

ρ(g)(w) := µ0(wg
−1) , g ∈ G , w ∈ ΛmaxT r

gGA , ν(a)(u) := ν0(ua
−1) , a ∈ A , u ∈ ΛmaxTaA

��������� � ��� ������ ���� ���� ����� ���� ����� �� (C∗
r (GA),Δ) ������ ����� �����

������� � ����������� ����� ��� ������� κ��������� �����

����� ��� ����� ����� � ������ ������ ������� ������� ������������ κ��������� ������� �����
� ���� ����� ����������� ��������������� ������ �������� ����� �� ������ � �� ������ � ���� �

����������� ������� ������������� ��� � ����������� �������� ��������� ����������� �����������

� ������� � ���������� �� ������ ������� �� ����� � �� ���������� ���� � ����� ���������

���������� � ����� ���� ������� �� ������� κ��������� ������� ����� ���� �������������� ��

����� �������� �� ����� κ��������� �

κ��������� ������� ����� �� ����� ������������ ���� ���������� ����� �������� (Ni,Mj, Pµ) �

i, j = 1, 2, 3, µ = 0, 1, 2, 3 � ������� �λ ∈ R ���� ����������� λ = 1/κ��

[Mk,Ml] = i �klmMm , [Mk, Nl] = i �klmNm , [Nk, Nl] = −i �klmMm,

��



[Mk, Pl] = i �klmPm , [Mk, P0] = 0 , [Nk, P0] = i Pk , [Pµ, Pν ] = 0, ����

[Nk, Pl] =
i

λ

�
δkl
2

�
1− exp(−2λP0) + λ2P

2
�
− λ2PkPl

�

��� ���� ������� �������� ����� �� ���������� � �������� ������� ��� ���� �� ������������

�� ������� �� ����� ���������� ������� � �������� ����� ����� ��������� ������ Ni �� �������

������ �������� Mi ������� � Pµ ����������� �� ������� ���� �� �������� ��������� � ��������

������ ������� ��������� ������������� ������� � ������������ ���� ������������ ������������

� ��������� ������� � λ �� ����� ����������� ����������� ������� ��� ������� ������� ������

�������� ������� ������������ � �������� ������� ������ ��� �� ���������� ���� ������� �

�������� ���������� �������� ����������� ����� λ ���� ��������� ���������� � ������ ������

���� �� ����� ������� �������������� ����� ������ ��������� �� ������� � ����� ����� �������

���������� ��������� Yµ := λPµ � ����������� S := exp(−Y0)� ����������� �� ������� �����

����� ��������� S � Yk �����

[Yk, Yl] = [S, Yk] = 0,

[Mk, Yl] = i �klmYm , [Mk, S] = 0 , ����

[Nk, S] = −i SYk , [Nk, Yl] = i

�
δkl
2

�
1− S2 + Y

2
�
− YkYl

�
.

� ��� �������� ��������� ���� ������ ���������� ���� ������� ����� ��������� ������� ��������

����������� Nj,Mj� ����� ���� ��������� �� ���� ���� ����������� R+×R3 �� ��������������

S, Yk� � ��������� ������� ��� �� ��������� ������� ��� �� ��������� ����� ��������� ����

������� �������������� �������� �������� ������� � ����� ���� � ������ ����� ���������� ���

�� ������� �������� �� ��������� �������� ΓC ���������� �������� � � ����� �������� ����������

� ����������� ��������� ������� �� ����� ������ ���������� ���� �������� ������� ��������

��� ��� ��������� � ����� ������ � ������ ������������ ������������

����������� ���������� ����� ��� ���� �������� ������������� ΓC ����� ����� ����� �

������������� ��������� ���� ���� ����� � ���� ���������� C∗�������� �������� ΓC ������ ����

C∗�������� ����� �������� �� ����� κ��������� � ������ ����� �������� ����� ���� �� ����� κ�

�������� �� ����� �� ���� ��������� �������� ����� �������� �������� � ����� ������� �������

���� ��� ������������� ����� �������� �������� � ����� ����� ��� ������� ������� ��������

������������ �������� ���� A � C�

����� G := SO0(1, n + 1) , n ≥ 1 ������ ������ �������� ����� ��������� ����������

����������� �������� G�

����� A ���� ���������� ������������� ����� SO0(1, n) �������� SO0(1, n + 1) ����� �� ����

��������� SO0(1, n) � SO0(1, n+ 1)� � ���� ����������� �����

A :=

��
u 0
0 1

��
In 0
0 h

�
: u ∈ SO0(1, n), h :=

�
d 0
0 d

�
, d = ±1

�
. ����

����� C ���� ���� ������

C :=








s2+1+|y|2
2s

−1
s
yt s2−1+|y|2

2s

−y I −y
s2−1−|y|2

2s
1
s
yt s2+1−|y|2

2s


 s ∈ R+, y ∈ Rn



 ⊂ G ; ����

��



���� �� ����� (AN) � ���������� ������� SO0(1.n + 1) = SO(n + 1)(AN)� ����� �� ����

����������� � ��������� ���������� R+ �Rn � ��������� (s1, y1)(s2, y2) := (s1s2, s2y1 + y2)�

� ����� ������ ������ ����� ���� ������ ��������� ������������� Γ := AC ∩ CA ���� �

������� aL, aR, cL, cR �� A � C ����� ���� ��� ����� ����� �������� ΓC : Γ ⇒ C ������� �����

����� ��� � ����� ��������� ������� ��������� � ����� ����� ���

������� ������� ΓC ������ ��������� � ������� ��������������� C̃×A ������� �����������

����������� C̃ � ���������� ����� A� ������ ������� ����� ���� ����������� C̃ ����� ����� ���

�� ��� ������� ��� � �� �����

��� ������� � ����� ����� ��� ����� ��� �������� ����� ��������� ���� ��� ��� � ���������

��� ����� ��������� ������������� Γ = AC∩CA �������� ������� �� �������� ���� �������������

����� ������� �������� ������������ ��� ���� ������� � ������ ����� � G�� ����� m̃C �������

������� �������� � ���������� ΓC : Γ ⇒ C� ���������� ���������� � ������������ ������

������������� ���� ����� �� δ̃ := m̃T
C : ΓA �ΓA × ΓA ��� ���� �������� ��������� � �������

��������

m̃T
CmA = (mA ×mA)(id× ∼ ×id)(m̃T

C × m̃T
C)) ����

���� ������� ���������� m̃T
CmA ⊃ (mA ×mA)(id× ∼ ×id)(m̃T

C × m̃T
C)� ������ ������ �������

������ ������ �������� ���������� ���������� ���� ������� ����� ���� ��������� �� �� �����

���������� �������� ������������ �� ������ ���������� � ����������� �������� �����������

�������� ���� ���������� �� ���� ���� ����� ���������� ��������� ������ ������� � ����

���� �������� ���� �� ��������� � �������� ������� ������ �������� SO0(1, n) �� � ���������

���� ���������� � ������ ������� �������� ����� ���� ����� ����� � ����������� �����������
����� ������ �������� ����� ����� � ���������� � ���� �� �� ����� � ������ � ����� ������� �����
����������� � ������������� � ���� ��� ������ ��� ��������� ���� �������� ����� � ����������
������� �� ������ �������� ����� �������

������ ��������� � ��� ����� �� ���������� �������� � ������ ������ ������� ���������

��������� ����� ������� � ������� ������������� ������� �������� �������� ����� ��� ��

����� ���������������� ������� ���������� ������� ���������� ������ ���������� � ������

��������� ����� �������� ���� ���������� ������ ���� �������� ����� ��� � ��������� � �����

������� ������ ����� ��������� �������� �� �������� ����� ������ � ����� κ��������� ����

���������� ������� ���� ����� �� ��������� ���� ��� ��������� ���� � ������ ������ ������� ��

���������� � ������������ ��������� ������� � � ������ �������� ���� �� ������� ��������

��������� ���� ������� ��������� � ������� ����� ����� ������ ������ ��������������� �����

��������� �� �������� ���������� � ���� ���� ���������� ������������ ���� �� �������������

��� ������� T � ������� ������������� ������� ����� �������� ���� ��������� ��������������

����� ���� � ��������� ������� ������� ������� ������������� � ��������� ��� �������� �

��� ���� ������ �������� �������� ������ � ��������� ������������ �� ����� �������

����� ���� ������ ����� G � ���� ��� �������� A,B,C ⊂ G ����������� ��������

B ∩ C = {e} = A ∩ C , BC = G, ����

������ (G;B,C) ���� ����� ���������� � ��� �������� ���� ������� GB : G ⇒ B ����

ΓA : Γ ⇒ A �Γ := AC ∩ CA�� ������� GB ���� ���������� � �������� ������ δ0 := mT
C :

��



GB �GB × GB� ����� mC ���� ��������� � ���������� GC : G ⇒ C� ������� GB ����

����������� � ��������� ���������������� (C\G) × C �� ����������� ������ ����������

(C\G) × C � ([g], c) �→ [gc] ∈ (C\G)�� ��������� ΓA ����� ��������� � ��������� �����
�������� �� ������� ���������� ����� ��� ������������ B � (C\G) ���� ����������� ����

B� := B ∩ CA, ����

ΓA ���� �������� GB ������ ��������� ����� ΓB� � �� ���������� ΓA � GB ������ �������

m̃T
C ������ �������� ������� ����� ���������� ������� ����������� ��������� ���� �������

GB �GB ×GB� ���������� ����������� ������

T := {(g, b) : cR(g)b ∈ A} ⊂ GB ×GB, ����

����� cR : G → C ���� ������ ��������� � ��������� G = BC ��� � ���� �������������

��������� ���� ������ ������� ���������

������������ ��� ����� ����� ���� ����� ����

�� T ���� ������� ������ � ������� ����� �� GB × GB� ��� ������� B × B� ���� ���������
GB × ΓB�� � ������� � ��� ���� �������� ����� T ������ �������� GB × b−1

L (B�)�

�� �������� T12 := T × B ⊂ GB × GB × GB ���� T23 := B × T ⊂ GB × GB × GB� ��
������� ������� ��������

T23(id× δ0)T = T12(δ0 × id)T

�� ���������� ������� AdT : GB ×GB �GB ×GB �����

(g1, g2; g3, g4) ∈ AdT ⇐⇒ ∃t1, t2 ∈ T : (g1, g2) = t1(g3, g4)(sB × sB)(t2).

������� δ := AdT · δ0 ���� ������������� m̃T
C� ��� m̃T

C ⊂ δ

��������� ���� ������ ������� ������ �������� � ��������� ������ ��� ������

����������� ��� ����� ����� ���� ����� ���� ����� G ������ ����� ����� � A,B,C ⊂ G

����������� ���������� ������������� ������� ����� ������� �������� ��

�� ����� Γ := CA ∩ AC ���� ������� � ����� � G�

�� ����� U := b−1
L (B�) ���� A (U) ������� ���������� ��������� ��������� � A (GB) �

��������� ��������� � U � ���������� �� A (U) ���� ����� � C∗
r (GB)�

�� ��� ������ �������� KC ⊂ C� ������ ��������� V ⊂ B ���� (b1, b2) ∈ B ×B� ����������
����� Z(b1, b2, KC ;V ) := KC ∩ {c ∈ C : bR(b1c)b2 ∈ V } ���� ������� �

B × B� � (b1, b2) �→ µ(b1, b2, KC ;V ) :=

�

Z(b1,b2,KC ;V )

dlc.

��� ������� �������� K1 ⊂ B ��� K2 ⊂ B� ����������

µ(K1, K2, KC ;V ) := sup{µ(b1, b2, KC ;V ) : b1 ∈ K1 , b2 ∈ K2}

� ���������� ��

∀ � > 0 ∃V − otoczenieB \B� wB : µ(K1, K2, KC ;V ) ≤ � ����

��



�����

�� C∗
r (ΓB�) = C∗

r (GB)

�� ������������ T : A (GB × U) → A (GB × U)� �������� ����� ���� �������� �����
�������� �� ��� ������� �������������� T ����������� � ����� ��������� ��� �� ����
������� �T ∈ M(C∗

r (GB)⊗ C∗
r (GB))� ����� ������� ���������

(�T ⊗ I)(Δ0 ⊗ id)�T = (I ⊗ �T )(id⊗Δ0)�T

�� ���� Δ(a) := �T Δ0(a)�T
−1

������ �������� ������ Δ ∈ Mor(C∗
r (GB), C

∗
r (GB)⊗C∗

r (GB))�
������ ��� ������� ������� �������� ����

��� ������ ������� ��� ��������� ����������� �� ����� ������� �� ������ ����� �����

���������� ������������� ������� ������������� ����������� ���� ����� � ��������� ����������

G := R�R∗ (R∗ := R\{0}� � ���������� (b1, a1)(b2, a2) := (b1+a1b2, a1a2)� �������� A,B,C

�� ����������� �����

B := {(b, 1) , b ∈ R} , C := {(c− 1, c) , c ∈ R∗} , A := {(0, a) , a ∈ R∗}

� ��������� ��� ��������� ��� ���� ������� ������ ������� ���������� C∗�������� ���������

����� ������ ����� ����� ����� � ����� ����� �T ������ �������� ���� ������� �� �����������

����� ���� ����� ������� ������� ������ � ����� ������ �������� ����� ������ ���� �����������

��������� �������������� �� ���������� ������ ������ ����� ������ ���� �����

��� κ��������� ����� �� � C∗�������

������� ����� ��� ����� ���� ���������� �� �������� ����� κ��������� ������ �� ��������

�������� � ����� ����� �������� C∗�������� � ���������� ��� ��� ����� � ���������� � ���������

��� ∗�������� ����� �������� � �����

������ �������� �������� � ������ � ������ ����� ����� ����� G := SO0(1, n+ 1) , n ≥
1 ���� ������ �������� ����� ��������� ����� A ���� ���������� ������������� SO0(1, n)

������������ � ����� ����� C� ����������� � ����� ���� ����� AN � ���������� �������

SO0(1, n+ 1) = SO(n+ 1)(AN) � ����� B := SO(n+ 1)�

��������� �������� ���� ���������� ������� ������� ������� �� ��������� ��� ����

������� ���������� ����� ����������� ������� ��������� �������� GB : G ⇒ B ���������� �

��������� ������� ����� ������ ���� ����� �� ���� �������� � ������� �������� C∗
r (ΓA) =

C∗
r (GB) ���� ���������� �������� ����� ����� ����� ������� �����

��������� ������ ������� ���������� � �������� ����� ���������� ������� ������ ����� ���

C∗������� ���������� � ��� � ��������� ������������� ���������� ����� ����� ����� ��� ���

��������� ������ ��� ��������� ������ �������� �� ������� �� ���������� ����� �������� ����

����� �������� ������� ������ ������ ������� �� ����� ����� ���������� ���������� �� �����

C ���� ������������ ����� ����� ���� � ��� ���������� ������ ��� κ��������� �

� ���� ���������� � ��������� �������� � ���� ������ ���� ������ �� ����� ���������� �

��������� ΓA : Γ ⇒ A� � ��������� ������������� ������������� ������ ������������ � ���

��



��������� ������� �� �������� ���������� ��������� ��������� ������ �������� �� �����������

�� ��� ��������� ��������� ����� ������ � ��� ���������� ������ ������� �� ������� � �����

������� �������� �� ������� ������ � ��� ������ ������������� � ������������� ������� �����

����� �����

�������� �������� ����� ���� ���������� ��������� ����� ��������� C∗
r (GB) ��������� � ���

(G;B.C) �� ���������� ������������ �������� ����� C∗
r (C) � �������� ��� κ��������� � �������

���� ��� ����������� ����������� �������� �� ����������� ��������� � �������� �� ���������

���� ������������� ������������� ��������� ����� ����������� ��� �������� ��� ���� ���������

� �������� ��� ������������ �� � ����� ������� ��������� ��������� ����� ���������� ������

���������

��������� ��� ����� ���� ����� ������������� � ��� �� ����� ��������� ������ ���� ���

������ ������� C∗
r (ΓA) = C∗

r (GB) ����� �� ����������� ��������� ��� ����� ���� ���� �����

��� ����� ��������� ��������� � ��������� GB� ����� ����� ��� ������� ����� κ������������

� ������� �� ������� �������� ���������� ����� ������������� ���� ��� � ������� ��������

������ �� ���������������� � ����� ��� ���� �� ��� ������������� ����� ��� �� �������� ���� ���

��������� ��� ����������� ������ �� ���� ��������� ���������� ��� ������ �������� �����

�������� � ��� ��� ��������� ������������� ����� � �������� �������� 1+3 ������� ������� ����

����� ��� �� ������� ������� � ����� � ����� B = SO(n+1) ���� ����������� ������ ����������

� ���������� ����� A� � ������� � ���� ������ ���� �� ��� �������� ���������� �����������

����� �������� � ����������� �������������� ���� �� ������������� � C∗
r (ΓA)� ��� �� �������

������ ����������� ����� �������� � ��� ������� ����� ��� ����������� ����� ����������� ���

�� ������� �������� �� B �� ���������� A �→ B� � ������� ������ ����������� ����� ������

��� ������� ������ ������������� ��� ������ ��������� ������������� ������ ��� �������

����� ��������������� ��� ������������

���������� �������� ΓA �→ GB� ����� � �������� �������� ��� ����� ���������� A �→ B�

������� ��������� ����������� �������� � ���������� ������������ ����� ��� (G;B,C)�

������ ���������� ����� �������� GB ������ ������������� ���� ������������� �������� ����

���������� � C∗
r (GB)� ��� ������� A (GB) ������� ��������� ������� � ����� ���������� �����

��� ����� ��� ������������ �������� �� ������ ����������� C∗��������� ��� �������� ΓA

����������� ���� ��������� �� ����������� ����� ������������� �� ��������� ����������� ���
�� �������� ������������� �� ����������� ����������� Ω

1/2
c (ΓA)� ���������� ΓA �→ GB �������

������ ���������� ����� Ω
1/2
c (GB)� �� ������ �� ��������� ��� �� �������� ��������������

��



�� ��������� ����������� ������� � ��������

��������� ������

���� ����������� ����������� ������� �� SµU(2) ������ ���� ���� ���� �� ������� ��������

������ �������������

���� ������ ��� �������� ��� ����� �������� ��������������������

���� ����������� ���������� �� �������� ��� ��������� ������ �� ����� ����������� �� �����

�� ����� ���� �� ������� ����������

���� C∗�������� �� � ����������� ��������� ������� ��������� ������ ������ ����� �� �������

�������� ��������� �������� ���������� ����� ������ � ��������� ��������������������

� ��� �� �����������

���� ���� ������� �� ��������� ��������� �� ������� ������� ��������� ������� ���� ����
�������� �������������������

���� �� ������������ �� ����� �� ��������� �������� ��������� ���������� ������������ ���
����� ������������ �� ����������� ������� ������� ���� ����� ����� �� ������� ��������

���� �� �� ������� �� �� ���������� �� ��������� �� �������� ����������� �� ���� ��� ������
�������� ����� �� ����� ����������� �� �� ����� ����� ����� �� ��� ������� ��������

���� �� ������� ���������� ������� �� κ �������� ����� ���� �� ����� ������� �� �� �������

��������

���� �� ������������ �� ����� �� ��������� ���������� ���������� ��� ��� ������ ����� ��� ���
����������� �� ����������� ����� �������� ���� ����� ����� �� ������� ��������

����� ����� ��� ������ ������������ �� ���������� �� ���� ������ ������ ����� ������� ��������

����� ���� �� ���� ����� ������������ ����� ���� ������ �������� ����� �������� ��

��������� ����� ���� SO(p, q) � ��� ������� � ������� ����������� ��������� �� ��������� ����

������� ���� ������ ����� ���������� ���������� � ����� ��� �� ��� �������� �� ��� �� ��������

������� ��� ������� ����� SO0(1, n)� ����� ���� �� ����� κ��������� � ����� ���� �����������

��������� ����� �������� �������������� �� ������ ������������ � ������ �������� � ������

���������� � ��� �� ����� ��� ���� ������� ������� ����������� �������� � ����� ���� ���

�������� ��� ������������ �������� � ���� ������ ����� ���� �� ������������� ������ ������

���������� ����� ������ �������� � ��������� ������ ����� ����� �� �����������

��������� �� ������� ������� ��������� ������� ���� ���� �������

� ��� ����� ��������� ��� ������� ������� ��������� �������������� ����������� �����

�� ������������� � ���� � ��������� ���� ������� ����������� � ����� ���� ������������ C∗�

������� �������� �������������� ���������� �� �������� ������������ � ��������� ���������
������ ��������� ����� ������������ ���� σ�������� �������� ������� �������� ����� ��������
������������ ��������� ������� ������ ����� �� ����� �������� ���� �������� ���������� ��

������ ����� ������ �� ���������� Γ ⇒ Γ(0) �� ������� λ := {λx , x ∈ Γ(0)} �����������

��



���� ������ �� ������ ��������� ����� ���� ������������������ ���� ��� ������� x ∈ Γ �

a := eL(x) , b := eR(x)�

�
f(xy)dλb(y) =

�
f(y)dλa(y) � ������� ���� ��� f ∈ Cc(Γ) �������

Γ(0) � a �→
�
f(y)dλa(y) ���� ������� ��������� ��� �������� ��������� �������� �� ��������

�������� ��� ����� Γ ⇒ Γ(0) ������ ��������� � X �������� ������� Γ ������ �� X ������

�� ���� ���� ������������ ρ : X → Γ(0)� ����� Γ ∗ρ X := {(γ, x) ∈ Γ×X : eR(γ) = ρ(x)}�
�� ���� ���� ������������ φ : Γ ∗ρ X → X�

�� ��������� �� �������� ��� (γ, x) ∈ Γ ∗ρ X ⇒ ρ(φ(γ, x)) = eL(γ)� ��� x ∈ X ⇒
φ(ρ(x), x) = x� ���

�
(γ1, γ2) ∈ Γ(2), (γ2, x) ∈ Γ ∗ρ X

�
⇒ φ(γ1γ2, x) = φ(γ1, ρ(φ(γ2, x)))

����� ���� ������� ����������� �� ������ �������������� h : Γ1 �Γ2� ���� ��� �������

���� ��������� �������� Γ1 �� Γ2� ����� ���� ���������� � ��������� �� ������ ������� �

Γ2� �������� ������� ��������� ��������� ����� ����������� ������ ���������� � �������

������� ��� � ��� ������ ������� ������� ��� ��������� ��������������� ������ (Γ,λ) � (G, ν)

�� ���������� � ��������� ��������� ������ ��� ������ ���� ����������� ���� ������

��������� ��������������� ����� ���� � ������ ������ ������ � ���� (λ, ν) ������ ���� ���

���������� �� �������� ������������ �σ�������� �������� ������� ���������� � ���������

��������� ����� ������ ��������� ����� ����� ���� ��� ����������� ������� �������� ��

�������� ������� ����������� �������� ������ � ������� ������� �� �������� � ����������� ��

�������� �� �������� �������������� ���������� �������������� �σ���������� �������� �����

����� ���������� ������ ������������ C∗���������

� ������ ������� ������������� ������ �������� ����� ��������� � ��������� ������

���� ����� � ��� ������ � ���� ������ �������� ��� ��� � �������� ��� ������������ ��������

� �������

�������� ��������� ���������� ������������ ��� ����� ������������ �� �����������
������� �������

����� � ��������� ��������� �������������� ��� ����� ���� ��������� ������������ ������

����������� �������� ��� ������ �������������� ������� �� ����� ���� ��������� ������������

������� ������������� ������ ��������� ������ � ���������� �������� ���� ����������� ������

����� ����������� ����������� �������������������� ���� �� ��������� ����������������� �

����������� �������������� ���������

����������� ��� [ ���� ������� ���] ����� L,R ���� ����������� �������������� ��������
� A ∈ B(L)� B ∈ B(R) ����������� �������������� ������ �������� c : L → R ������
���������� ����������������� ���� |c| :=

√
c∗c � |c∗| :=

√
c c∗� �����

�� |c| ���� |c∗| �� ������������� ����������� �� L � R �

�� c∗BcA∗� |c|A|c|A∗ �� ����������� ��������� �� L � |c∗|B|c∗|B∗ ���� ���������� ��������
�� R�

�� �������� �����������
|Tr c∗ B cA∗| ≤ 1

2
[ Tr (|c|A |c|A∗) + Tr (|c∗|B |c∗|B∗) ] ����

��



�� ���������� ������� ��������� ������������ � ������ �������� ������������ ��� ����������

�� L⊗R � � ��� ������ ���������� �� ����� ��������� �������������� ����� ������������ ���

� ������

������������ ����� ������� ��� ����������� ����� ���������� ���������� ���� Λ�

Λ := {x ∈ Zd : −N + 1 ≤ xi ≤ N , i = 1, . . . , d} ����

� ������ ������ ����� x ∈ Λ ���� �������� ����� �������� ������� ������� ϕx ∈ [0, 2π[ ������

���� ������� ������ � ����� x� ������������ ��������� ����� ������ ������������ ��������

sx ∈ T� sx = [sxx, s
y
x] = [cosϕx, sinϕx]. ���������� ������ �� ����� x ���� ���� ���� Hx = L2(T)

� ���������� �������� �������� � ����� ������� ���� ����� HΛ = ⊗
x∈Λ

Hx = L2(T|Λ|)

����������� ������ �������������� ������� ���� ���� ����� H = T+ V̂ � ����� T � ��������

������� ������������ ���� �������������� �� ���������� �� ��������� ������� T|Λ|�

T = − 1

2I

�

x∈Λ

∂2

∂ϕ2
x

, ����� I > 0 ���� ����� �������������� ���� ������ ������������ �������

������������� V̂ ���� ���������� �������� ����� ������ ������� V0 := −J
�

�xy�
cos(ϕx − ϕy)�

J > 0 ���� ����� �������� � ���� ������������� � ������ �xy� �������� �� x ��� y �� ������������
��������� �� ����� ����� ���� �������������� ���� ���� �� ���������

���������� ���� ������� ���������� � ������ ������������� � ����� ������������ ��� � ������

���� � �������� ����� Λ ������������ �� ��������� �������������

����������� ��� [ ���� ������� ���] ��� ������� b : Λ � x �→ bx ∈ C �������� �����������
H(b) := T + V (b)� �����

V (b) =
J

2

�

�xy�

�
|cosϕx − bx − cosϕy + by|2 + (sinϕx − sinϕy)

2
�

����� E0(b) ������� ������� ����� ������������ ��������� H(b)� ��������� ���� �����������
E0(b) ≥ E0(0) =: E0

�������� ����������� ����� ���� ���� ���� S :=
�

x∈Λ
sx, � ���� ����� �������������� ����

����� ������� ������� � ������ ����������� ���� ���������� ���� �� ������ � ���������

����� ���������� �������� �������� ����������� ���������� ����� �����
�
ψ0 | (|Λ|−1Sx)2ψ0

�
�

����������� ��� ������� ������������ �� ���������� �������� �� ������ �������� ����������

������ ������

����������� ��� [ ���� ������� ���] �������� �� ����� I, J ��������� ����������

√
IJ >

1

(2π)d

�

[−π,π]d

dk�
E(k)

, gdzie E : Rd � (k) �→ E(k) = d−
d�

i=1

cos ki ∈ R,

����� �������� C > 0 ������ �� ��� ������������ ������ |Λ| �������� ����������
�
ψ0 | (|Λ|−1Sx)2ψ0

�
≥ C,

��



�������� �������� ����� ���� ��������� � �������� d = 1� ����������� ���� ������������

�������� ��� d ≥ 2� ���� ���� ��� d ≥ 3 ���� �� ������� ��������� ����� ����� ����� ����

���� ��� d = 2� � ��� d > 2 ���� ���� ������ ��������� ������� �����������

����������� �� ���� ��� �������������� ����� �� ����� �����������

����� � ���������� � ������������ �������� ���������� ��� ����� ��������������� ��������

� ������ ����������� ������ ���� ��� ���� ��� ������������ ����� ������ � ������������ ���

���������� � ������� ������������ ����� ������� ����������� ��� � ������� � ������� ��� ���

��������������� ��������� ���������� ������� ������������� �������������� ��� ���������

���������� �� ��������� �������� � ������������� ����� ���������� ��������� ��� �����������

�������� �������� ����� ���� ������������ � ������������ ������������ ���� ��������

������� ������� ��� �������� ����� ������ �� ������� �������������� � ������� ��������

����������� � ����������� ������������ �����

�� ������� ���������� ������� �� κ �������� �����

� ����� ��������� ���� ������������ �������� ���� � ������� ��������� ��������������

�������� �� ����� κ��������� � ����� �������� � ��� ��������� �������� �� ����������� �����

������� ������������� �������� ������ �������� C∗�������� �������� ΓA : Γ ⇒ A� �����

Γ = AC ∩ CA � ����� A � C ����������� �� � ������� ������� ��� ������� �� �����������

����� �������� �

������� ������� ���� ����������� ���������� ������������ (V, η), dim(V ) > 3 � ������

�������� ����� �������� G := SO0(η)� ����� ����� �������� � ����� �������� �� ��� ��������

����� ���������� ������������� V ������������� η � ����������� ���������� ���� ����� G� ���

������ ��������� �������� ��� �� ������� ��������� V � G� ����� �� �� � �������� � ����

����� V �O(η)� ���� ��� ����������� ��� ����� ��������� ������� �������� ������������ ���

��� ���������

�� ���� ��� ������������ ���� �������� T ∗G� ������ ����� ����� ������������� ������

��������� � ��������� ���������� g∗ � G �� ���������� �������������� ������ H ⊂ G ����

�������� ����� � ������� ����� h �� h0 � H ���� �������� � g∗ � G� ������� ����� g ����

���������� ����������� ���������������� ����� ���������� ������ ��������� � ������ ���

���� �� ������������ ����� �� g∗� ������ ���������� � V ������ ������������ ������ s �

��������� ����� Ã ���� ������������ � G � ����� a ������� ����� Ã� �� ����� a0�Ã ���� ��������

�� �� �������� � � ������� ������ ����������� A ���� ������������ �������� ������������ �����

s ��������� ��� ������� ������������ ���� � V � ����� ����������� � ���� � �����������

��� a0 � A

������� ���� �� ����� ��������� ������� t ������������� �� s �������� ��� ���������� c�

����� ���� ������� ����� ����� ������ �� ������� ����� C ������������ � ����� ����� a0 �A

���� � ��������� ������ ������ �� ���������� ����� �������� ΓA� ����� ���� ���������� �

���������� ��������� ��������� ����� ���� ��������� ��������������� ������� � ���� C∗��������

���� �������� ����� ��� ������� �� ������������� ����� ����� �����������������

��



���������� ���������� ��� ��� ������ ����� ��� ��� ����������� �� �����������
����� �������

������� ��������� � �������� ��������� ��������� ������������� �� ������ ������� ������

�������� ���������� ���� ����������� ����������� ������������������ ����������� �����������

���� �� ����� ����� ���������� ����������������� ���������� �� ����� ��� ��������� ����� ��

���� ����������� ��� � ����� ����� ���������� �� ��������� ����� ���������������� �������
��������� � ��������� ������� ������������ � �������� ���������� ������� �� ������ ��� ���

����� ��� ����������� ������������ �������� � ����������� ���� ��������� ������� ���������
���� �������� ������� ������ ������ ����������� � ��������� ������ ������������ �� ����

����� ����������� ����� ��� ��� ���� ��������� � ������� ���������������� ������� ��������

������������ ��� ���� �������� ��� �������� C > 0 ������ �� � ������� ���������������� ������

�� ������������ ���� ��� �������� ��� C�� ����� ��� ������� ������� ���� ����������������

��������� � ��� ��������� ������� ������������ � ������� �����������������
��������� ���������� ����������� � ������������ � ����� ����� H ������ ����������
��������� ������������ �������� � H ∈ B (H ) ���������� �������������� ������� ������

� ���� � ��� ���� � �������������� ���������� ���� � ������������� �������� ������ ���

��������� A,B ∈ B (H ) �������� �����������

|�[A,B]�0|2 ≤
1

Δ
�[B, [H,B†]]�0�A†A+ AA†�0 ����

� ��������� �������� �A�0 = Tr (P0AP0)� ����� P0 ���� ������ �� ������������� ������ �

���������� ������� E0 ������ ������������ �������� ������� H� ���� Δ := E1 − E0 > 0 ����

������� ������������ �������� ������ ������ ������������� ����������� ����������

���������� �������� ���� ������� ��������� � ����������� �������� ��� ������������ �����

������ ����� ��������������� �� B (H )�

(A,B) :=
1

Z

�

m

�

α

(α |A†m)(m |Bα) + (α |Bm)(m |A†α)

Em − E0

����

����� α �������� ������� ������ H � ������������ �������� ������� E0� m �������� ���������

������� ������ ���� Z :=
�

α(α |α) = Tr (P0)�

������ ����� ����������� ����������� ���� ��������� � ��������� ������ ����� H ������

�������������� � ������������ � ���� ���������� �� ������ ���������� � ���������� �����������

�������� H � ����������� �������� ������ H�

E0 < E1 < · · · < En < . . . , lim
n→∞

En = ∞

� ����� H =
∞�

n=0

EnPn ������ ��������� ����������� H� ������� H �������������� ����

���������� SH ⊂ H � ���� �� Pn(H ) ⊂ SH ��� ������� n = 0, 1, . . . � ���������� ����� ���

���������

Op(SH) := {C ∈ L(SH,H ) : SH ⊂ D(C∗)} ����

��� ��������� C ∈ Op(SH) ���������� C† := C∗|SH
� ����� C† ∈ Op(SH) ���� (C†)† = C�

������������� SH ���� ��������� ������� ��� H ������ H = (H|SH
)� ���� H0 := H|SH

∈ Op(SH)�

��



������� H†
0 = H0� �� Op(SH) ���������� ������� ���� ����������������

ρnk(C,B) := Tr(PkC
∗PnBPk) =

Nk�

j=1

(Cej |PnBej) , n, k = 0, 1, 2, . . . ����

����� (ej) ���� ������� ���� ������������ � Pk(H ) �Nk := dimPk(H )�� ���� ����� ���� �����

����� ����������

Op(SH)×Op(SH) � (B,C) �→ (B,C)0 :=
�

n>0

1

En − E0

(ρn0 + ρ0n)(B,C) ����

� �������� ����������� ����������� ������������ ��������������

����������� ��� [ ���� ������� ���] ����� ��������� B,C ∈ Op(SH) ���� ������ ��

B†(SH) ⊂ SH , C(SH) ⊂ SH , C†(SH) ⊂ SH.

�������� ����� �����������

|Tr(P0[C
†, B†]P0)|2 ≤

�
1

E1 − E0

N0�

j=1

(||Bej||2 + ||B†ej||2)
�
Tr(P0[C

†, [H0, C]]P0), ����

����� (ej) ���� ������� ���� ��� � P0(H )�

����� ������� ��� ������� �� ����� ����� � ������ ����� �������� ���� ��� ����������

���� ������ ����� ���������� �������� ���� ���� H Λ := L2(T|Λ|) ���� H Λ := L2(S2 × · · · × S2)

�|Λ| ������ ���������� ���� ��������� ����������� ��� ��������� H = T + V + Hint� ����� T

��� �� ������������ �� ��������� ���������� ��������� �� ������� ����������� �������� M

������ ��� ������� �������������� ����� � V � Hint ���� ����������� �������� ����� ��������

� ��������� ����������� �������

V :=
�

x,y

Jxy

l�

m=−l

Y m
l (nx)Y m

l (ny) , Jxy := J(|x− y|) , J(0) = 0, ����

����� nx ∈ S2 ������� ��������� ������ � ����� x ∈ Λ � Y m
l ��������� ��������� ����������

������������� J : [0,∞[→ [0,∞[ ������ ������������ �������
�

x∈Zd

J(|x|)|x|2 < ∞. ����� Hint�

�������� �������� � ����������� � ������� ������������� � ����������� ����� ������������

Hint := −h
�

x

Pl(cos θx)� ����� Pl ���� ����������� ����������� ��������� ������� ������

����������� ��� �������������� ��������

�������� ������������� ���� ��������� ����� ���������� �������� ������ ������� �������

�������� �� H ���� �������� ������������� �� C∞(M)� �� ������ ���������� ���� �������

�������� ������ ����� ����� ����� ����� �� SH ����� ���������� ������� ���������

�� �������� ��������� �������������� ����������� ������������

mΛ(h) :=
1

|Λ|

�
ψ0 |

��

x

Pl(cos θx)

�
ψ0

�
,

��



����� ψ0 ���� ���� ��������� �������� ����� ������� ������ ����������� ������������ H�

���������� ����������� ����������� �� ���������� ��������� ���������� ����� ����� �����

����� �������� �� ����������� �� ������������ ����� ����� ����� ��� ����������� �� �������� �

��� ����������� ������� ��� ������� ������������� ����� ��� �������� ��� ���������� ���������

�� ������� ���������������� |Λ| → ∞�

����� ��� ������ ������������ �� ���������

����� � ������ ������ ������������ ������������ ������������ ����� ��������� �� ���������

� ��� �������� �������������� ����� �� ������������� � ����� � ������� ����������� ����

����������� � ������������� ��������� ���������� ��������� ��������� ��������� � ���������

������������� ���� ������� ���� �������� � ����������� ��������� � ����������� ��������

������ ��������� ������ ����������� ��� �������� �� �������� ���� �� ����������� ������

����� ���������� �������� � ����� ��������� �� ����� ������� ���������� � ��������� ����

���� ����������� � ��������� ��������� � ��������� �������������� ������� ��������� �����

� ����� ��� ������� r : X �Y ��� ��������� ���� �������� ����� D(r) := {x ∈ X : ∃y ∈ Y :

(y, x) ∈ Gr(r)} � ����� ����� Im(r) := {y ∈ Y : ∃x ∈ X : (y, x) ∈ Gr(r)} = D(rT )� �������

������������� ������� ����������� � ���� ����

�������� ��� ������ ���� ���� ����� h : Γ �Δ ������ �������� ���������� ������ h

�������� ����� ker(h) := {γ ∈ D(h) : (δ, γ) ∈ Gr(h) ⇒ δ ∈ Δ(0)}�
� �������������� ������ Γ,Δ �� �������� �������� �� ������� ��� � �������� ����� �����������

����� ����� ������� ������� ��� � ������ ���� ���������� ���� ��� � ��������� ���� ����

��������� ��������������� �������������

������������ ��� ������ ����������� ����� ����� h : Γ �Δ ������ �������� ���������� h

���� ������������ ����� � ����� ������ ��� ker(h) = Γ(0)�

�������� ��� � ��������� ����� ���������� �� ������������

������������ ��� ������ ����������� ����� ������ h : Γ �Δ ���� ������������ �� h ����
����������� ������ Im(h) = Δ��

������� � ��������������� �� ����� ��� ���� �� ������� �������������� ���������� ���������

��� ������������� ����� �� ������������ ��������� �� ��� ������������ ��� ������ ����

����������� ��� ���� ���������� ���������� �������� ��� ��� ���� �������� ����������� �

�������������

������������ ��� ������ ����������� ����� ����� h : Γ �Δ ������ �������� ����������
�������� �������� Γ̃� ��������� h1 : Γ � Γ̃ ���� ���������� h2 : Γ̃ �Δ ������ �� h = h2h1�

��������� �������� ��������� �������� �� ������� ������� ����������� ������� � ���� ����

������� ���� �� ���� ��� ���������� ������ ����������� ���� ������������� ��������� �����������

� �������� ��������� ����� �� �������� ���������

�������� ���� ������ ���� ���� ����� Γ ⇒ E ������ ��������� �� ������� �������� m� � X

�������� ���������� Γ �� X �������� ������� Φ : Γ×X �X ����������� �������

Φ(m× id) = Φ(id× Φ) , Φ(e× id) = id.

��



� ����� ��� ������� �������� ������� �������� � ������������ �� �� ��� �������� �������

��������� � ����� � ������� ������ ���� ������� �������� ����������� Γ��������� �����

������� ������������ � ��������� ��������� �� ��� �� �������� ���������� �� �������� ��

������� ��������� ��� ����� ������������ ����� ���������� � �������� ��� ������������ ����

�������� ������������� � ��������� �����������

����������

��� �� ��������� κ���������� ��������������� �� ������� ������� �� ����� ����� �� �������

�������

��� �� ����� �� ���������� ��������� �������������� �� ������� ���� ��� �������� ������� �� C∗�
��������� ���� ������� ��� ����� ���� 4e ����� �� ������� ��������

��� �� ����� �������������� ��������� �� ������ ��������� Eµ(2) �� ����������� �� �� �����

���� ����� ���� ����� � ������� �����

��� �� ����� �� ���������� �� ����� ���������������� ������� ������ ������ ���� ������
������� ����� ����� ����� ������ ������� ��������

��� �� ������� �� ������ �� �������� ����������� �������� ��� ������ ��������������� ���
���������� �� ����������� ������� � ������ ���������� ������������� ��� �����������
������ ��� ���������� �� ���� ������������� ��� ������� �������� ����������� �� ����

������������� ����������� ���� ����� �������� ������ ����������� �� �����

��� �� �� ������ �� ���������������� �� ����������������� �������� ����� ���������������
���� �������� �� ��� ������ ������ ����� ����� � ��� ������� ����

��� �� ������� �������������� ��������� �������� ������ ��� ������ �����

��� �� ��� ������ ���������� ���� ��������� ������ ����� ����� ���� ��� ������� ��������

��� �� ��� ������ ������� ������� ������� ������� ��� ��� ������� ������� ������ ���
C∗�������� ��������� ����� �� ������ ����� ������ � ������� ��������

���� �� ��� ������ �� ��������� ��������� ��� ����� �������� ���� ����� ��� ������� ����

����

���� �� �� ������� ���� ������� ��� �������� ������� ��������� ���������� ������ �����

���� �� �� ��������� ������� ������� ����� �� ���� ��������� ����������� ���� �����

���� �� �������� �� ������� ���� ������� ������������ �� κ���������� ������ �� ����������

����� � ������� ��������

���� �� ������ ���� ��������� ��� �������� �� ������� �� ������� ������� ������� ���������

������ �����

���� ���� ���� ����������������� ����������� ������� �� ��������������� ���������� ����� ��
��������������� ������� ������� ����� ����� � ��� ����� ������� �������

���� �� ������� �� ������� �� ��������� �� ������� ������� κ������������ ��� �������� ��������
���� ����� ����� ����� ������� ������

��



���� �� �� ���� ����������� ��� ��� ��������� �� �������� �� ��� ������ ������ ����� ���� ��

������� �������� �� ������� �������

���� �� ���� �� ���������� ������ ���� ������ � ������ ������ ����� ���� � ������� ��������

���� �� �������� �� �� ����� �� �������� ��������� �� ���� ����� �� ���� �������� ����������
����������������� �� ����� ����� �� ������� �����

���� �� �� ������ ������������������ ������� �� ����������� ������� ����� ����� ���� �������

������ � �� ������� �������� ���������� ���� ���� ���� �� ���� ������ ������

���� �� ����������� �� ��� ������ C∗���������� ������� ������ ������� ���� ��������� �����
��� ������� ��������� �� ����� ���� ������� ���� � �����

���� �� �� ��������� �� �������� ������������ �� ������� �������� ���������� �� ��� �����
������� ������� ����� ��� ������� ��������

���� �� �� ��� �� ���������� ������� ��� ������� �������� ��������������� ��� ������ ���
������������ �� ���� ����� �� ������� ��������

���� �� ���������� ������������������� ���������� ������������ ��� ������ �������� �� ������

����� ���� ��� ������ ������� ����� �����������������

���� �� ���������� �� �������� ������ ������� ���������� ������ κ������������ �� ������������
����������� ���� �� ���� ����� � �� ���� ������� ���� �

���� �� ���������� � �������� �� ������ ��� ������� �������� ������� ��� κ��������� ����
������� ����� ����� � ��� ������� ��������

���� �� ������ ������� ��� ������������ ��������������� ��� ����������������� ���� ��������
�� � �������������� ������������� �� ������� ��� ������� ������

���� �� ������ �������� ������� ������� ���������������� ��� ������� ��������������� ���
��������� ����������� ���������� �� ������ ����� �� ������� ��������

���� �� ������ �� ������ �������������� ��������� �� κ��������� ����� ��� ���������������
��������� ����� ����� � ��� ������� ��������

���� � ������� �� ��������� �� �� ����������� C∗���������� ��������� ��� ��� ������� ��
������� ������� ��������� �� ����� �� ������� ��� � �����

���� �� �������� ������������� �� ���������� ���� ��������� �� �������� �� ������� ��

������ �� �� ������������ ������������� ������� ��������
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