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Przedmowa

Ksiazka powstala na podstawie wyktadow prowadzonych przez autora w latach
2004-2010 dla studentow matematyki Uniwersytetu Slaskiego w Katowicach. Na
tre$c i ksztalt ksiazki wptynely réwniez wyktady prowadzone dla doktorantow
podczas szkoty ,,From Genetics to Mathematics” w Zbaszyniu w dniach 18-20
wrze$nia 2007 roku w ramach projektu europejskiego ,Modelling, Mathematical
Methods and Computer Simulations of Tumor Growth and Therapy” oraz seria
wykltadoéw prowadzonych w African Institute for Mathematical Sciences w Mu-
izenbergu w Republice Potudniowej Afryki od 25 stycznia do 19 lutego 2010 roku
oraz na Uniwersytecie Jagiellonskim w roku 2011. Wyklad prezentowany pod-
czas wspomnianej szkoly w Zbaszyniu zostal rozszerzony i opublikowany
w pracy przegladowej [110]. Autor pragnie podziekowac¢ organizatorom szkoty,
Mirostawowi Lachowiczowi i Jackowi Miekiszowi oraz dyrektorowi AIMS Fritzowi
Hahne za zaproszenie do wygloszenia wyktadow.

Prezentowany kurs modeli i metod biologii matematycznej obejmuje trzy
semestry wyktadow i cwiczen po dwie godziny tygodniowo (90 + 90 godzin).
Podrecznik do$¢ wiernie oddaje tre$¢ prowadzonych wykladow, a zadania
pokrywaja sie z zadaniami z ¢wiczen. Pragne podziekowa¢ studentom i dokto-
rantom z Polski i zagranicy za cierpliwosc¢ i aktywno$¢ w czasie zajec. Dzieki
nim moglem przetestowac prezentowany material i poprawic¢ go. Zadania znaj-
dujace sie na koncu kazdego rozdziatu sa Scisle zwiazane z tematyka wyktadu
i w sposob istotny go poszerzaja. Na ogol dolaczone sa do nich wskazoéwki ula-
twiajace rozwiazanie. Swiadomie nie zamieszczam pelnych rozwiazan. Czes¢
zadan ma charakter otwarty - na przykitad skonstruowa¢ model opisujacy jakis
proces biologiczny. Takie zadania nie maja jednoznacznych rozwiazan i ich
celem jest pobudzenie Czytelnika do aktywno$ci w zakresie doboru metod
matematycznych do badania obiektow spoza matematyki. Zachecam Czytelnika
do rozwiazywania tych zadan.

Ksiazka przeznaczona jest przede wszystkim dla studentow matematyki
oraz pracownikow naukowych zainteresowanych zastosowaniami matematyki
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w biologii. Moim celem bylto przedstawienie dos¢ szerokiego kregu zagadnien
zwiazanych z modelami deterministycznymi, ze szczegdlnym zwrdceniem
uwagi na metody matematyczne stosowane w ich badaniu. Ze wzgledu na ogra-
niczenia czasowe pominiete zostaty niektore dhugie i techniczne rozumowania.
Prezentowany materiat jest daleki od pelnej prezentacji metod biologii ma-
tematycznej. Autor ma nadzieje wypelnic¢ w przyszloSci te luke, prezentujac
zagadnienia zwiazane z modelami probabilistycznymi, teoria optymalizacji
i teoria gier oraz rownaniami czastkowymi drugiego rzedu.

Na polskim rynku jest kilka ksiazek zwiazanych z modelowaniem mate-
matycznym w biologii, miedzy innymi ksiazka J. D. Murraya [89], U. Fory$ [42],
J. Uchmanskiego [131] oraz D. S. Czerniawskiego i innych [26]. Poniewaz ich
celem jest dotarcie do czytelnika stabo przygotowanego matematycznie, ogra-
niczaja sie one do dos$¢ pobieznego potraktowania matematyki - czytajac je,
mozna odnieS¢ wrazenie, ze zastosowania matematyki w biologii niewiele wy-
kraczaja poza proste uklady roéwnan rézniczkowych i operacje na macierzach.
Wspolczesna biologia matematyczna jest nauka zaawansowana i nie tylko w pel-
ni wykorzystuje dorobek wielu dziedzin matematyki, ale rbwniez przyczynia
sie bezposrednio do rozwoju nowych badan matematycznych. Mam nadzieje,
ze ksiazka ta zmieni nieco poglad na badania prowadzone przez wielu matema-
tykow zajmujacych sie zastosowaniami w biologii. Osobom zainteresowanym
zwiezlym przedstawieniem problematyki biomatematycznej polecam artykut
popularnonaukowy [115].

Milo mi podziekowac Dariuszowi Wrzoskowi oraz moim wspolpracowni-
kom Katarzynie Pichor, Marcie Tyran-Kaminskiej, Agnieszce Barttomiejczyk,
Urszuli Skwarze, Radostawowi Wieczorkowi, Joannie Zwierzynskiej i Pawlowi
Zwolenskiemu za cenne uwagi, ktore przyczynily sie do ulepszenia pierwotnego
tekstu.

Ryszard Rudnicki



Wstep

1. Uwagi ogolne

1.1. Istota modelowania biomatematycznego

W modelowaniu zjawisk biologicznych wyr6zniamy nastepujace etapy:

1.

Sformutowanie przestanek biologicznych z uzyciem poje¢ matematycz-
nych.

Znalezienie adekwatnego modelu matematycznego: funkcja, rownanie r6z-
niczkowe (zwyczajne, czastkowe, stochastyczne), proces losowy, graf od-
dzialtywan itp.

Zbadanie modelu za pomoca metod matematycznych (twierdzenia opisuja-
ce zachowanie modelu).

Interpretacja biologiczna rezultatow matematycznych.

Poréwnanie wynikow teoretycznych z rzeczywistymi obserwacjami i ewen-
tualne zaproponowanie nowych badan eksperymentalnych w celu weryfika-
¢ji modelu.

Analiza modelu pod katem ewentualnych zmian dostosowujacych model
do rzeczywistego procesu.

1.2. Zagadnienie realnosci i sensownosci modelu

Na o0got przyjmujemy, ze model jest poprawny, jezeli wyniki teoretyczne sa
zgodne z danymi empirycznymi. Jest to poglad dos¢ powszechny, ale nie mam
przekonania, czy w cato$ci shuszny. Waznym zagadnieniem w modelowaniu
matematycznym jest wylowienie istotnych elementéw z czesto zagmatwanego
opisu biologicznego i zbadanie modelu zredukowanego. Redukcja i abstrakcja
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prowadza do modelu czeSciowego, nie w pelni oddajacego zlozono$¢ procesu
i niecatkowicie zgodnego z danymi empirycznymi - co nie oznacza, ze taki
model jest bezuzyteczny. Dobry model powinien dawac¢ jasno sformulowane
wnioski, tak aby mozna bylo je analizowac¢. Z drugiej strony w modelu nale-
zy uwzgledni¢ elementy, ktére maja istotny wplyw na przebieg procesu (np.
w pewnych modelach ekologicznych nalezy uwzgledni¢ zmiany sezonowe).
W istocie nalezaloby budowac¢ zestaw modeli opisujacych dane zjawisko, od
modeli najprostszych do bardziej zlozonych, uwzgledniajacych wszystkie zna-
ne nam istotne czynniki. Jezeli rozpoczniemy badanie zjawiska od budowy
i analizy prostych modeli, to mamy szanse na sformutowanie postulatow doty-
czacych modeli ztozonych i wybér adekwatnych metod ich badania. Przy takim
postepowaniu wazna role odgrywaja ,,modele klasyczne”, ktore opisuja raczej
pewne elementy oddzialywan w przyrodzie niz konkretne procesy biologicz-
ne. Modele klasyczne, przez swa ogoélnos¢, moga by¢ uzywane jako moduty
w budowie modeli konkretnych proceséow. Gléwnie bedziemy sie zajmowac
modelami modutowymi, opisujacymi pojedyncze oddzialywania w populacji
lub miedzy populacjami. Dzieki swej prostocie, a zarazem ogolnosci, modele
modulowe moga by¢ uzywane w konstrukcjach modeli opisujacych zloZzone
zjawiska biologiczne.

1.3. Zakres dynamiki populacyjnej i jej modele

Metody matematyczne sa coraz czesciej uzywane w opisie procesow biologicz-
nych, przy czym zdecydowanie najwiecej zastosowan matematyki wystepuje
w dynamice populacyjnej. Dynamika populacyjna zajmuje sie zmianami liczeb-
nosci i rozkltadu osobnikoéw w populacji oraz czynnikami, ktére powoduja te
zmiany. Pierwsze modele populacyjne pojawity sie w demografii, a nastepne,
duzo po6zniej, w ekologii. Obecnie dynamika populacyjna obejmuje swoim za-
siegiem zjawiska zarowno w skali mikro, jak i makro - od populacji gen6w
(lub jeszcze mniejszych jednostek takich jak biomolekuly), przez populacje
bakterii, komoérek (np. nowotworowych), do populacji zwierzat i ludzi, czesto
z uwzglednieniem ich indywidualnych cech. Badania z zakresu dynamiki popu-
lacyjnej znajduja coraz szersze zastosowania w wielu dziatach wspotczesnej
biologii i medycyny, miedzy innymi w ekologii, epidemiologii, fizjologii, genety-
ce i onkologii. Szybki rozwoj technik biologii molekularnej i genetyki powoduje
pojawianie sie olbrzymiej ilo§ci danych, ktére wymagaja matematycznej analizy
i budowania odpowiednich modeli.

Ro6zZznorodnos$¢ zastosowan powoduje, ze w dynamice wystepuja rozmaite
typy modeli. Generalnie modele mozna podzieli¢ na modele deterministyczne
i modele stochastyczne. W obu grupach mozna wyr6zni¢ modele generacyjne
(gdy badamy kolejne pokolenia osobnikéw) oraz modele z czasem ciaglym,
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kiedy interesuje nas zmienno$¢ populacji w czasie. W opisie modeli genera-
cyjnych wystepuja funkcje lub bardziej skomplikowane transformacje opi-
sujace relacje miedzy kolejnymi pokoleniami osobnikow. Modele z czasem
ciaglym to gtownie r6znego typu rownania rozniczkowe - zwyczajne, czast-
kowe, z op6znionym parametrem, a takze procesy stochastyczne i rOwnania
stochastyczne.

Czytelnika zainteresowanego pogtebieniem wiedzy o modelowaniu mate-
matycznym w biologii zachecam do lektury ksiazek Murraya [89], Thiemego
[125], Hofbauera i Sigmunda [58], Brauera i Castillo-Chavez [15], Perthame [97],
Farkasa [38] oraz serii wyktadow [14}[43] 44} [123].

Ksiazka wymaga od Czytelnika znajomosci podstaw algebry liniowej, topo-
logii, rachunku rézniczkowego i catlkowego, funkcji zespolonych, rownan réz-
niczkowych zwyczajnych oraz rachunku prawdopodobienstwa. Inne fragmenty
teorii matematycznych wykorzystywane w ksiazce sa wprowadzane w miare
potrzeb. Rozdzialy [I] i [[Il zawieraja modele oparte na rownaniach i uktadach
rownan rozniczkowych zwyczajnych. W badaniu tych modeli wykorzystuje-
my fragmenty teorii stabilno$ci, teorii bifurkacji oraz ukladéw dynamicznych
na plaszczyznie. W rozdziale [Ill| pojawiaja sie modele opisane rownaniami
rozniczkowymi z opdéZnionym argumentem, ktorych teorie do$¢ szczegodtowo
przedstawiamy. Rozdzial[[V]jest poswiecony gtownie modelom opisanym ite-
racjami odwzorowan liniowych lub tez rownaniami ré6zniczkowymi liniowymi
o stalych wspotczynnikach. Dopuszczamy tu modele, w ktérych liczba stanow
jest nieskonczona, a wiec roéwnan moze by¢ nieskonczenie wiele. Naturalna
metoda badania takich ukladéw jest uzycie polgrup operatoréw. Szczegolna
role odgrywaja tu pélgrupy Markowa (zwane rowniez potgrupami stochastycz-
nymi) i ich wlasnosci asymptotyczne. W opisie konkretnych modeli korzystamy
z teorii grafow. W ostatniej czeSci tego rozdzialu przedstawione sa modele nie-
liniowe, ktorych teoria matematyczna jest jedynie czeSciowo zbadana. Jednym
z uzywanych narzedzi sa uklady dynamiczne, w szczego6lnosci korzystamy tu
z twierdzenia Szarkowskiego. W rozdziale [V|badamy gtéwnie modele opisane
rownaniami czastkowymi pierwszego rzedu, czesto zaburzane tzw. operatora-
mi nielokalnymi. R6wnania tego typu nie pojawiaja sie zwykle na wykladach
rownan czastkowych i dlatego przedstawiamy dos¢ szczegotowo fragmenty ich
teorii. Obok metod klasycznych opartych na twierdzeniu Banacha o kontrakcji
korzystamy rowniez z teorii polgrup operatorow (w tym potgrup Markowa)
oraz réwnan opisujacych zachowanie momentéw rozwiazan. Podrozdzial 9]
tego rozdzialu ma specjalny charakter. Rozwazamy w nim probabilistyczny
model cyklu komoérkowego. Model ten prowadzi do badania pewnego catkowego
operatora Markowa.

Podsumowujac, mozemy stwierdzi¢, ze nawet ograniczenie sie do badania
tzw. modeli deterministycznych wymaga wykorzystania ciekawych i r6znorod-
nych metod matematycznych; ich przedstawienie jest glbwnym celem ksiazki.
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2. Pierwsze modele populacyjne

2.1. Tablica Ulpiana

Pierwsze modele populacyjne wiaza sie z demografia. Juz okolo roku 220 rzym-
ski prawnik i maz stanu Ulpian opracowal na potrzeby 6wczesnego systemu
rent tablice podajaca oczekiwany pozostaly czas zycia cztowieka o ustalonym
wieku. Czytelnikow zainteresowanych tym tematem odsylamy do prac [45] [85].
Korzystajac z pracy Maysa [85], ograniczymy sie do przedstawienia tablicy
Ulpiana:

w CZ || W |CZ A CZ

191 ponizej | 30 || 41 | 18 47 12

20-24 28 || 42 | 17 48 11

25-29 25 || 43 | 16 49 10
30-34 22 || 44 | 15 50-54
35-39 20 || 45 | 14 55-59

40 19 || 46 | 13 || 60 1ipowyzej 5

Tabela I.1. Tablica Ulpiana. W oznacza wiek w latach, a CZ - oczekiwany pozostaly
czas zycia.

Demografia, ze wzgledu na duze znaczenie praktyczne, byla przedmiotem
zainteresowania wybitnych uczonych ubieglych stuleci. Budowali oni modele
matematyczne, w tym tablice podobne do tablicy Ulpiana. W szczegolnoSci
E. Halley, znany gtownie jako astronom, opublikowat w 1693 roku dwa artykuty
[55[56] dotyczace renty dozywotniej. W pracach tych opracowal nowe tablice
czasu przezycia, oparte na danych z Wroctawia. Wroclaw nie zostat tu wybrany
przypadkowo, byl bowiem w owym czasie miastem duzym, a jednoczes$nie
0 matej migracji ludnoSci. Prace Halleya wywarly duzy wptyw na rozwdéj systemu
ubezpieczen na zycie.

2.2. Model Fibonacciego

Az do konca XIX wieku demografia pozostawata praktycznie jedyna czeScia
nauk biologicznych wykorzystujaca matematyke. Wyjatek stanowi tu model wlo-
skiego matematyka Fibonacciego zamieszczony w ksiazce Liber Abaci z 1202
roku, opisujacy wzrost populacji krolikow. Byt to model generacyjny: zmien-
na x,; opisywala wielko$¢ populacji krélikow w n-tym pokoleniu. Fibonacci
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przyjal, ze
(2.1) Xn+l = Xn + Xn-1-

W szczegolnym przypadku x; = x» = 1 uzyskal powszechnie znany cigg
Fibonacciego.

Uwaga I.1. Rozwazmy rownanie rekurencyjne

(2.2) AkXn+k + Ak-1Xn+k-1 + - - - + aoxn = 0,
gdzie ag,...,ax jest danym ciagiem liczbowym z a; # 0, a rozwiazaniem
jest dowolny ciag nieskonczony xi, x2,..., ktory spelia rownanie (2.2) dla

dowolnej liczby naturalnej n.
Aby uzyska¢ wzor na rozwiazania réwnania (2.2), wprowadzamy rownanie
charakterystyczne

(2.3) arlf +ag Ay o ad+ag =0.

Jezeli réwnanie (2.3) ma dokladnie k ro6znych pierwiastkow zespolonych

A1, ..., A, to ogbdlne rozwiazanie rownania (2.2) jest postaci
(2.4) Xn = C1AT + CoAY + - - - + CkAL,
gdzie Cy,...,Cx sa dowolnymi liczbami zespolonymi.

W szczegolnos$ci ogolne rozwiazanie rownania (2.1) wyraza sie wzorem

) e (5,

x":Q( 2 2

a ciag spelniajacy warunek x; = x> = 1 jest postaci

e e (555

Wzor jest dosc¢ zaskakujacy, gdyz wszystkie wyrazy ciagu (x,) sa liczbami
naturalnymi.

Metoda rozwiazywania réwnan postaci w ogo6lnym przypadku zostata
omoéwiona i uzasadniona w zadaniach

Uwaga L.2. Model Fibonacciego rozwoju populacji krolikow jest mato realistycz-
ny, ale sam ciag Fibonacciego i jego poszczegolne wyrazy czesto spotykamy
w przyrodzie. Liczba platkow kwiatu, liczba galezi pomiedzy galeziami sasiadu-
jacymi pionowo czy tez liczba spiral w stoneczniku (34 lub 55), szyszkach czy
kalafiorach - to zwykle wyrazy ciagu Fibonacciego. Rowniez liczba przodkow
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trutnia (samca pszczoty) w kolejnych pokoleniach wstecz tworzy ciag Fibona-
cciego. Spowodowane jest to tym, ze truten wykluwa sie z niezaplodnionego
jaja, a wiec ma tylko matke, podczas gdy samice pszcz6l maja zaréwno matke,
jak i ojca. Zatem w pierwszym pokoleniu x; = 1, bo jedynym rodzicem jest mat-
ka, ktora z kolei ma dwoch rodzicow, a wiec x» = 2. W n-tym pokoleniu mamy
Xp rodzicow, z czego x,—1 to samice, a x,—» t0 samce, a wieC X, = Xp-1 + Xpn—2.

2.3. Model Malthusa

Waznym krokiem w rozwoju dynamiki populacyjnej okazala sie ksigzka ekono-
misty angielskiego Thomasa Malthusa [84], opublikowana w roku 1798, w ktorej
sformutowal teorie geometrycznego wzrostu liczby ludnosci. Przy jednoczesnym
zalozeniu arytmetycznego wzrostu produkcji zywnosci teoria ta miata wyjasnic
przyczyny ubozenia ludnoS$ci. Teoria ta opiera sie na prostym zalozeniu, ze
przyrost populacji jest proporcjonalny do catkowitej liczby ludnosci. Oczy-
wiScie model ten moze dotyczy¢ réwniez innych populacji. Przyjmijmy, ze
N(t) oznacza catkowitg liczbe osobnikow w populacji. Wtedy zakladamy, ze
przyrost populacji w czasie At wynosi w przyblizeniu ANAt, gdzie stala A jest
wspolczynnikiem wzrostu populacji i czesto nazywana jest wspolczynnikiem
Malthusa. Poniewaz
AN(t) = AN(t)At,

mamy

AN(t)
A S AN

i przechodzac do granicy przy At — 0, otrzymujemy

(2.6) N'(t) = AN(1).

Rozwiazania rownania sa postaci N(t) = N(0)e?, a wiec populacja ro$nie
wykladniczo wraz z czasem t (wedlug dawnej terminologii: ,roSnie w postepie
geometrycznym”).

Wspotczynnik wzrostu populacji A mozna przedstawic jako r6znice b — d,
gdzie b jest wspolczynnikiem urodzen per capita (na jednego osobnika), a d
wspolczynnikiem Smiertelno$ci. Znajac przyrost populacji, mozemy tatwo wy-
znaczy¢ wspotczynnik A. Poniewaz

N(t + At) = N(t)eMAt,

otrzymujemy

A= ﬁln(l + AN]\E(;;))

Jezeli przyrost czasu At jest maly, to mozemy korzystac¢ ze wzoru przyblizo-

nego: AN

T N@)At
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Uwaga L.3. W powyzszym opisie wystepuje pewne uproszczenie. Liczba osobni-
kow w populacji wyraza sie liczba naturalna, jest wiec funkcja nieciagla czasu t,
podczas gdy my poslugujemy sie funkcjami rézniczkowalnymi. Nasz model
dobrze opisuje duze populacje. Niech N(t) bedzie liczba osobnikow w popula-
cji, a No pewna liczba naturalng rzedu N(t). Przyjmijmy, ze x(t) = N(t)/Np.
Wtedy mozna uznac, ze funkcja x(t) jest rozniczkowalna i spelnia rownanie
x'(t) = Ax(t). W dalszych modelach bedziemy uzywac tradycyjnego ozna-
czenia N (t) zamiast x(t). Zatem N(t) bedzie ,wzgledna” liczba osobnikoéw
w populacji lub ,biomasa”.

Model Malthusa dos¢ dobrze oddaje wzrost populacji zyjacej w idealnie
korzystnych warunkach, np. w laboratorium. Model ten stosunkowo dobrze
opisuje rowniez wzrost populacji ludnosci Swiata. Korzystajac na przyklad
z danych z [68], mozna wywnioskowac, ze populacja $wiata w latach 1950-1985
rosta wykladniczo, a czas podwojenia liczby ludnosci, T = (In2)/A, wynosit
okoto 36 lat. WspotczeSnie wspotczynnik wzrostu jest dwukrotnie mniejszy
i stale maleje.

2.4. Model Verhulsta

Badajac populacje zyjaca w srodowisku o ograniczonych zasobach, nalezy
zmodyfikowa¢ model Malthusa w ten sposob, aby tempo wzrostu populacji
malalo wraz ze wzrostem jej wielkoSci. Takie modele zaproponowali B. Gom-
pertz [49] w roku 1825 oraz P. F. Verhulst [132] w roku 1838. Ograniczymy sie
do omowienia modelu Verhulsta ze wzgledu na jego olbrzymia popularnos$g;
model Gompertza opisany jest w zadaniu

Verhulst przyjal, Ze istnieje optymalna wielko$¢ populacji zyjacej w danym
srodowisku, i oznaczyt ja przez K. Stala K nazywamy pojemnosciq srodowiska.
Verhulst zatozyl, ze wspolczynnik wzrostu populacji maleje liniowo w stosunku
do wielkos$ci populacji. Przyjmujac, Ze dla N = O wynosi on A, adla N = K
wynosi 0, otrzymujemy nowe rownanie opisujace wielkos¢ populacji, zwane
rownaniem logistycznyn:

(2.7) N'(t) =A<1—¥>N(t).
Rownanie (2.7) jest rOwnaniem o zmiennych rozdzielonych i mozna je tatwo
rozwiazac:
dN
[
A(l-%)N

a stad

1

L P, Ry

A N-K
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Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy

K

(2.8) N(t) = 1= Co At’

gdzie C =1 - K/N(0). Jezeli zatem w chwili poczatkowej liczebno$¢ populacji
jest mniejsza od K, to populacja rosnie, a gdy jest wieksza od K, populacja
maleje. W obu wypadkach lim;_,. N(t) = K, a wiec populacja dazy do stanu
rownowagi K. NajczeSciej K jest maksymalna wielko$cia populacji, na przyktad
w sytuacji, gdy warunki zewnetrzne sie nie zmieniaja. W razie inwazji na nowe
terytorium lub gdy nastapi gwaltowne pogorszenie warunkéw, w ktorych zyje
populacja, ,poczatkowa” wielko$¢ populacji moze by¢ wieksza od K; wtedy
populacja maleje i dazy do stanu réwnowagi K.

Uwaga I.4. Model zaproponowany przez Verhulsta mozna uogélnic¢, zacho-
wujac jego wlasnosci. Wystarczy zatozy¢, ze wspolczynnik wzrostu populacji
A(t) jest funkcja wielko$ci populacji: A(t) = f(N(t)). Jezeli f jest taka funkcja
rozniczkowalna i SciSle malejaca, ze f(K) = 0, to rozwigzania rownania

(2.9) N'(t) = f(N(t))N(t)

maja rowniez wiasnosc¢ lim; .. N(t) = K. ZalozZenie $cistej monotonicznosci
funkcji f mozemy zastapic¢ stabszym: f(N) > 0dla N < K oraz f(N) < 0 dla
N > K. Wtedy rozwiazania rOwnania beda rowniez dazyc¢ do K, gdy t — oo.

2.5. Modele uwzgledniajace pozywienie

Model Verhulsta mozna uzasadni¢, rozwazajac zaleznos¢ miedzy wielko$cia
populacji N(t) ailoScia (koncentracja) pozywienia P(t) [15]. Przyjmujemy, ze
wspolczynnik wzrostu populacji jest proporcjonalny do ilo$ci pozywienia oraz
ze ilos¢ pozywienia maleje proporcjonalnie do wzrostu populacji. Mamy wiec
nastepujace zaleznosci:

N'(t)
(2.10) NG aP(t),
(2.11) P'(t) = —bN' ().

Z (2.10) wnioskujemy, ze N'(t) = aN(t)P(t), az (2.11), ze P(t) = M — bN(t),
gdzie M jest pewna stala; stad

(2.12) N'(t) =aN(t)(M — bN(t)).

Rownanie (2.12) jest postaci ze statymi A = aM i K = M/b.
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Rozwazmy teraz ogélniejszy model populacyjny uwzgledniajacy zaleznosc
miedzy iloScia pozywienia P(t) i wielkoScia populacji N(t). Populacja rozwi-
ja sie w ten sposob, ze wspolczynnik urodzen zalezy od iloSci pozywienia
i wynosi b(P), a wspolczynnik Smiertelnosci dy jest staly. Przyjmujemy, ze
ilos¢ pozywienia wzrasta ze stala predkoscia A, wspotczynnik jego degradacji
wynosi dp, a y jest wspotczynnikiem przyrostu populacji na jednostkowa mase
pozywienia. Wtedy funkcje N (t) i P(t) speliaja nastepujacy uklad réwnan:

N’ = b(P)N — dyN,
(2.13) 1
P'= A=dpP~ _B(PIN.

Uwaga L.5. W modelu (2.13) czesto przyjmuje sie, ze funkcja b jest postaci
zaproponowanej przez Monoda:

AP

v =

gdzie A jest maksymalnym wspolczynnikiem urodzen (przy nieograniczonych
zasobach zywnosci), a K nazywamy stalq nasycenia lub statq Michaelisa-Menten
i definiujemy jako taka ilo$¢ pozywienia, dla ktorej wspotczynnik urodzen
wynosi A/2.

Model nadaje sie bardzo dobrze do opisu hodowli mikroorgani-
zmoOw w chemostacie. Chemostat sklada sie z dwbch zbiornikow; pierwszy
zawiera pozywienie, ktore jest dostarczane do drugiego, gtéwnego zbiornika.
Zbiornik gtéwny wyposazony jest w mieszadelko oraz urzadzenia napowie-
trzajace i ogrzewajace, zapewniajace stale i optymalne warunki dla rozwoju
mikroorganizmow. Stezenie Py substancji odzywczych w pierwszym zbiorniku
jest state. Ciecz wraz substancjami odzywczymi jest pompowana do drugiego
zbiornika ze stala szybkoScia D i z ta sama szybkoScia drugi zbiornik jest
oprozniany. Podobnie jak poprzednio przyjmujemy, ze szybko$¢ przyrostu
masy mikroorganizmow zalezy od iloSci pozywienia i wynosi b(P). O funkcji b
zakladamy, ze jest r6zniczkowalna i SciSle rosnaca oraz b(0) = 0. Ze wzgledu
na sposob dzialania chemostatu zaniedbujemy $miertelnos$¢ mikroorganizmow
i degradacje pozywienia. Przyjmujemy, ze y jest wspotczynnikiem przyrostu
masy mikroorganizmow na jednostkowa mase pozywienia. Wtedy funkcje N (t)
i P(t) opisujace mase mikroorganizmow i pozywienia w glownym naczyniu
speliaja nastepujacy uklad réwnan:

N’ =b(P)N - DN,
(2.14) 1
P’ =DPy—-DP - ;b(P)N.

OtrzymaliSmy model (2.13) z dy = dp = D i A = DPy. Zauwazmy, ze w tym
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wypadku
(N +yP) =b(P)N — DN + yDPy — yDP — b(P)N
= —D(N + yP) + yDP,.
Funkcja x(t) = N(t) + yP(t) spelnia wiec réwnanie liniowe o stalych wspo6l-
czynnikach
x'(t) = =Dx(t) + yDPy.

Stad
N(t) + yP(t) = x(t) = Ce Pt + yPy,

gdzie C jest pewna stala rzeczywista. Zatem
tlim (N(t) + yP(t)) = yPy.
—> 00

Dla uproszczenia rozwazan przyjmijmy, ze N(t) + yP(t) = yPy (pelne rozumo-
wanie wymaga uzycia lematu [[.2] z rozdziatu [l i pozostawiamy je Czytelnikowi
jako zadanie [II.1). Wtedy funkcja N (t) spelia rownanie

(2.15) N’=b(Po—§N)N—DN.
Tak wiec N(t) jest rozwiazaniem rownania postaci (2.9), gdzie
FN) = b(po - iw) -D.

Jezeli b(Py) > D, to istnieje taka stata P € (0, Py), ze b(P) = D. Wtedy f(N) > 0
dlaN < Nif(N) <0dlaN > N, gdzie N = y(Py — P). Wynika stad, ze
rozwiazania rownania (2.15) startujace z dodatnich punktéw poczatkowych
daza do stanu rownowagi N, gdy t — co.

2.6. Efekt Allee’ego

W roku 1931 W. C. Allee [1] zauwazyl, ze w malych populacjach lub w popula-
cjach rozproszonych wspotczynnik reprodukcjii szanse przetrwania osobnikow
maleja, co prowadzi do wymarcia populacji. Zjawisko to ma wiele przyczyn,
poczawszy od genetycznych - brak r6znorodnos$ci genetycznej w populacji
prowadzi do jej degradacji. Wazna role w matych populacjach odgrywa rowniez
duza wrazliwo$¢ na czynniki losowe, prowadzace do destabilizacji populacji
i w konsekwencji jej wyginiecia. Populacje liczniejsze moga stosowac bardziej
efektywne metody ochrony przed drapieznikami. Na gruncie klasycznej ekolo-
gii efekt Allee’ego mozna wyjasni¢ problemami ze znalezieniem partnera do
reprodukcji. W matych populacjach samica musi poSwiecic¢ cze$¢ energii, zwykle
przeznaczonej na reprodukcje, aby poszukiwa¢ partnera. Jednocze$nie opusz-
czajac dobrze znane jej miejsce, naraza sie na wieksze niebezpieczenstwo i jej
szanse przetrwania maleja.
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Rozw0j populacji z uwzglednieniem efektu Allee’ego mozna réwniez opisac
réwnaniem (2.9), przy czym o funkcji f mozemy zatozy¢, ze jest rozniczkowal-
na, ma dwa miejsca zerowe N» > N; > 0 oraz

f(N) <0 dlaN <Ny,
(2.16) S(N)>0 dlaN € (N1,N2),
f(N) <0 dlaN > No.

Rownanie (2.9) ma trzy rozwiazania stacjonarne 0, N7 i N». Inne rozwiazania
maja nastepujace wlasnosci:

jezeli N(ty) < Ni, to rozwiazanie maleje i lim;_, o N(t) = 0,
jezeli N(ty) € (N1,N>), to rozwiazanie rosnie i lim;_,. N(t) = Np,

jezeli N(tg) > N», to rozwiazanie maleje i tez lim;_. N(t) = No.

Punkty stacjonarne 0 i N> sa zatem stabilne, a punkt N; jest niestabilny.
Przypominamy, ze przez rozwiqzanie stacjonarne roéwnania x’'(t) =

f(x(t)) rozumiemy rozwiazanie state, a wiec x(t) = xg dla t € R. Wtedy

punkt xo spelia warunek f(xg) = 0. Punkt xo bedziemy nazywa¢ punktem

stacjonarnym rownania x’' (t) = f(x(t)). W teorii rownan rézniczkowych i ukla-

dow dynamicznych punkty stacjonarne nazywa sie czesto punktami rownowagi,

osobliwymi, krytycznymi, stanami stacjonarnymi lub stanami rownowagi.
Przyktadem funkcji f speliajacej warunki jest

N A
17 f(N)_A<1_E_ 1+BN)
Z A, B, K speliajacymi nierownosci KB > 1 oraz
(BK +1)?
2.1 1<A< ——.
(2.18) S4B

W tym wypadku wspotczynnik wzrostu w modelu Verhulsta zostal zmniejszony
o czynnik ﬁ malejacy wraz ze wzrostem populacji, zwiazany z efektem
Allee’ego. Rozw0j populacji opisany jest wtedy zmodyfikowanym rownaniem
Verhulsta

LN A

(2.19) N'(®) = A( K 1+BN(t)

>N (t).

Model opisany rOwnaniem mozna uzasadni¢, wprowadzajac do modelu
populacyjnego poszukiwanie partnera lub uwzgledniajac wpltyw niewyspecja-
lizowanego drapiezcy (tzn. polujacego réwniez na inne gatunki; patrz [125]
rozdzial VII]).
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3. Sezonowos¢ w dynamice populacyjnej

Modele rozpatrywane do tej pory cechowalo to, ze prawa przyrody nie zale-
zaly od czasu. W wielu realnych procesach nalezy uwzgledni¢ wplyw zjawisk
zaleznych od czasu, np. pory roku. W tej cze$ci przedstawimy, jak zmienia
sie wielkos$¢ populacji, jezeli czynniki decydujace o jej rozwoju zmieniaja sie
W sposob okresowy.

3.1. Rownanie bilansu dla pojedynczej populacji

Liczba osobnikéw w populacji zalezy od liczby urodzen, Smiertelnosci oraz
imigracji i emigracji. Przyjmujemy, ze B(t), D(t), E(t) i I(t) oznaczaja, odpo-
wiednio, wspo6tczynnik urodzen (birth), Smierci (death), emigracji i imigracji
w jednostce czasu. W szczegolnoSci fst B(v) dv oznacza liczbe urodzen w prze-
dziale czasu [s,t]. Zatem

t
N(t) - N(s) = j [B(r) - D(r) + I(r) — E(r)]dr,

a stad
3.1) N'(t) =B(t) = D(t) + I(t) — E(t).

Wazna role w opisie wzrostu populacji odgrywaja wspotczynniki per capita. Na
przykiad liczba urodzen przypadajacych na jednego osobnika wynosi b(t) =
B(t)/N(t). Podobnie okreslamy wspoétczynniki Smiertelnosci d(t), imigracji
i(t) i emigracji e(t). Wtedy réwnanie mozna zapisa¢ w postaci

(3.2) N'(t) = (b(t) —d(t) +i(t) —e(t))N(t).

Roéwnanie dobrze opisuje rozwdéj populacji, o ile liczba osobnikow nie
jest zbyt duza lub zbyt mata. Problemy moze tu sprawi¢ wspotczynnik i(t),
trudno bowiem zaakceptowac¢ zalozenie, ze imigracja jest proporcjonalna do
liczby osobnikow. W szczegblnosci zalozenie takie nie ma sensu, gdy mamy do
czynienia z imigracja na puste terytoria. Zamiast ré6wnania (3.2) nalezy zatem
rozwazac réwnanie

(3.3) N'(t) = (b(t) —d(t) —e(t))N(t) + I(t).

3.2. Populacja zamknieta

Wazna role odgrywaja populacje zamkniete, tzn. populacje bez emigracji i imi-
gracji. W takich populacjach przyjmuje sie, ze A(t) = b(t) — d(t) jest wspol-
czynnikiem wzrostu populacji. Gdy urodziny badz $mier¢ osobnikéw maja
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charakter sezonowy (okresowy), mozna przyjac, ze A(t) jest funkcja okresowa
0 okresie T. Wtedy

1 (T
(3.4) A= T Jo A(t) dt

nazywamy Srednim wspolczynnikiem wzrostu. Bedziemy bada¢ wlasnos$ci roz-
wiagzan réwnania

(3.5) N'(t) = A(£)N(1),

gdy A jest funkcja ciagla i okresowa o okresie T i wartoéci éredniej A okreslonej
wzorem (3.4).

Twierdzenie 1.6. Istnieje taka funkcja okresowa Q (t) o okresie T, ze
(3.6) N(t) = N(tp)e " 01Q(t).

Dowdd. Kazde rozwiazanie roOwnania (3.5) jest postaci

t
(3.7) N(t) = N(to)expj A(s) ds.
to
Niech
t -
(3.8) alt) = L A(s)ds — A(t —to), Q(t) = expa(t).
0

Wtedy ze wzoru wynika natychmiast wzor (3.6). Sprawdzamy, ze funkcja
q jest okresowa o okresie T:
4T )
q(t+T)=J A(s)ds —A(t+T —ty)
t

0

¢ t+T _ _

= /\(s)ds+J A(s)ds — A(t —ty) — AT

t t
’ t+T

=q(t) + J A(s)ds — AT.

t

Poniewaz A(t) jest funkcja okresowa o okresie T, mamy
t+T T
J A(s)ds = J A(s) ds,
t 0

a stad
t+T B
J A(s)ds — AT = 0.
t
Zatem q(t + T) = q(t). Poniewaz funkcja q jest okresowa o okresie T, rOwniez
Q(t) = expq(t) jest funkcja okresowa o okresie T. O
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i

Rys. L1. Wykresy funkcji N(t) dla roznych wartoéci A. Dla A = 0 mamy N(t) =
N(to)Q(t).

Rysunek przedstawia wykresy funkcji N(t) dla roznych wartoéci A.
Zauwazmy, ze ze WZoru wynika natychmiast, ze
N(to + mT) = N(to)eMT,

a wiec populacja roénie w tempie wyktadniczym, a A odgrywa role wspoétczynni-
ka Malthusa.

3.3. Populacja otwarta

Rozwazmy rownanie liniowe niejednorodne ze wspoétczynnikami okresowymi
(3.9) N'(t) = A(t)N(t) + c(t),

gdzie A(t) i c(t) sa funkcjami ciagtymi i okresowymi o okresie T. Niech stata A
i funkcje g, Q beda okreslone wzorami odpowiednio i (3.8). Funkcja Q jest
okresowa o okresie T.

Twierdzenie 1.7. Niech A + 0. Wtedy rozwiqzanie ogdlne réwnania (3.9)) jest
postaci

(3.10) N(t) = (N(to) — N(tp))eM-0Q(t) + N(t),

gdzie N (t) jest rozwigzaniem okresowym o okresie T rownania (3.9) okreslonym
wzorem

Q(t) (T jclt—ys)

1-e\T Jo ¢ Q(t—s) ds.

(3.11) N(@t) =
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Dowod. Okresowosc funkcji N(t) wynika natychmiast ze wzoru (3.11) oraz
z okresowosci funkcji ¢ i Q. Sprawdzamy, ze N () jest rozwigzaniem rownania
(3.9). Po pierwsze zauwazmy, Ze ze wWzoru otrzymujemy

N _ Q(t)ei\t T _A(t=s) c(t—s)
N(t) = 1 — eAT Jo ¢ Q(t —s) ds
Qe v 5 e
1 -—eAT L—Te Q(r) ar,

a stadize wzoru Q'(t) = (A(t) — A)Q(t) wynika, ze

Q(t)eM oAt €M)

N'(t) = (A(t) = A)N(t) + AN(t) + o7 o0

Qe o-At-1) €t =T)
1—eAT Qt-T)

~ _ Q(t) Ay (@)
= AN () + = (-t e

=AN() +c(t).

Funkcja CeMt‘tO)Q(t) jest rozwiazaniem ogoélnym réwnania jednorodnego
N'(t) = A(t)N(t), wiec rozwigzanie ogoélne réwnania (3.9) jest postaci

(3.12) N(t) = CeMt-0)Q (t) + N (t).

Poniewaz Q (ty) = 1, mamy N (&) = C + N(tg), a stad C = N(tg) — N(tp) i wzor
(3.12) zapisuje sie w postaci (3.10). O

Wniosek L.8. JezeliA < 0, to

tlim(N(t) - N(t)) =0.

Whniosek 1.9. Jezelic(t) > 0,c #0, tosgnN(t) = —sgnA.

Zadania

I.L1 Sprawdzic, ze jezeli Aq,...,Ax sa roznymi liczbami zespolonymi o modu-
lel,aCy,...,Ck sa dowolnymi liczbami zespolonymi oraz

(3.13) 1}93{)(@2\%@2\5@ <o+ CRAR) =0,
toC=C=---=C=0.

Wskazowka. Dowo6d indukcyjny. Skorzystac z tego, ze

(3.14) Im (CLAAT + CoAaAR + - - - + Cedid]) = 0.
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.2 Sprawdzi¢, ze ciagi postaci {niA"}>_,, gdzie i = 0,1,..., a A przebiega
liczby zespolone rozne od zera, sa liniowo niezalezne.

Wskazowka. Zakladamy nie wprost, ze pewna skonczona i niezerowa kombi-
nacja liniowa takich ciagow daje ciag zerowy:

(3.15) > Cin'At =0

i,j
dla dowolnego n € N. Niech » = max{|A;|} oraz T = max{i: C;j # 0 oraz
|Aj| = r}. Dzielac wyrazy we wzorze (3.15) przez n"r" i przechodzac z n do
granicy w nieskonczonosci, sprowadzi¢ problem do zadania[L.1]

.3 Sprawdzic, ze jezeli A € C jest r-krotnym pierwiastkiem wielomianu
charakterystycznego (2.3), to rownanie rekurencyjne (2.2) ma rozwiazanie
postaci x, = nfA" dlai = 0,1,...,7 — 1. Stad i z zadania wywnioskowac
0g06lna postac rozwigzania rownania (2.2).

Wskazowka. Sprawdzic, ze jezeli A jest r-krotnym pierwiastkiem wielomianu
ardk + ag_ 1Akl 4+ ...+ a1A + ao, to dla dowolnego s = 0,1,...,7 — 1 mamy
ZI;:O aiiSAi =0.

.4 Rozwiazac réwnanie Gompertza

(3.16) N'(t) = VN(t)ln(%),

czesto uzywane w modelach wzrostu komorek nowotworowych.
I.5 Sprawdzic, ze jezeli f jest taka funkcja rézniczkowalna i $ciSle malejaca,
ze f(K) = 0, to rozwiazania rownania (2.9) maja wlasnos¢ lim; ,. N(t) = K.

Wskazowka. Skorzystac z faktu, ze N'(t) > 0, gdy N(t) < K, oraz N'(t) < 0,
gdy N(t) > K.

I.6 Zbadac¢ wlasnosci rozwiazan rownania (2.19) w zaleznosSci od wspoétczynni-
kow dodatnich A, B, K i A.

L7 Sprawdzic, ze jezeli A(t) jest funkcja ciagla i okresowa o okresie T i Sred-
niej A < 0, a c(t) jest funkcja ciagla i ograniczona, to dowolne rozwiazanie
rownania N’ (t) = A(t)N(t) + c(t) jest ograniczone dla t > t.

L8 Sprawdzic, ze jezeli A(t) jest funkcja ciagla oraz okresowa o okresie T
i Sredniej A = 0, a c(t) jest funkcja ciagla i okresowa o tym samym okresie, to
dla dowolnego rozwiazania réwnania N’ (t) = A(t)N(t) + c(t) mamy

t
(3.17) N({t+T) =N(t)+Cexp<J0 A(s)ds),

gdzie C jest stalg niezalezna od rozwiazania. Wywnioskowac stad, ze
N(mT) = N(0) + mC.
Wyznaczyc¢ C.
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.9 W 1934 roku Ludwig von Bertalanffy zaproponowat rownanie
V' = a(t)V?3 - B(t)V

do opisu wzrostu objetosci komorek. Zakladamy tu, ze ilo§¢ dostarczanego
pozywienia jest proporcjonalna do powierzchni komorki S ~ V2/3, a szybko$¢
jego zuzycia jest proporcjonalna do objetosci. Funkcje «(t) i f(t) pelia role
odpowiednich wspoétczynnikow. Jakie wlasnos$ci ma funkcja V (t), jezeli ox(t)
i B(t) sa funkcjami ciaglymi i okresowymi o tym samym okresie?
Wskazowka. Podstawic¢ L = V1/3 i zastosowac twierdzenie [L.71

.10 Sprawdzic, ze jezeli w modelu von Bertalanffiego funkcje «(t) i B(t)
sa stale, to spelnione jest nastepujace prawo von Bertalanffiego: funkcja L(t)
opisujaca liniowy wzrost komorki spelia réwnanie

L'(t) = (Lo — L(1)),

gdzie state v i L, zwane odpowiednio wspdiczynnikiem wzrostu von Bertalanf-
fiego i maksymalnq dlugosciq osobnika, nie zaleza od L(0).

.11 Rozwazmy nastepujacy model wzrostu guza nowotworowego w poczat-
kowej fazie rozwoju. Przyjmujemy, ze guz rozrasta sie kuliscie i w chwili t jego
promien wynosi R(t), a objeto$¢ V(t). Zakladamy, Ze intensywno$¢ podziatu ko-
morek guza zalezy od odleglosci od jego srodka i wynosi b (7, t). Przyjmujemy,
ze wspolczynnik b(7,t) zalezy od ilo$ci dostarczanego pozywienia i zmienia
sie wedlug wzoru

ob(r,t) _ B

— = ar’,

or

przy czym na brzegu guza wspoélczynnik ten jest staty i wynosi b(R(t),t) = by.
Przyjmujemy réwniez, ze wspolczynnik SmiertelnoSci komorek nie zalezy od
ich polozenia w guzie i wynosi d. Wyprowadzi¢ rownania rézniczkowe na
wzrost objetosci i promienia guza.
Wskazowka. Sprawdzi¢, ze b(r,t) = by + 5%‘1(73“ — R(t)B*1), a nastepnie
skorzystac ze wzoru

R(t)
V'(t) = 4nJ (b(r,t) —d)rdr.
0



